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sequently G"/A" ~ G"/A"[p)/A"/A"p] ~ ¢ /A™" and by induction on #
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G4 = @[A° ~ @A™ ~ G"[4A™ ~ B. The first part of the proof is

finighed.

If G/A — B, p™@ = 0 and invariants of gr :
tl;enﬂwe put @ =¢, A =4, @ = @Y "[p%?ozgili’ j’;/i“?;; gn’t; ’1212
a, g be invariants of A" &, n=0,1,.., M. It is clear that the
relations T'(d, ¢°, o™, "), 4=10,1,.., M—1, hold. Moreover GYA™
~ @AM and 4™ = 0; thus B = G4 ~ GY4° ~ 1AM A @ and
finally ¢ = 5. Hence the relation B (g, @, b) hold.

Remark’. If AC@ and p primary components of G are of
bounded order, then by relations (1) and (2) it follows that there exists
a homomorphic mapping of & onto 4. Since a group G/G[p] may be
embedded in @, it is easy to see that the group B = G/A may be em-,

bedded in G. Consequently the conditions (4.9
euivalent (4.9) and (4.10) of [1] are

References

[11 8. Balcerzyk, On classes of abelian ]
s groups, Fund. Math. 51 (1962), pp. -
[2] L. Fuchs, Abelian groups, Budapest 1958. : PP 140175,

Regu par la Rédaction le 15.1. 1964

Universalmengen beziiglich der Lage im E"

H. G. Bothe (Berlin)

1. Einleitung, die Mengen M. Mit E" bezeichnen wir stets
den n-dimensionalen euklidischen Raum, den wir auf ein festes karte-
sisches Koordinatensystem bezogen denken. Sind 4 und B zwei homdo-
morphe Teilmengen von B, so sagen wir, daB 4 und B die gleiche Lage
im E" haben, falls es einen Homoéomorphismus von E" auf sich gibt,
der A auf B abbildet. Gibt es einen Homoomorphismus von " auf sich,
der A auf eine Teilmenge von B abbildet, so sagen wir, daB sich 4
im E" lagetren in B einbetten 148t.

Ist & ein System von topologischen Réumen, so nennt man einen
Raum U auns © Universalmenge von ©; falls sich jeder Raum aus &
topologisch (d.h. homoomorph) in U einbetten 148t Ist &* ein System
von Teilmengen des E™ (n fest), so liegt es nahe, nach Universalmengen
von &* bzgl. der Lage zu fragen. Dabei soll eine Menge U* aus G* eine
‘Universalmenge von &* bzgl. der Lage im E™ heifen, falls sich jede
Menge ans S* lagetreu in U* einbetten 148t. Ahnlich wie bei den gewdhn-
lichen Universalmengen liegt die Frage nach - dimensionalen TUniversal-
mengen bzgl. der Lage im E" nahe. Bine kompakte m-dimensionale
Teilmenge U von B" soll m-dimensionale Universalmenge bzgl. der Lage
im E" heiBen, falls sich jedes sn-dimensionale Teilkompaktum 4 von b i
lagetreu in U einbetten 14Bt, falls es also stets einen Homoomorphismus.
T von B" auf sich gibt, der A auf eine Teilmenge von U abbildet. In die-
ser Arbeit soll die Frage nach der Existenz derartiger Universalmengen
in einigen Fillen beantwortet werden. Wir betrachten nimlich nahelie-
gende Verallgemeinerungen der bekannten Mengerschen TUniversalmengen
und entscheiden, in welchen Fillen diese Mengen m-dimensionale Uni-
versalmengen bzgl. der Lage im E" sind. Bhe wir jedoch die genauen
Ergebnisse angeben, sollen die zu betrachtenden Mengen (wir bezeichnen
sie mit M;) definiert werden.

Mit W? bezeichnen wir stets den n-dimensionalen Einheitswiir-
fel im E", d.b. die Menge aller Punkte p = (&, ..., &), deren Koordina-
ten die Ungleichungen 0 <& <1 (i=1,...,n) befriedigen. Ist i>1
eine ganze Zahl, so sei D; die Vereinigung aller offenen Intervalle
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(3_%, 37k +1)}, wobei % alle ganzen Zahlen zwischen 1 und 3° durchléutt,
die bei Division durch 3 den Rest 1 lassen. Wir setzen Fy = [0, 1\D;
([0,1] ist das abgeschlossene Intervall zwischen 0 und 1). Sodann sei fiir
0<r<n F; die Menge aller der Punkte aus We, von deren Koordinaten

[=+]
wenigstens » zu F; gehoren. Bs sei MP — NFT™ (0 < m<n). Ist
i=1

= 2m+1, so ist My gerade die m-dimensionale Mengersche Universal-
menge. (Die Universalitit der Menge M7 wurde zuerst von Lefschetz [7]
bewiesen. Hinen anderen Beweis findet man in [31.)

Wir wollen zeigen, daB M2 m-dimensional ist. Da My die durch
<&l (i=1,..,m), =0 (j =m+1,..,n) definierte Menge ent-
hilt, gentigt es zu zeigen, daB M™ héchstens m-dimensional ist. Dazn
konstruieren wir zu einer beliebigen positiven Zahl & eine 2-Abbildung
in ein m-dimensionales Polyeder (siehe [6], Seite 72). Wihlen wir 4 ge-
niigend groB, so gibt es eine stetige Abbildung ¢ von [0,1] auf sich,
die jede Zahl um weniger als e/n verriickt und die jede Zahl aus Fiy
auf eine der Zahlen 37% (k=0,1,..,3) abbildet. Setzen wir fir
P = (&us ey bn) € My’ stets f(p) = (p(&), ..., p(&)), 50 ist f eine e- Abbile
dung, die die Menge MZ in das m-dimensionale Polyeder iiberfiihrt,
das aus allen Punkten des Wiirfels W7 besteht, von deren Koordinaten
wenigstens n—m die Gestalt 37°% (B =0,1, ..., 3) haben.

Da der n-dimensionale Wiirfel W? = M7 eine #-dimensionale Uni-
versalmenge bzgl. der Lage im E" ist, brauchen wir den Fall m — n
nicht weiter zu untersuchen, so da8 wir in Zukunft stets 0 <Km<n
voraussetzen. Das Hauptergebnis dieser Arbeit lautet: Die Menge My, ist
dann wnd nur damn eine m-dimensionale Universalmenge bzgl. der Lage
im B, wenn m =n—1 oder wenn m —n—2 wnd m %1 gst.

Zum SchiuB der Arbeit wird noch auf den Fall m=1, n =3 einge-
gangen und gezeigh, daB sich jedes eindimensionale Kompaktum im Z?,
das Vereinigung von hdchstens abzihlbar vielen AN R -Mengen ist, im B®
lagetreu in M3 d.h. in die gewdhnliche Sierpiriskische Universalkurve
einbetten 148t.

Bin zum grofen Teil offenes Problem ist es, ob in den Fillen, wo
die Mengen M7 keine m-dimensionalen Universalmengen bzgl. der Lage
im B" sind, iberhaupt m-dimensionale Universalmengen bzgl. der Lage
im F" existieren. Eine Ausnahme bilden die Fille m = 0 oder m — 1,
7 =3; denn in einer folgenden Arbeit wird gezeigt werden, daB keine

nulldimensionale und keine eindimensionale Universalmenge bzgl., der
Lage im FE® existiert.

2. Die Mengen N™, Die Menge N7 bestehe aus allen Punkten
des Rinheitswiirfels W%, von deren Koordinaten hochst

) ens m rational
sind. Tst # = 2m+1, so ist N die bekannte Nébelingsche Universal-

icm°®
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menge (siehe z.B. [B], Seite 64). Im Falle 0 <m< n kann man sich
N™ auf folgende Weise definiert denken: Sind 0 < i, <4 < ... <ifni1 < 3:.
‘La)nnze Zahlen und ay, ..., Gms1 beliebige rationale Zahlen aus dem Inte;-
f.qll [0,1], so sel W(iy, opimts; Gy ey am+1) die Mel.nge aller lfmik e
o (& ’ ., &) aus Wp, deren Koordinaten den Gleichungen & =g
f’ = 1“.. ;n—)—l) geniigen. Die Mengen W(iy, ..., Im+1; Gy ooy am‘ﬂ) sind
‘(-Jn:'mg-;ls-dimensicnale Wiirfel. Bs gibt offenbar abzdhlbar viele der-
artige Wiirfel, und wir kénnen sie in einer Folge Wi, W,, ... anordnen.
Dann gilt
1 Np= WI,’\.U1 Ws.
=

. . m
In [3] wurde gezeigt, daf im Falle n = 2m +1 zu jedem in N by ent.—
‘haltenen Kompaktum A ein Hcmﬂomorphismu§ h von .WZ,” auf suih exi-
%tiert der 4 auf eine Teilmenge von M7 abbildet. :PIGSGI‘ Homoom(_)Er,—l
%J]‘li%ﬂills % 148t sich natirlich zu einem Homoomorphismus ;roxi gainzli‘:h
} i i ; bene Beweis fast wor
auf sich ausdehnen. Da sich der in [3] angege € :
zﬁ géin aE]‘lall beliebiger Dimensionszahlen 0 <<m <n iibertragen 148t,
rhalten wir folgende Aussage: .
: (2) Ist 0 <m<n und A ein in N7 enthaltenes Kompakte_wn, ;gn g'r,ll))t
es einen Homdéomorphismus des Raumes E* auf sich, der A in M, ab-

bildet.

3. s Homdomorphismen. Ist p ein Punkt aus E", so wollen W;l)‘
den A:Dsta,nd o(p, 0) des Punktes p vom Koordina,tenurs]frunlg u(;;t(o,z.’.. ],m )
i i , sei K(p) die aus allen en
it p(p) bezeichnen. Ist o > 0, 80 sei K(g) ¢ : -~
m(p)\<(p3 bestehende Kugel. Ist ¢ eine posmlveAZa.hl und h ein Hh?m(q):;
Jimrp;ismus von E® auf sich, so nennen wir i einen s-Ho'r_noomorp iSTMAUS,
falls fitr alle Punkte p aus K (1/¢) stets o(p, h(p) < e gilt. g

(8) Ist b ein =-Hombomorphismus vomn F" auf sich und ¢ <1, so s
e 1— &) ]-Hombomorphismus. -
g Zﬁn&g(Bevfrefis ! braucht man nur zu bemerken, daB K(1/e—e)

i ist.
= [K(1—&)/e) in B{E(1/s)) enthalten is ' ‘ B
( (4) Ist g ein Homdbomorphismus von B a«uvf.smh und & eine “po.?z;:;
Zahl, so gibt es eine positive Zahl & mit de’r-EzgmschCﬁft, da/; ‘fwr j don
6-H(;mb'omorphimus b die Abbildung g—hg ein &-HomGomorphismus
E" auf sich ist. .

Z{Jm Beweis beriicksichtige man, daB g~ auf jedem Kompaktum
gleichmaBig stetig ist. ) .

(5) Fs sei by, by, ... eine Folge von Homdomorphismen d;sh@‘” m}l;]:
sich, &, &,... eine Folge von positiven Zahlen .'Lmd fi= izil?smd
(% =’1,2, ..). Wir setzen voraus, dap folgende Bedingungen erfii :

(a) hq ist ein e;-Hombomorphismus (i =1, 2, )
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(b) & << e (£=2,3,...); 5, <1.

(€) & < $inf o(fi-1(p), fi—1(q)), wobei alle Paare )
aus K (1/e) mit o(p, q) =>1/i d'u}rchlduft (z(pz’ g), 3, ... vom Funkien

) Dann gibt es eine Folge ff, ff, ... von Homdomorphismen des B quf

sich, die gegen einen Homoomorphismus f* von E" auf sich konvergiert
und wobei stets ff auf der Menge K (1/e,) mit f; iibereinstimme. s

Beweis. Aus (b) folgt hi(K (1/er)) C K (1/ess1). Es ist nicht schwer
I:Eomb’omorphismgn M, RS, ... des E" auf sich zu konstruieren, so daﬁ:
hi a;uf. K (1/es) mit h; iibereinstimmt und fiir alle Punkte P au’s " die
U:nglelchung o(B¥(p) < o(p)+e&: gilt. Wir setzen ff =h¥ .. nt. Sicher
gibt es zu jedem Punkt p einen Index i, so daB F(p) in E(1/e;) liegt
Da fiir jedes ¢ der Homoomorphismus k¥ ein &i- Hombomorphismus ist.
ft:ﬂgt hieraus und aus (b) sofort, daB die Folge /3, f5, ... gegen eine ste-y
tige Abbildung f* von E" in sich konvergiert. Wir wollen jetzt zeigeﬁ
dii-?' 7* eineindeutig ist. Bs seien dazu p und ¢ zwel verschiedene Pu_nkte’
\Wir kﬁgmen einen Index 7 so groB wihlen, da8 die Punkte 1 '),

f_ i N 1 A 12’):/1({[)7

1;@ - mef;(p) Il}lr;dfq =fi Ji(g) alle in K(1/e;) liegen und o(p’, ¢') > 1/i

. nn ir § >4 stets f¥(p) = f:(p’ ) = i’
it f{ﬂgtgﬁ.u‘ j>7i stets /7(p) =1;(p') wnd fNg) = #4(¢'). Aus (b)

olfi(p"), f(p") < 26041 < Telfip), filg")) .
Da das gleiche fiir ¢’ gilt, erhalten wir

% 1 9
o(iF(p), 11(@) = e(ti(v"), 1s(q) > deli0), 1)  (G>1).
Es kann also nicht *(p) = *(q) sein.
Um zu zeigen, daB * eine Abbildun g

] ; g auf ganz B" ist, denke man
daran, daB- fiir ‘E(p) e K(1/es) stets g(f*(p),f;?‘(p)) < & gi’lt, daB also
dK (;/s:— fs;) in f*{:‘ (K (1/es)) enthalten ist. Es bleibt nur noch zu zeigen
aB /* ein Homdomorphismus ist. Das wird jedoch klar, wenn man da:

ran denkt, daB f* auf jeder kompakt i 6
i st oot pakten Kugel K(1/e;) ein Hombomor-

. l;.::.Eme hinreichende Bedingung fiir die Einbettbarkeit
o Sarz 1. Es sei 4 ein in B enthaltenes Kompaktum mit folgender

zge'n:sahajt: Zw: jeder zahmen (n—m—1)-dimensionalen Zelle (1) Z im E™
u:nd yeﬁiem positiven & gibt es einen e-Homdomorphismus h, von H" auf
sich, fir den h(Z)~ A = 0 wird. Dann gibt es einen Hom;)'omo'r hismus
von E" auf sich, der A in die Menge My abbildet. ?

(*) Eine zahme r-dimensionale Zelle

abgosstle im E" ist das Bild eines - dimensionalen

ssenen Witrfels im B® bei einem Homdomorphismus von E" auf sich.
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Beweis. Wegen (2) geniigt es einen Homoomorphismus von B" aut
sich zu finden, der 4 in Ny abbildet. Da man A natiirlich durch einen
Homdbomorphismus von E" auf sich in den Wiirfel W, abbilden kann,
diirfen wir voraussetzen, da8 A eine im Innern von W¢, also im Innern
von K(n), gelegene Menge ist. Wir denken uns die Menge Ny gemi (1)

in der Form Q\G W; dargestellt, wobei die Mengen W; (n—m—1)-
=1

dimensionale Wiirfel sind. Ist g ein Homdomorphismus von E" auf sich,
so folgt aus den Bemerkungen (3) und (4), daB es zu jeder positiven
Zahl ¢ und zu jedem Index { einen e-HomGomorphismus A von " auf
sich mit der Bigenschaft h{g(4)) ~ Wi =0 gibt.

Wir konstruieren nun eine Folge hy, ks, ... von Homdomorphismen
des E" auf sich und zwei Fclgen von positiven Zahlen ¢, &, ... und
8yy Bgy ey 50 daB, falls wir wieder fi = hi...h, setzen, fir die Folgen
By hoy ... und &, &, ... die Voraussetzungen (a), (b) und (¢) der Bemer-
kung (3) aus Abschnitt 3 erfiillt sind und auflerdem noch die folgenden
Bedingungen gelten:

(@) fd) C W (i=1,2,..} W? ist die Menge der inneren Punkte
von We)-

(e) offi(d), W) > 8 fitr j <4 (i =1,2,..).

) g <1/n.

Mit dieser Konstruktion ist der Beweis des Satzes 1 beendet, denn
man priift leicht nach, daB der in (5) mit f* bezeichnete Homgomor-
phismus von E" auf sich die Menge 4 in N7 abbildet.

Die Folgen &, &, .-; by, bay ... und &y, 8, ... sollen schrittweise kon-
struiert werden, und zwar.werden wir im k-ten Schritt die Objekte
£, hx und O festlegen.

1. Schritt: Wir wihlen & so klein, daB & <<1l/n und &
< }o(4, B™\W?) wird. Dann kénnen wir den Hombomorphismus h,
von E" auf sich so bestimmen, daB %, ein & -Homoéomorphismus ist und
hy(4) A W, = 0 wird. Die Zahl 8; setzen wir dann gleich 3o(f(4), Wl)).

Nun nehmen wir an, &, h; und 8; seien fiir 1 <4< k—1 bereits so
festgelegt, daB die Bedingungen (a), (b) (¢) (d) und (e) fiir 1 <4 <k—1
erfillt sind. .

k-ter Schritt: Wir wihlen & so klein daB s den Forderungen
(b) und (c) geniigt. AuBerdem gelte

ex < ho(fr-(4), EN\We)

a <ielfeald), Wi) =] (1=1,2,..,k-1).
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Der Homdbomorphismus %z von E™ auf sich sei dann ein &x- Homdomor-
phismus fir den hy(fr-1(4)) » Wy = 0 ist. SchlieBlich setzen wir noch
& = do(fu(4), Wx).

5. Der Fall n = m+1. Es sei m>0, » =m-+1 und 4 ein m-di-
mensionales Kompaktum im E". Dann sind die Voraussetzungen des
Satzes 1 efiillt; denn da jetzt n—m —1 = 0 ist, sind die (n—m—1)-di-
mengionalen Zellen in diesem Falle einpunktige Mengen, und da die
Menge A keine inneren Punkte im E" besitzen kann, gibt es zu jeder
solehen Zelle Z = {p} und jedem positiven ¢ eine Translation von E",
die die Punkte von E” um weniger als ¢ verriickt und die p aus 4 heraus-
schiebt. Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

Sarz 2. Ist m> 0 und A ein m-dimensionales Kompaktum im B,
so lapt sich A im E™ lagtrew in M einbetten. M7, ist also eine
m-dimensionale Universalmenge begl. der Lage im E™.

6. Ein Hilfssatz. Bei der Behandlung des Falles n = m -2 wer-
den wir den folgenden Hilfssatz heranziehen:

HrrssaTz 1. Wir machen folgende Vorausseteungen: n > 4; W" ist
ein w-dimensionaler Wirfel ém B™; Wi~ und W3 sind swei gegendiber-
liegende (n—1)-dimensionale Seiten von W™; p, und Py sind zwet Punkte
im Inmern von Wi~ bew. Wi B ist ein endlicher Streckenzug, der p,
mit py verbindet und der mit Ausnahme seiner Endpunkte p, wnd p, ganz
im Innern von W™ liegt. Dann gibl es einen Homdomorphismus von W™
auf sich, der die Ramdpunkie von W™ festlift und der B auf die Strecke:
[p1, pa] abbildet.

Beweis. Einen inneren Punkt eines *beliebigen (endlichen) Strecken-
zuges 8, der nicht im Innern einer in § enthaltenen Strecke liegt, nen-
nen wir Knickpunkt von §. Sind ¢ und b die Endpunkte und Tiy ooy Ta
die in der Reihenfolge von a nach b gezéhlten Knickpunkte eines Streck-
enzuges §, so soll 8 mit [a,ry,..., 7, b] bezeichnet werden. Unter der
Distanz zweier Streckenziige [a,7,, ..., 1y , b] und [a,7{, ..., 71, b] mit den
gleichen Endpunkten und der gleichen Anzahl von Knickpunkten ver-
stehen wir die Zahl maxo(r, 7)) (1=1,32,.. yt). Man beweist dann
leicht die folgende Bemerkung: Ist B der im Hilfssatz vorgegebene:
Streckenzug, so gibt es eine positive Zahl & mit der BEigenschaft, daf
zu jedem Streckenzug B’ mit den Endpunkten P, und p,, dessen Distanz
von B hochstens s ist, ein Homéomorphismus von W™ auf sich existiert,
der alle Randpunkte von W" festliBt und B auf B’ abbildet. Nach die-
ser Bemerkung ist es leicht, einen Hombomorphismus & von W” auf
sich zu finden, der alle Randpunkte von W™ festliit und der B auf
einen Streckenzug B’ = [p,, ny, vy Tys Pp] mit der gleichen Anzahl vom

icm
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Knickpunkten abbildet, bei dem der Durchschnitt des von py, 7, und #,
aufgespannten Dreiecks mit B’ nur aus den Strecken [p;, 7] und [7y,7,]
besteht (r, = Py, falls ¢ = 1). Hierbei benutzt man die Voraussetzung
n > 4. Hierauf ist es leicht, einen zweiten Homoéomorphismus g von W™
auf sich anzugeben, der die Randpunkte von W™ und die Punkte aus
B ([py, ri] v [y, 72]) festlaBt und [p,, 7] v [11, 7o) auf die Strecke [p,, rs]
abbildet. Der Homdomorphismus gh von W" auf sich 148t ebenfalls alle
Randpunkte von W" fest und bildet B auf einen Streckenzug ab, der einen
Knickpunkt weniger besitzt als B. Indem man dieses Verfahren even-
tuell mehrmals anwendet, fithrt man B in die Strecke [p,, p,] iber, und
der Hilfssatz 1 ist bewiesen.

7. Der Fall n» = m+2. In [4] wurde ein Beispiel eines eindimen-
sionalen Teilkompaktums von E? angegeben, das sich im E® nicht lage-
treu in M; einbetten liBt. Hier werden wir zeigen, daB fiir m 7= 1 und
n=m-+2 alle m-dimensionalen Kompakta im E" die Voraussetzungen
des Satzes 1 erfiillen, so da8 der folgende Satz bewiesen wird:

SATZ 3. Ist m >0, m %1 und A ein m-dimensionales Kompaktum
im E™, so 1ipt sich A im E™ lagetrew in die Menge Moy.s einbetten.
Mmie ist fiir m 1 also eine m-dimensionale Universalmenge bzgl. der
Lage im E™ .

Zum Beweis haben wir nachzuweisen, daB es zn jedem m - dimen-
sionalen Kompaktum 4 im E® (n = m-+2, m 1), zu jedem zahmen
Begen B im E" und zu jedem positiven e einen e-Homdéomorphismus h
von E" auf sich gibt, fiir den h(B) ~ 4 =0 wird. Indem man die Be-
merkung (4) aus Abschnitt 3 beriicksichtigt, darf man voraussetzen, daB
der Bogen B die Strecke [0, ¢] mit dem Endpunkten o = (0, ..., 0) und
e=(1,0,..,0) ist.

Zunichst zerlegen wir B = [0, ¢] in ¢ Teilstrecken [¢,, ¢, [¢1, ], ...y
[i—1, ¢] der Liinge ¢, wobei wir ¢ grofer als 2)ne™" whhlen (¢, = o,
¢; = ¢). Sodann betrachten wir fiir ¥ =1, 2, ..., ¢ die durch

TR <E<TER —(@0)TI<ESE@EY)TT ((=2,..,n)
definierten n-dimensionalen Wiirfel Wj. Der Durchmesser dieser Wiirfel
ist Xleiner als {e. Die Punkte ¢z, und ¢ sind die Mittelpunkte von zwei
gegeniiberliegenden (n—1)-dimensionalen Seiten von Wp. Da 4 in B"
nirgends dicht legt, gibt es eine Translation h; von E", die die Punkte
um weniger als fe verriickt und fiir die keiner der Punkte hy(c:) in A
liegt (6 =0, 1, ..., t). Zur Abkiirzung wollen wir die Punkte h(e:) mit ¢;
und die Viirfel h(W;) mit W; bezeichnen. Da A4 (n—2)-dimensional
ist, gibt es zu jedem % einen Streckenzug Ly, der cx—. mit ¢; verbindet,
mit Ausnahme seiner Endpunkte ganz im Innern von Wi liegt und der
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zu A fremd ist (siehe [1], Seite 208). Zu jedem % gibt es dann einen
Homgomorphismus g, von Wi auf sich, der die Randpunkte von Wi
festliBt und der die Strecke [cj—1, ¢k] auf Ly abbildet. (Ist m 1, so

- folgt das aus Hilfssatz 1, wihrend es im Falle m = 0 Folge eines Satzes
iber Ausdehnungen von Homéomorphismen der Ebene ist. Siehe (6],
Seite 381.) Definieren wir einen Homéomorphismus %, von E" auf sich,
indem wir i

gu(p) fur  pe Wi,

ho(p) = ¢
2P P fiir peEn\IU Wi

=1
setzen, so ist Ji, ein je-Homdéomorphismus mit hyh(B) ~ 4 = 0. Da
h = hyhy ein e-Hombomorphismus ist, ist damit der Satz 3 be-
wiesen.

8. Der Fall n>m-+3. Wir wollen hier zeigen, daB es im
Falle 0 <m<n—3 im E" ein m-dimensionales Kompaktum gibt,
daB sich im E" nicht lagetreu in M einbetten 1iSt. Es gibt dann
scgar ein nulldimensionales Kompaktum im E", das sich nicht la-
getren in M7 einbetten 1iBt. Dazu beweisen wir den folgenden
Hilfssatz:

Hinrssatz 2. Ist 0<m<n—3 und C ein in My enthaltenes Kom-
paktum, so ist die Menge E'\C einjach susammenhingend.

Beweis. Es sei f eine stetige Abbildung der Kreislinie L in E™C.
Da (L) von (' einen positiven Abstand hat, gibt es eine zu § homotope
Abbildung f, von L in B™ C, bei der die Bildmenge f,(L) ein einfach
geschlossenes Polygon ist, dessen Strecken zu Koordinatenachsen parallel
sind. AuBerdem konnen wir f, so wihlen, daB es zu jedem Eckpunkt P
von f,(L) einen Index 4 gibt, so daB keine Koordinate von p in F; legt
{siehe Abschnitt 1). Da die Strecken von (L) zu Koordinatenachsen
p.ara]lel sind, gibt es zu jedem Punkt ¢ aut fi(L) ein 4, so daB hochstens
eine Koordinate von ¢ zu F; gehort. Verschieben wir (L) parallel zur
£;-Achse, so gibt es zu jedem Punkt 7, der bei dieser Verschiebung iiber-
strichen wird, einen Index 4, fiir den hochsten zwei Koordinaten von
zu F; gehoren. Da n—m >3 ist, folgt aus der Definition von My,
dalnﬁ bei der Verschiebung von f(L) kein Punkt von MP beriihrt
wird. Auf diese Weise kénnen wir f,(L) aus dem M} enthaltenden
Binheitswiirfel W? hinausschieben und dann auBerhalb von W7 auf
ehllen Punkt zusammenziehen. Damit ist gezeigt, daB f homotop
trivial ist.

‘In [2] wurde ein nulldimensionales Kompaktum 4 im BE" kon-
strulert, dessen Komplement E™\ 4 nicht einfach zusammenhéngend ist.
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Wie aus dem Hilfssatz 2 folgt, 14Bt sich 4 im E™ nicht lagetreu in My
einbetten. Natiirlich gibt es dann auch ein m-dimensionales Kompaktum
im E" mit dieser Eigenschaft.

9. Der Fall m =1, n = 3. Wir wollen hier zeigen, daB jedes ein-
dimensicnale Kcmyaktum im E® das Vereinigung von hochstens ab-
zihlbar vielen ANR-Mengen (%) ist, im E° lagetreu in M; eingebettet
werden kann. Ven K. Sieklucki [8] wurde folgende Eigenschaft der
ANR-Mengen bewiesen:

Ist A eine eindimensicnale ANR-Menge und & ein System von
paarweise disjunkten eindimensicnalen kcmpakten Teilmengen von 4,
so ist © hochstens abzéhlbar.

Da die Vereinigung vcn abzéhlbar vielen kcmpakten nulldimensio-
nalen Mengen wieder nulldimensicnal ist (siehe [5], Seite 30), kann auch
ein eindimensicnales Kcmypaktum, das Vereinigung von abzéhlbar vielen
ANR-Mergen ist, nicht iiberabzéhlbar viele paarweise disjunkte kom-
pakte eindimensicnale Teilmengen enthalten, und unsere Behauptung
ist in folgendem Satz enthalten.

Satz 4. Ist A ein Kompaktum im E°, das nicht iiberabzihlbar viele
paarweise disjunkte eindimensionale abgeschlossene Teilmengen enthdlt, so
Lipt sich A im E° lagetreu in Ms einbeiten.

Beweis. Nach Satz 1 und der Bemerkung (4) aus Abschnitt 3 brau-
chen wir nur zu zeigen, dal es zu jeder Menge 4 mit den angegebenen
Bigenschaften und zu jedem positiven ¢ <1 einen e-Homdomorphismus
h von EP® auf sich gibt, fiir den h([o, e]) n.A = 0 gilt. ([0, €] ist wieder
die Strecke mit den Endpunkten o = (0,0, 0) und ¢ = (1, 0, 0).) Es sei
E? eine zur & -Achse parallele Ebene, die von dieser Achse hdchstens
den Abstand %e¢ hat und die 4 in einer héchstens nulldimensionalen
Menge schneidet (nach den Voraussetzungen iiber 4 existiert eine solche
Ebene). Bs sei k, eine Translation von B3, die die Punkte um hochstens
3¢ verschiebt und [o, ¢] in E? abbildet. Da BE? ~ A nulldimensional oder
leer ist, kann man wie beim Fall m = 0, # = 2 des Beweises von Satz 3
einen Hcmdécmorphismus h; von E? auf sich konstruieren, der jeden
Punkt uwm weniger als 3¢ verriickt und fiir den ha{hy([0,1])) n A =0
wird. Die Abbildung hs 1iBt sich zu einem %e-Homoomorphismus ks
ven E* auf sich fortsetzen. Der Hcmocmorphismus kb = hyk, von E* auf
sich hat dann alle verlangten Eigenschaften.

() Unter einer ANR-Menge (d.h. unter einem absoluten Umgebungsretrakt)
verstehen wir einen kompakten metrischen Raum ¥ mit folgender Eigenschaft: Ist
X ein metrischer Raum, X, eine abgeschlossene Teilmenge von X und f eine stetige
Abbildung von X, in ¥, so liBt sich f zu einer stetigen Abbildung einer in X gebil-
deten Umgebung von X, in ¥ fortsetzen (siche z.B. [6], Seite 259).
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Confluent mappings and unicoherence of continua
by
J. J. Charatonik (Wroclaw)

§ 1. Introduction. A new kind of continuous mappings will be
introduced and studied in this paper, namely the notion of confluent
mapping (*), which eomprises, among other mappings, interior, monotone
and, for locally connected continua, also quasi-monotone mappings.

In particular, some theorems concerning the invariance of umi-
coberence and of hereditary unicoherence, known only for some of the
three kinds of continuous mappings quoted above, will be generalized
to confluent mappings (theorems X and XIV). This tagsk has arisen
from investigations of dendroids (see [1] and [2]) and is intended to be
applied to them (see § 6).

The essentiality of the hypotheses assumed will be shown by
examples (see the final parts of § 3 and § 5).

I am very much indebted to Professor B. Knaster, who contributed
to my investigations his kind advicée and valuable improvements.

§2. Definitions and preliminary properties. A continuous
mapping / of a topological space X onto a topological space ¥ is con-
fluent if for every subcontinuum @ of ¥ each component of the inverse
image 77Y(Q) is mapped by j onto Q.

Confluent mappings have the following properties I-VII:

L If f is a confluent mapping of X onto ¥, B is a subset of ¥, and
A is the union of some components of f *(B), then the pariial mapping
g9 =fl4d is a confluent mapping of A onto f(4).

Proof (). Let @ be a subcontinuum of f(4) and C a component
of g7Q). Since

0] g =4~Q),
C lies in a component ¢’ of f(Q). It follows from ¢ C A that
) 0£0=AACCANC,

(!) denomination by Professor B. Knaster.
(*) simplitied by A. Lelek.
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