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>1uvIA MATHEMATICA, T. XXIIL (1964)

Sur les opérateurs de Green des problémes de Cauchy abstraits
par

J. KISYNSKI (Warszawa)

0. Introduction

0.1. Opérateur de Green. Soit X un espace de Banach. Pour chaque
te (0, T» nous supposons donné un opérateur linéaire, non nécessairement
borné, dont le domaine P(A(#) et 'ensemble de valeurs Z(A(t)} sont
contenus dans X, @(A(t)) étant dense dans X. Nous considérons le
probléme de Cauchy abstrait

dw(t)

O =

= A@t)a(t) pour 10, T), 5(0) = @,

ol #,¢X est donné et la fonction ¢ —(f), & valeurs dans X, est in-
connue.

Nous appellerons opérateur de Green du probléme (i) une famille
G(t,s), 0 <s <t <T, Qopérateurs linéaires bornés de V'espace X en
lui-méme, telle que:

(ii) G(s, s) = 1 pour tout se{0,T);

(iii) G(t,s)Gs,r) =G, r) pour 0 <7 <s <¥<Tj

(iv) pour tout zeX la fonction t,s —G(Z, 8)w, 3 valeurs dans X,
est continue au sens de la norme dans X sur le triangle 0 <s <t < T

(v) G, 8)2(A(s) = 2(A(t) pour 0<s<t<T et pour tout
80, T) ot tout ms.@(A(s)) la fonction ¢-—>G(f, s)z est continfiment
différentiable au gens de la norme dans X sur Pintervalle (s, T et satis-
fait dans cet intervalle & 1’équation

—%G(t, s)w = A(B)G(t, s)x.

Dans ce travail nous nous occuperons surtout de lexistence de l'opé-
rateur de Green e de lunicité des solutions du probléme (i). L'unicité
de Popérateur de Green sera une conséquence immédiate de Punicité des
solutions du probléme (i).
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Remarquons que l'on peut traiter Popérateur de Green dans up
sens plus large, en formulant une condition analogue & (v) sous une forme
moins restrictive (par exemple, sous forme distributionnells, cf. [7],
p. 57). Dans ce travail nous étudierons uniquement le cas ol (v) est véri-
fide.

Nous prenons pour point de départ le théoréme de Hille-Yosida
dang 1a théorie des semi-groupes e la méthode approximative de Yosida.

P

0.2. Semi-groupes a un parameétre d’opérateurs linéaires. On
appelle semi-groupe- (vesp. groupe) fortement. continu d’opérateurs dang
Pespace de Banach X une famille §(1), ¢e{0, --o0) (resp. te(—o0, +o0)),
d’opérateurs linéaires bornés de l'espace X en lui-méme, telle que
Tensemble des conditions suivantes est vérifié:

(vi) 8(0) =1;

(vii) S(£)8(t) = S(t+1) pour #e{0, H-o00) (resp. #;e(—oo, +o0)),
1 =1,2;

(viii) pour tout zeX la fonction ¢ — §(t)= est continue au sens de
la norme dans X sur lintervalle <0, +oco) (resp. (—oo, -o0)).

On appelle opérateur générateur d'un semi-groupe (resp. groupe) S (i)
un opérateur A défini par les conditions:

1
D(4) = {m:mex, lim—t-(;S’(t)m——m) existe au sens de la norme dang X:,
10

1
Az =Tlim = (S(t)yz— @) . pour
tso t

me@(A).

Si §(t) est un semi-groupe dont opérateur générateur est 4, alors
G(t,8) = S(t—s) est Popérateur de Green du probléme de Cauchy ab-
strait (i) avee A(f) = const = 4.

Si A est Vopérateur générateur d’un semi-groupe fortement con-
. . R |
tinu S(f), si #eX et si lrlm?(é‘(t)w—:o) existe au sens faible,
>0
alors z<2(4).

0.3. Théoréme de Hille-Yosida. Soit X un espace de Banach

muni de 1a norme || ||. Pour tout semi-groupe (resp. groupe) fortement.

continu 8(f) d’opérateurs dans X il existe des constantes Ag o6 M
telles que

(ix) I8()all < Me""|lzl| pour weX et 1e<0, +oo0) (respectivement
te(—o0, 400)).

TBEORE,ME DE HlI:LE-YOS]ZDA (11, th. 12.2.1, p. 238; [12]). Pour
que A soit Popérateur générateur dun semi-groupe (resp. groupe) fortement
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continu S(t) &opératewrs dans Vespace X satisfaisant & la condition (ix)
avee M =1, 4l faut et il suffit que soit vérifié Vensemble des conditions
suivanies:

(x) 2(A) est un ensemble dense dans X;

(xi) Z(A—eA) = X pour tout A >1, et ¢ =1 (resp. ¢ = +1);

(xii) |[Az— sda| = (A— Ay) ||z pour 2eD(A), A >4 e ¢ =1 (resp.
e = 41).

i les conditions (x)-(xii) sont vérifiées, il existe exactement um semi-
groupe (resp. groupe) fortement continu dont Vopérateur généraieur est A.

Nous désignerons par exp(t4d) un semi-groupe (resp. groupe) dont
Popérateur générateur est 4.

Remarque. Feller [3], Miyadera [9] et Phillips [10] ont généralisé
le théoréme de Hille-Yosida de la maniére suivante:

THEOREME. Pour que A soit Popérateur générateur dun semi-groupe
(resp. grouge) fortement continu S(t) dopérateurs dans Pespace X, satis-
faisant & la condition (ix), 4l faut et il suffit qwon ait (x) et que en méme
temps

(xiii) pour tout A >4, et ¢ =1 (resp. ¢ = +1) Vopérateur (A—ed)?
existe et soit un opérateur borné de Vespace X en lui-méme tel que ||(A— eA) ™|
< (A—A)""M || pour tout xzeX et m =1,2,...

8i les conditions (x) et (xiii) sont vérifiées, il existe exactement un semi-
-groupe (resp. groupe) fortement continu dont Vopérateur générateur est A.

La démonstration due & W. Feller dans le cas d’un semi-groupe
congiste essentiellement & ramener ce théoréme 4 celui de Hille-Yosida

_par un changement de la norme dans l'espace X et elle montre gue sous

les hypothéses (x) et (xiii), dans le eas d’wn semi-groupe, on &

(xiv)  sup{e|S(O)a]:t > 0} = sup{(A—2)"[(A—4)"all: & > o,
m = 0,1, ...} pour tout weX.

Nous allons montrer que le raisonnement dfi & W. Feller peut aussi
étre appliqué dans le cas d’un groupe et que dans ce cas, sous les hypo-
théses (x) et (xiii), on a

(xv) sup {0 |8 (#)a]|: —oo <t < +oo} =sup{(A— A" *I[(2—A4)" X
X (A+A) Fall: A > 2; m, & =0,1,...} pour tout weX.

Démonstration. L'ensemble des conditions (x) et (xiii) est suffi-
sant. Bn effet, posons

llol* = sup {llollu: 4 > Ao}s
ot ||, = sup {(g— Ao)™ [(p—A) "a||: m =0, 1,...} (respectivement |jz[|, =

= sup{(u— Ao (u—A) ™ (u+-A) el *ym = 0,1, ...}). Alors

(xvi) |z < |loll* < M|l pour weX.
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Pour Ay < i < u, & =1 (resp. g = £1), i=1,...,m, on a
o
(h—egd) = ) (= A) (= e )",
=0
d’ou

m

([ tr)e]

((A—20) X (=2l — s A) ")

n=>0

([] =)
i=1
<
=1
< ol [T (i 20) ) (=20 = 2077} = [
=1 n=0
Par conséquent pour tout x<X la fonction x — ||z(|, est non décroissante
et pour A, <A <<p' <p'’ et e =1 (resp. & = £1) on & (A— A )[(A—ed)al|,,
< fell», d’olt en passant 4 la limite pour u', u'" — oo,

(xvil) [J(A—ed)el* < (A—A)2|el* pour zeX, A >4, et =1
(resp.e = £1).

Draprés (x), (xvi) et (xvii), en vertu du théordme de Hille-Yosida,
A est Topérateur générateur d’un semi-groupe (resp. groupe) S(7) tel que

(xviti) S ()a]* < e™|lz]|* pour @ e X et te (0,4 00) (resp. te( —oo,+o0)),
d’ol, avec (xvi), résulte (ix).

Les conditions (x) et (xiil) sont nécessaires. En effet, posons [jz]° =
= supe~ "0 |§(f)z||. Alors d’aprés (ix) on a

(xix) [l <lol® < Mllwll pour zeX
et on vérifie aisément que

(xx) 8@l < ™ |jzlo pour we X et ¢e{0, +00) (resp. te(—o0, +o00)).

Dlapres (xix) et (xx), en vertu du théoréme de Hille-Yosida, la
condition (x) est done vérifiée et pour tout 4 > 1, et ¢ = 1 (resp. ¢ = 4-1)
(A—eA)* est opérateur borné de X en lui-méme avec

(xxi) [[(A— e4)a]]° < (A= 20)2[lall* pour weX,
ce qui, avee (xix), entraine (xiii).

11 reste & prouver (xiv) et (xv). Dans les notations de cette démon-
stration ehacune de ces égalités équivaut & |o]* = |jz[°. Comme [a] <
<ol et Jo <’ daccord avee (xvi) et (xix), done [z]° < [Jo|* et
lol* < flll™*. Dautre part, d’aprés (xviii) et (xxi), on a [[|f** = [a|* et
™ = |l]|o. Par conséquent |z]* = ||z||° et la démonstration est achevée.

Le fait que, pour tout semi-groupe (resp. groupe) fortement con-
tinu d’opérateurs dans un espace de Banach X, il existe dans X une norme

pour laquelle la condition (ix) est vérifiée avee M = 1, joue dans ce
travail un réle important.
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0. 4. I_.Ja méthode de D’intégrale multiplicative. Dans le cas du
probléme (i) avec A(?) variable il est naturel d’admettre que

1° pour tout ¢e{0, T fixé A () est Popérateur génératenr d’un semi-
-groupe d’opérateurs dang espace X,

2° certaines conditions concernant Ia régularité de la fonction & valeurs
opérationnelles ¢ — A4 (f) sont vérifiées.

Moyennant des hypothéses de ce type Dexistence de Iopérateur
de Green a ét6 établie pour la premidre fois par Kato [4]; il a obtenu sous
forme d’une intégrale multiplicative uniformément fortement convergente
sur le triangle 0 <& <t < T, ¢est-d-dire sous la forme

G(t, 8)w = lim@Gy(t, s)z,
F-sc0
olt pour tout weX fixé la convergence au sens de la norme dans X est

uniforme sur le triangle 0 <s <t <T et G4(f,s), k=1,2,..., sont
définig par les conditions

0 =tf,<h,<... <tpay =T,

lim  max (f;—1t,, ;) =0,
Evoo i1, i(k) ’

Tra€{lrio1y o)
et
Gr(t,8) = exp ((t— s)4 (‘Ck,i))

Gi(t, 8)Gi(s, r) = Gy(t,7)

pour  fi; g <8

pour O<r<s<t<T.

Dans ce travail la méthode de Dintégrale multiplicative mne sera
utilisée qu’a titre de méthode auxiliaire.

0.5. La méthode approximative de Yosida. Ls méthode utilisée
dans ce travail pour établir lexistence de Popérateur de Green est
esgentiellement la suivante: on admet les hypothéses, du type 1°-2°,
qui entrainent gue les opérateurs

-1
A, (t) =A<¢>(1—— %Am) , 1eC0, Ty, n=1,2, ...,

sont bornés de X en lui-méme et que pour tout zeX et n =1, 2, ...

fixés la fonction ¢ — 4,(t)2 est continue au sens de la norme dans X,

et alors les opérateurs de Green des problémes

dx (1)
dat

() = A, (o) pour te{0,T), w(0) =z,

Studia Mathematica XXIIX.3
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globtiennent par la méthode usuelle des itérations successives. L’opé-
rateur de Green du probléme (i) s'obtient comme la limite pour n -» co
des opérateurs de Green des problémes (n). .

K. Yogida a utilisé cette méthode dans sa démonstration [12] du thé-
oréme de Hille-Yosida et dans les travaux [13], [14].613 [15':1 (ef. anssi
[8]). La démonstration de Yosida du théordme de Hille-Yosida fournit
en méme temps celle du théoréme suivant, qui joue dans nos considéra-
tions un réle important:

THEOREME APPROXIMATIF DE YOSIDA. Soit A Dopérateur générateur
d@un semi-groupe fortement continy & opéraieurs dans DVespace X, satisfaisant
a la condition

lexp(td)zll <l

pour weX el te(0, +o0).

Alors

&)

-1
A4, = A(l——l*.A) =nin—A)yrt—n, n=1,
n

sont des opérateurs bornés de Vespace X en lui-méme et on a

lexp(td | <zl gouwr xeX, (0, +oo) et n=1,2,...,

ainst que
exp(td)r = lm exp(td,)=

N—>00

pour tout <X, au sens de la norme dans X, presque uniformément por
rapport & t sur Vintervalle {0, 4-oo).
Sommaire

1. Certaines classes de fonctions & valeurs opérationnelles.
da (1)
di

. La croissance des solutions d’équations du type = A (t)x(t).

N

. Construction de Popérateur de Green dans le cas 2 (A(f)) = const.
. Opérateur de Green dans le cas de 2(4(f)) variable.
dax (t
LU~ dws0+10.
6. Un théordme d’interpolation.
7. Famille 4,(f), te<0, T>, d’opérateurs autoadjoints positifs avec 2(AL?(t)
= const.
8. Opérateur de Green du probléme du type de Schrédinger.

5. Equations du type

1. Certaines classes de fonctions a valeurs opérationnelles

Dans ce chapitre nous nous occuperons des classes de fonctions
4 valeurs opérationnelles qui interviendront dans la suite. Nous nous
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permettrons d’omettre les démonstrationg qui s’obtiennent, dang la
plupart des cas, en s’appuyant sur le théoréme de Banach-Steinhaus.

Désignons par X; des espaces de Banach et par E, D’

. ! > espace euclidien
4 m dimensions dont les points seront notés P = (p,,-

cey Pm)e

1.1. Fonctions a valeurs dans Z(Xy, X,) fortement (resp. faible-
ment) continues. Nous dirons que Ia fonction ?» — A(p) & valeurs dang
Z(X,, X,) est (uniformément) fortement continue sur Pensemble Q = B,,
si pour tout <X, la fonction p — A(p)z est (uniformément) continue
sur £ au sens de la norme dans X,. La fonction » — A(p) est (uniformé-
ment) faiblement oontinue sur O, si pour tout v X, ot tout #* <X 1a fone-
tion p —~ x*4 (p)x est (uniformément) continue sur Q.

1.1.1. Une fonction fortement continue est faiblement continue.
Une fonction & valeurs dans #(X,, X,) fortement (vesp. faiblement)
continue sur un ensemble compact 2 < E,, est uniformément fortement
(resp. faiblement) continue sur £ et elle est bornée sur 2 au sens de Ia
norme dans Z(X,, X,).

1.1.2. Pour ¢ =1,2 goit p — A;(p) une fonetion & valeurs dans
£(X;y X;yq) fortement continue sur Pensemble Q < E,. Alors P~
Ay(p)A,(p) est une fonction & valeurs dans #(X,,X,) fortement
continue sur .

1.1.3. Pour ¢ = 1,2, 3 soit p — 4;(p) une fonetion i valeurs dans
£(X;, X;\,) définie sur Uensemble Q < B,,. Soient p — A,(p) fortement
continue, p -» A,(p) faiblement continue et p — A,(p) continue au
sens de la norme dans # (X, X,). Alors p — A,(p)4A,(p)4,(p) est une
fonetion & valeurs dans 2 (X,, X,) faiblement continue sur Q.

1.2. Intégration. Dans ce § il sera question de intégrale de Boch-
ner et des fonctions & valeurs opérationnelles fortement mesurables par
rapport & la mesure de Lebesgue. Pour les définitions et les propriétés
fondamentales de ces notions voir [2], chapitre 1T, §§ 3.5-3.8.

1.21. Pour % =1,2 soit ¢-—> 4;(t) une fonetion 4 valeurs dans
&L (X;y X;,,) fortement mesurable sur Dintervalle (0, T). Alors ¢—
A, (1).A (1) est une fonction & valeurs dans % (X,, X;) fortement mesu-
rable sur Pintervalle {0, 1.

1.2.2. Une fonction & valeurs dans £(X;, X,) faiblement con-
tinue sur lintervalle <0, 7 est sur cet intervalle fortement mesurable
et bornée au sens de la norme dans £ (X, X,).

1.2.3. Soit ¢ — 4 (t) une fonction & valeurs dans #(X,, X,) forte-
ment mesurable et bornée au sens de la norme dans £ (X,, X,) sur Pinter-
valle {0, T et soit ¢ -» z(f) une fonetion & valeurs dans X, intégrable au
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sens de Bochner sur lintervalle <0, 7. Alors t — Az (t) est une
fonction & valeurs dans X, intégrable au sens de Bochner sur Pintervalle
0,T5.

1.2.4. Si ¢ > A(t) est une fonction & valeurs dans Z(X,, X,) for-
tement mesurable et bornée au sens de la morme dans Z(X,, X,) sur
Pintervalle <0, T, alors pour 0 <s, ¢ < T nous entendrons par linté-

¢

grale f A(v)dv Popérateur appartenant & £(X;, X,) détini par 'identité
8

t

‘
{fA(v:)d-z}w =f{A(r)w}dr pour.tout

8

weX,,

Tintégrale du second membre étant entendue au sens de Bochner.

1.3. Fonctions fortement (resp. faiblement) continfiment diffé-
rentiables. La fonction p — A (p) & valeurs dans Z(X,, X,) est dite
(n fois) fortement contindment différentiable sur T'ensemble Q < B, si
pour toub <X, la fonction p - A(p)z est (n fois) continfiment différen-
tiable sur £ aun sens de la norme dans X,. La fonction p — A (p) est dite
(n fois) faiblement conmtin@ment différentiable sur Q, si pour tout X,
ot tout * X} la fonction p — &*A (p)w est (n fois) contintiment différen-
tiable sur £.

Les dérivées 04 (p)/dp;, ¢ =1, ..., m, sont définies dans le cas forb
par la formule

A i]
{m}m = {4 (p)x} pour tout @elX,
6p.; 3})7‘
et dans Ie cas faible par la formule
A 0
z* {wﬁ}m = —{s*4(p)s} pour tout weX, et tout z*e Xj.
0p; 0p;

1.3.1. Soit 2 = B, 1a fermsture d’un ouvert borné et soit p — A(p)
une fonction & valeurs dans #(X,, X,) une fois faiblement contintiment
différentiable sur Q. Alors p — A(p) satisfait uniformément sur 2 & une
condition de Lipschitz au sens de la norme dans #(X,, X,).

1.3.2. Soit Q = B, un ouvert ou la fermeture d’'un ouvert. Pour
t=1,2 soit p - A;(p) une fonction & valeurs dans #(X;, X,,,) une
fois fortement (resp. faiblement) contintiment différentiable sur . Alors
p = As(p)4,(p) est une fonection & valeurs dans £ (X,, X;) une fois
fortement (resp. faiblement) continfiment différentiable sur 2 et pour
i=1,...,m et pe on a

]

044(p)
0p; '

(Aa(p) 41(p) =

04, (p)
"a—pi—"Al(P)‘FAa(P)
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1.4. Fonctions dont les valeurs sont des opérateurs inverses. Soit
p — A(p) une fonction définie sur ’ensemble Q < E., & valeurs dans
Z(X,, Xy), telle que (4(p))'e(X,,X,) pour tout peQ. Dans ces
conditions:

1.4.1. Si p — A(p) est continue sur Q au sens de la norme dans
Z(X,, X,), alors p — (A(p))~* est une fonction continue sur Q au sens
de la norme dans Z(X,, X,);

1.4.2. 8i Q est un ouvert ou la fermeture d*un ouvert et si p — A (p)
est une fois fortement (resp. faiblement) continfiment différentiable sur
Q, alors p - (4 (10))—1 est une fonction & valeurs dans #(X,, X;) une
fois fortement (resp. faiblement) contintiment différentiable sur Q et
pour tout ¢ =1,...,m et peR on a

9 1 1 04(p)

1.5. Convergence forte uniforme des suites de fonctions fortement
continues. Soit p - 4,(p), n=1, 2, ..., une suite de fonctions & valenrs
dans ¥ (X,,X,), définies sur Pensemble Q < #,,. 8i, pour tout zeX,,
la, suite p — A, (p)®, n =1,2,..., est uniformément convergente sur
£ au sens de la norme dans X, on dit que la suite p — 4,,(p),» =1,2, ...,
est uniformément fortement convergente sur Q. La limite de 1a suite p — 4, (p),
n=1,2,..., est alors la fonction p — 4 (p) & valeurs dans Z(X;, X,),
définie par identité A4 (p)a = lim 4,,(p)# au sens de la norme dans X,

T—r00

(4 @)

pour tout zeX, et pef.

1.51. La limite d’une suite de fonctions fortement continues & va-
leurs dans £ (X, X,), uniformément fortement convergente sur l'ensemble
Q < E,, est une fonetion & valenrs dans &£(X;, X,) fortement continue
sur Q.

1.52. Soit p — 4,(p), n =1,2,..., une suite de fonctions & va-
leurs dans #(X,, X,), bornées dans leur ensemble an sens de la norme
dans Z(X,, X,) sur Pensemble Q = B,,. Si I'espace X; contient un sous-
-ensemble dense ¥ tel que pour tout weY la suite p — A,(p)z, n =1,2,
..., 80it uniformément convergente sur £ au sens de la norme dans X,,
alors la suite p — An{p), n =1,2,..., est uniformément fortement
convergente sur £.

1.53. Pour ¢ =1,2 soit p - Au(p), n=1,2,..., une suite de
fonctions fortement continues & valeurs dans &£ (X;, X;,,), uniformé-
ment fortement convergente vers la fonction p — Ay(p) sur Pengemble
compact 2 < By,. Alors p — A (p)Adn(p), » =1,2,..., est une suite
de fonctions fortement continues & valeurs dans #(X,, X,) uniformé-
ment fortement convergente sur Q vers la fonction p — A, (p)A,(p).
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1.5.4. Théoréme sur la dérivation terme a terme. Soit Qc g,
un ouvert ou la fermeture d’un ouvert. Soit encore p — 4,(p), n =
=1,2,..., une suite de fonetions & valeurs dans Z(X,, X,) fortement
continfment différentiables sur Q. Si la suite p — A,(p), » =1,2,...,
ost uniformément fortement convergente sur £ vers la fonction p — Alp
et st pour tout i=1,...,m la guite p —> 84, (p)fdp;, n=1,2,..,
ext uniformément fortement convergente sur 2 vers la fonction p — 4;(p),
alors p —> A(p) est une fonction & valeurs dany % (X,, X,) fortement
continfiment différentiable sur 2 et pour fout ¢ =1,...,m et peQ on
a 0A(p)[op: = Ai(p)-

1.6. Equations intégrales du type de Volterra.

Hypothases 1.6.1. Soit Z un espace de Banach, soit ¢, s — ¥(1, 5)
une fonction & valeurs dans (%, Z) fortement continue sur le triangle
0 <s <1t <T etbsoit t,s - A (¢, s) une fonction & valeurs dans (%, &)
bornée au sens de la norme dans £ (%, &) sur le triangle 0 << s <t < T
et telle que

(1.6.1.) pour tout se(0,7) fixé ¢ — 4 (t,s) est une fonction & valeurs
dans Z(%, &) fortement continue sur l'intervalle (s, 7"
et que

(1.6.2) pour tout te(0, I fixé s — (1, 8) est une fonetion & valeurs
dans Z(%, ) fortement mesurable sur lintervalle (0,%}.

THEOREME 1.6.2. Sous les hypothéses 1.6.1 4l ewiste exactement wune
fonetion t, s — H(t,s) & valeurs dans £ (%, %) fortement continue sur le
triangle 0 <s <t <T satisfaisant sur ce triongle & Véquation

i
(1.6.3) H(t,8) = 4, 8)+ f&i”(t,‘r).%”('t,s)dr,

8
Vintégrale étant entendue aw sens de 1.2.4. 8i g et k sont “des constantes
telles que |F(&,s)l <g e |2, 8) <k powr 0<s <t <T, alors
192 (8, 8)]| < g pour 0 <s <t < T.

En effet, il résulte du théoréme de Lebesgue sur la convergence
bornée, que si #,s — #(t,s) est une fonction & valeurs dans £ (%, %)
fortement continue sur le triangle 0 <s <<t < T, alors il en est de méme
de la fonction

4
18 =G, 8)+ [ H(t, ) # (7, s)dr.

On peut donc appliquer dans le démonstration du théoréme 1.6.2
la méthode des approximations successives.

Hypothéses 1.6.3. Soit X un espace de Banach. Soit £, s — Gu(t, 8),
n=1,2,..., une suite de fonctions fortement continues & valeurs dans
Z(%, %), uniformément fortement convergente sur le triangle 0 <s <
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<t <T. Soit t,8 = Kn(t,8), n=1,2,..., une suite de fonetions
4 valeurs dans £ (X, X), définies sur le triangle 0 <s <t < T , satis-
faisant & lensemble des conditions suivantes:

(1.6.4) les fonctions ¢, s — K,(¢,8), » = 1,2, ..., sont sur le triangle
0 <s <t <T bornées dans leur ensemble au sens de la norme dans
Z(X, X);

(1.6.5) pour tout se<0,T) fixé ¢ - K,(t,8), n =1,2,..., est une
suite de fonctions fortement continues & valeurs dans Z(%, &), uni-
formément fortement convergente sur intervalle {s, T);

(1.6.6) pour % = 1,2, ... et (0, I quelconques fixés s — K,(,s)
est une fonction & valeurs dans £ (X, X) faiblement continue sur Pinter-
valle <0, 1%>.

TrforEME 1.6.4. Sous les hypothéses 1.6.3 pour tout n =1,2,...
soit t, 8 - H,(t, 8) une fonction fortement continue & valeurs dans (X, X)
satisfaisant sur le triangle 0 <s <t <T o Véquation

i

(1.6.7) Halt, s) = Ga(t,8) + [ Eult, VHa(r, s)dr.

Alors t,s — H,(t,8), n =1,2, ..., est une suite de fonctions & valeurs
dans L (X, X) uniformément fortement convergente sur le triangle 0 < s <
<t <T.

Démonstration. Soit 4 lespace de Banach des suites z = {@,},
n=1,2,.., @6éments de Lespace X, telles que lim |2, —@nlx =0,

N M—00
muni de la norme [[{&,}|x = sup{wallx:n =1,2,...}. Les conditions
G(t, 8){m,} = {Gult, $)} €6 A (2, 8){m} = {En(t, s)w,} définissent une
fonetion #,s - @ (¢, 8) & valewrs dans £(%, ) fortement continue sur
le triangle 0 << s <t < T et une fonction ¢,s — A" (¢, s) & valeurs dans
2(&, &) bornée sur le triangle 0 <s <t < T au sens de Ia norme dans
(&, &), telle que la condition (1.6.1) est vérifiée. Pour prouver que
la condition (1.6.2) est vérifiée il suffit de remarquer que pour te(0, T
ot @ = {z,}e& quelconques fixés la fonction s — A(t,8)x prend ses
valeurs dans un sous-espace linéaire séparable # < & (*) et que pour tout
w = {u}e% ot tout & >0 lensemble {s:8¢€0, 8>, | (t, )z —ully <
=]

el = () {8:86€0, 8>, |Kn(t,s)mn—unllx <&} osb mesurable au sens
Nl

de Lebesgue.

() % = {u: % == {un}e%, une U pour tout n = 1,2,..., ol U est sous-espace
lindaire fermé minimal de l'espace X, contenant 'ensemble {Epn(t, 8)tn:n = 1,.2, cees
8¢(0, £d}. Les fonctions s — Kn(f, 8)@n, n = 1,2,..., étant faiblement continues,
U est séparable. Si Z est un ensemble dénombrable dense dans U, alors & = {s:u =
= {un}e¥, upeZ pour tout n =1,2,..., il existe un m(u) tel que un = Unp) POUT
73 n(w)) est un ensemble dénpmbrable dense dans #.
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La condition 1.6.1 est donc vérifiée et le théoréme 1.6.2 asgure
Pexistence d'une fonction ¢,s —#(t,s) fortement continue 3 valeyrs
dans 2L(&, &) satisfaisant sur le triangle 0 <s <t <7 A Déquation
(1.6.3). La condition

{Ha(t, $)wn} = (1, 8){wa} pour 0 <s <t <T et & = {m,}ed

définit une suite de fonctions t,s — Hy(¢,s), n = 1,2,..., fortement
continues & valeurs dans % (X, X), uniformément fortement convergente
sur le triangle 0 <s <t < T et telle que

i
H(t,8) = Gulty )+ [ Kn(t,r)Hy(z, s)dr

pour 0 <s<t<T et n=1,2,...

L'unicité des solutions de I’équation (1.6.7) étant, pour tout n —
=1,2,..., établie par le théoréme 1.6.2, on a HA(t, s) = H,(t, s) pour
0<s<i<T e n=1,2,... Par conséquent ¢,s = H,(t,8), n=
=1,2,..., est une suite de fonctions & valeurs dans £ (X, X ) uniformé-
ment forbement convergente sur le triangle 0 <s <t < 7T.

2. La croissance des solutions d’équations du type da;ﬁt) = A(t)x(t)

Boit X un espace de Banach muni de la norme II'll. Pour chaque
te<0, T> nous supposons donné un opérateur lindaire A(t), non nécessai-
rement borné, avee 9(A(t) = X et Z(A(1)) < X.

Hypothéses 2.1. Nous supposons que

(2.1) 1 existe une famille | ||, 1¢{0, T, de normes dans lespace

X telle que ool < |af, < lels < alfizll, & =const =1, pour 0 <s <
I T et zeX

et que

(2.2) il existe une constante réelle Ay telle que Az — A (1) w]}; > (A— Ao} ||]ls
pour 1e{0,T), wcG(A(1)) et A > 4,.

Hypothéses 2.2. Nous Supposons que

(2.?‘;) i existe‘ une famille | ||, te<0, T, de normes dans Tegpace
X équivalentes 4 la mnorme ||, telle que |lelly— llzlls| < el jt—s|,
k = const, pour 0 <8, 1T et 2eX
et que

(2.4) i1 existe une constante A =0 telle que Az — A ()2l >
2 (A2l pour te(o, Ty, e D(A(M), A>1 ot &= 1.
Lemu® 2.3. 8i la condition (2.3) est vérifiée, alors:

(2.5) pour tout e X la fonction t — ¢~

- el est continue et non eroissante
sur DVintervalle (0, Ty,
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(2.6) pour tout we X la fonetion ¢ — &)l est continue et non déerois-
sante sur Vintervalle <0,T),

(2.7) 4l emiste ume constamte a >1 telle que a7 z| < =l < ol
pour xeX et 1e{0, T).

Démonstration. La fonetion ¢ — e“k‘[]m”t est évidemment continue
et pour 0 <4 <i4-h < T ona e )l — 6 M), < (¢ —1)6 M),
+ ke~ wlly, Aot D, (e~™(a)l) <0 pour tout te{0, T). Par conséquent
la fonction ¢ — ¢~|all; est non croissante et (2.5) est démontrée. La dé-
monstration de (2.6) est analogue. D’aprés (2.5) et (2.6) on & e~*Tja]l, <
< |lell, < ¢|lolly pour @weX et te(0, TY. La norme || ||, étant équivalente
& || ], il existe un b >1 tel que bz < |jll, < bzl pour zeX. Par
conséquent (2.7) est vérifiée avec o — be'Z.

TeEOREME 2.4, Soit © —> m(t) une fonction & valeurs dans X, définie
sur Dintervelle ', 17>, 0 <t/ <" KT, telle que #(t) e (A(Y) pour
presque tout telt', 1"y, que t — A(t)x(t) est une fonction & valeurs dans X
intégrable aw sens de Bochner sur Vintervalle (¥, t'> et que

t
(2.8) w()—a(s) = [A@a(dr  pour ¢ <s, ¢ <t

Alors, sous les hypothéses 2.1, on o
(29) le @l < e Na(s)ly  pour ¥ <s <t <t
tandis que sous les hypothéses 2.2 on a
(2.10) llw @)l < VotBE=2limie)l,  pouwr ¥ <s,t <.

Démonstration de (2.9). Posons o(f) = e~ |p(t);. Alors (2.9)
équivaut au fait que la fonction ¢ — ¢(t) est non croissante. D’aprés (2.8)
on a du(t)/dt = A (t)#(t) au sens de la norme dans X pour presque tout
tedt', ¢y, d'olt pour y(t) = e u(f) on a dy(t)/d = (A(f)—A)y(t) am
sens de la norme || |; pour presque tout te{i’,¢’); pour presque toub
te(t', 1) on a done |y(f—e) = ll’y(t)—s(A(t)—la)y(_l)llt—f?(a) pour
ee(0,t—1y. Pour tout te(t', "y tel que cette derniére inégalité a lieu,
on a, d’aprés (2.1) et (2.2),

pli—e) = lly(t— el = Iy (t—o)ls =

= &

(104 L) -a0090), ~otr>

>y (i—ole) = pt)—o(e) pour ee(0,1—7).
Par conséquent

(2.11) D_op(t) <0 pour presque tout (¥, ).
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Dlaprés (2.1) pour ¥’ < <¥+e < t' on a
i+ o) —(t) < (60— o (4 o)l (o (t+ &)lle— o (B)]),

dot, daprés (2.1) et (2.8), en posant P(f) = ae o (|20 M+l A () 2 (1)),
ot M = sup{|ls()|: <t <t"}, on obtient que
(2.12) il existe une fonction ¢ — P(t) intégrable au siens de Lebesgue
+&

sur Dintervalle (&,t"), telle que @(t+e&) <o)+ f G(r)dr  pour
t
<t <ide <Lt

Soient alors s et ¢ fixés avee ¥’ < s <t <. D'aprés (2.11), en vertu
du théoréme de recouvrement de Vitali, il existe pour tout é >0 un
gystéme fini d’intervalles (t;—e;, ), ¢ =1,...,7, tel que § <, —e <
<t Ky < s Sy tn Sty <F, @(hi—e) = 0(l)— e pour &=
=1,...,n et mese; < 8, olt

n
e = (8, t>—.U1<tr~% by
i

D’aprés (2.12) on a alors

[\43

elt)—o () <

B

() —glti—e))+ [D@dr < (1—s)0+ [ D(r)dr,
eg eg

It
-

d’ol, Dlintégrale [@(r)dr étant absolument continue, il résulte que
@(t)—@(s) <0. La fonetion ¢ — ¢() est donc non croissante et 'inégalité
(2.9) est ainsi démontrée.

Démonstration de (210). Bn posant |aff = e ™l en vertu
du lemme 2.3 et de (2.9) on obtient |z(t)[f < eM*Iw(s)|F pour ¢ <s <
<t <, ¢est-a-dire

llz (@)l < e+ HE= Nz (s)],

pour ¥ s <tSt.

En posant A°(t) = —A(T—1), 2°(t) = a(T—1) et |oll} = ¢™*|lally_q,
en vertu du lemme 2.3 et de (2.9) on obtient |wo(1)[} < e*o® jmo(s)|]
pour T'—1t" <s <t < T+, d’olt

lo (@)l < ePrPEDgey  pour ¥ <t <8 < E.

3. Construction dq I'opérateur de Green dans le cas D(4 () = const

Soit X un espace de Banach muni de la norme || || et soit A4 (£),¢< {0, T,
une famille d’opératenrs linéaires avec Z(A(t) = X et Z(A(t) c X.

TrorEME 3.0. Supposons que la condition (2.1) soit wvérifibe ainsi
que les trots conditions suivantes:
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(8.0.1) Y est un sous-ensemble linéaire dense de Vespace X et @ (_A(t)) =
= Y pour tout 1e{0, I;

(3.0.2) pour tout 2>0, 10, Ty el ¥ on & RP—At)) = X et
liaz—A )@l > 1wl '

(8.0.3) pour tout weX et tout &* < X* la fonction t — 5*4 ()2 est conti-
ndment différentiable sur Pintervalle (0,T5.

Sous ces hypothéses il ewisie un seul opérateur de Green (ayant les pro-
pridtés (ii)-(v), p. 285) du probléme (i).

L’hypothése (3.0.3) n’est pas nécessaire pour l'unicité qui résulte
aisément du théoréme 2.4, de Vopérateur de Green. Pour existence de
Popérateur de Green (ayant la propriété (v)) Phypothése (3.0.3) est pour-
tant essentielle; alors, comme le montre I'exemple donné par Phillips [10],
p. 220, elle ne peut étre remplacée par I'hypothése que pour tout z<¥
la fonction t —> A(f)a soit continue au sens de la norme dans X.

La démonstration de Pexistence de Dopérateur de Green sera faite
successivement §§ 3.1-3.10 dans lesquels nous admettons toujours que
les hypothéses du théoréme 3.0 sont vérifiées.

3.1. La fonction t,s —» (1—A(@t)(L—A(s))* Daprés (3.0.1) et
(3.0.2) pour tout te0, Ty fixé (1—A(1)(1—4(0))~* est un -opérateur
fermé de Pespace X tout entier en lui-méme, done, en vertu du théoréme
du graphe fermé, (1—A (1)1 —A4(0))'eZ (X, X). Dapreés (3.0.3), ¢, s —
—> (1—4A(2))(L—A4(0))~* est donc une fonetion & valeurs dans £(X, X),
faiblement contintiment différentiable sur le carré 0 <s,?t <7. En
vertu de 1.4.2 il en est de méme de la fonetion 2, s — (1—A(0)) (1 —A4(s)),
done, d’aprés 1.3.2, 8, 8 — (L—A(t)} {1 —A(s))" est nne fonetion & valeurs
dans £(X, X) faiblement continiment différentiable sur le earré 0 <
<s8,t <T. Dolt, en vertu du théoréme de Banach-Steinhaus

{3.1.1) (1 —A (@) (1 —A ()2l < mljal],

m = const, pour x<X et 0 <s,t < 1.

3.2, L’ensemble ¥ comme espace de Banach. En vertu de (3.0.1)
et (3.0.2) pour tout 0,7 Tensemble Y avec la norme ||jz]|l; =
llo—A ()|, est un espace de Banach contenu dans X algébriquement
ot topologiquement. D’aprés (3.1.1) e (2.1) on a

(3.2.1) Nzl < blllellls pour =xe¥ et 0 <s,t<T,

ol b = ma? = const. Les normes ||| |||; pour (0, T) sont donc équiva-
lentes. Dang la guite nous allons considérer I'ensemble ¥ comme un espace
de Banach avec 1'ime quelconque des normes || |lles te<0, T>. Vu (3.0.3)

(3.2.2) t — A(1) est une fonetion & valeurs dans (Y, X) faible-
ment continfument différentiable sur Vintervalle <0, T}.
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-1
35. Les fonctions (1-«—:;11(7:)) . D'apres (3.0.2), (3.0.3), (3.2.2)

1 -1
et 1.4.2, pour tout » =1,2,... fixé t > (1—;A(t)) est une fonetion

4 valeurs dans £(X,Y) faiblement continfiment différentiable sur
Pintervalle <0, Ty. Comme Y c X algébriquement et topologiquement,

1 -1 -
done pour tout n =1, 2,... fixé & — (1 —ZA(t)) est aussi une fone-

tion & valeurs dans #(X,X) faiblement contintiment différentiable
sur Pintervalle <0, T, et de plus une fonction 4 valeurs dans #(Y, ¥)
faiblement continfment différentiable sur lintervalle <0, 1. En outre:

‘(1—%—A(i))—lm t

(3.3.2) Hl (1 — %A(t))_lm

(3.3.1) < el powr weX et 10, T,

(Slllalll pour 0¥ ot 1<<0, T,

1 ~1
(3.3.3) la suite ¢ — (I—ZA(t)) , n=1,2,..., comme suite de
fonctions & valeurs dans £ (X, X) est, sur Uintervalle <0, T, uniformément
fortement convergente vers la fonction t — 1.

Les propriétés (3.3.1) et (3.3.2) résultent directement de (3.0.1),
(3.0.2) et de la définition des normes ||| [||;.

Démonstration de (3.3.3). D’aprés (2.1) et (3.3.1) on a

(3.3.4) . ' < a? ja]]

(1 - —i—A(t))—lw

pour zeX, £e{0,T) et n =1,2,... En vertu de (3.2.2) et du théordme
de Banach-Steinhaus on a ||4(¢)#|] <I|||2]|ls, ! = const, pour z<¥ et
10, T, d’oli, d’aprés (3.3.1),

o [T TP

pour se¥, te{0,T> et n =1,2,... De (3.3.4), (3.0.1) et (3.3.5) résulte,
en vertu de 1.5.2, la conclusion (3.3.3).

(3.3.5)

— (1—%A(t))—lm

¢
< llielllo

34. L'opérateur de Green du probléme (n). Soit n =1, 2, ... fixé.
Puisque, comme il a ét6 prouvé dans 3.3, ¢ -» (1——iA(t))—1 o8t une
n

fonet’i_on & valeurs dans #(X, X), faiblement continment différentiable
sur Tintervalle <0, T, il en est de méme de la fonction # — A,(f), o

A () = A1) (1—-711-‘4 (z))—1 - 'n(l—%A (t))—l —n.
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Done, d’aprés 1.3.1, ¢ — A, (t) est une fonction & valeurs dans £(X, X)
continue au sens de la norme dans £ (X, X), par conséquent en appliquant
la méthode des approximations successives on démontre aisément que
Popérateur de Green Gy(¢, s) du probléme (n), p. 289, existe, est univo-
quement défini et qu’il a les propriétés suivantes:

(3.41) ,8—>@,(t,s) est une fonetion & valeurs dans Z(X, X)
contintiment différentiable au sens de la norme dans Z(X,X) sur le
carré 0 <s,t < T

(3.4.2) Gr(s,8) =1 pour s¢{0, T);
(3.4.3) Gu(t, 8)Gn(s,r) = Gy(t,7) pour 0 <r,s,i < T;

!

[/}
(3.44) 7 Galty8) = Au(0Gult, ) 0F TGyt 5) = —Gylh, 5)4,(a)

ot
pour 0 <s,t <T.

Nous allons démontrer que, en outre,

(3.4.8) G (t,8)Y = Y pour 0 <s,t 7T,

(3.4.6) 1,8 - G,(t,8) est une fonction & valewrs dans £(¥Y, Y)
continfiment différentiable au sens de la norme dans Z(Y, Y) sur le
carré 0 <s,t <T.

Démonstration de (3.4.5) et (3.4.6). Puisque, comme il a été
prouvé dans 3.3, ¢ — (1 — %A (t))—1 est une fonetion 4 valeurs dans # (Y, Y)

faiblement contintiment différentiable sur lintervalle <0,T), il en est
de méme de la fonction ¢ — 4,(f). Done, d’aprés 1.3.1, ¢ — A,(#) est une
fonetion & valeurs dans #(¥,Y) continue au sens de la norme dans
£(Y, Y) sur lintervalle <0, T'). En considérant (n) comme un probléme
dans l'espace ¥, on démontre ajsément par la méthode des approxima-
tions successives l'existence de Popérateur de Green G,(t,s) avec les
propriétés suivantes:

(8.4.7) t, s - Gp(t,s) est une fonction & valeurs dans Z(¥,Y)
contintiment, différentiable au sens de la norme dans Z(Y, ¥) sur le
carré 0 <<s,t <T;

(3.4.8) G (s,s) = 1 pour s8¢0, TD;

(3.4.9) Gn(t,8)Gr(s,7) = @u(t, r) pour 0 < 7,8, ¢ < T;

(B.410) - 610, 5) = 44001, 5) ot 5-Galt,5) = —Gi(h 914u6)
pour 0 < s,t < T.

Prenons maintenant 1’équation

da (1)

p te{0, T,

(3.4.11) A, (Hs(t) pour
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dans laquelle t — A,(t) est considérée comme fonction & valeurs dang
#(X, X) et | — 2(1) comme fonction & valeurs dans X, la différentiation
&tant entendue an sens de la morme dans X. Pour tout @,eX et tout
§e0, T Péquation (3.4.11) admet exactement une solution satisfaisant
3 la condition @(s) = 2,. D'aprés Vinégalité [zl <|l@]ll;, pour @Y et
§¢{0, T> quelconques fixés ¢ — (1) = Gu(t, )2, b ¢ —>a'(1) = Gy(t, 5)a,
sont des solutions de I'équation (3.4.11) satisfaisant & la condition »(s)
= &'(s) = m,, done z(f) =a'(t) pour te(0,I%. Par conséguent

G(t, Yo = Q,(t, 8)T
d'olt résultent immédiatement (3.4.5) et (3.4.6).

pour xeX¥ et 0 <Is,t <7,

3.5. Les opérateurs H,(t, s). Comme ¢ — (1—A (t)) est une fonetion
A valeurs dans £ (Y, X) faiblement continfiment différentiable sur
Pintervalle <0, 7 et s — (L—A(s))~* est une fonetion 4 valeurs dans
#(X,Y) faiblement contindment différentiable sur lintervalle <0, T,
done, d'aprés (3.4.6) et 1.3.2, pour tout m ==1,2, ... fixé, ¢, s —» Hy(t, s),
ott

(3.5.1) Hyult, 8) = (L—A () Ga(t, 5) (1 —A(s)),

est une fonction & valeurs dans % (X, X) faiblement contintiment diffé-
rentiable sur le carré 0 <s,i < 7. D'aprés 1.3.1 et 1.1.3, ¢ — B(f), on
dA (t)

dt
est une fonetion & valeurs dans (X, X) faiblement continue sur I'inter-
valle €0, 7. Nous allons démontrer que

i

H,(t, 8) = Gy (t, 8)+ | Gu(t, )B(r)H, (7, 8)dv

B{t) = — (1 —4 @),

{3.5.2)

pourn =1,2,...et0 <5, <7, ol intégrale est entendue an sens de 1.2.
Démonstration de (3.5.2). On a

(3.5.3) (L—A@) 4n(t)r = 4, (1) (1 —A (1)
En vertu _de 1.3.2, (3.4.1), (3.4.4) et (3.5.1), pour <0, 1" et 50, T

quelconques fixés v — G, (¢, v)H, (7, s) est une fonction & valeurs dans

Z(X, X), faiblement continfment différentiable sur Pintervalle <0, T
et, d’aprés (3.5.3), on a

pour wel.

a
5(; (Gn(t’ T)H"(17 8)) = _Gn(ti T)A,L(T)H,,(T, .Q) "i‘

A(7)
dr

a
+Gu(t, ) | — FHL—A (7)) 4n(7)| Gulr, ) (1= A (s))1 =

= G, (t, 1)B(1)H,(z, 5).
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Par congéquent, d’aprés (3.4.2),
H‘ﬂ (ta "‘) _‘Gn(t7 8) = G/nr(ty T)Hn (T, S‘)I:zi

i
9 ‘
= !E(Gn(t: T)Hn(Ty 15'))d1‘ =;} Gn(t, T)B(T)Hn(‘t, S)IZ‘L'.

3.6. Deux implications. Les deux implications suivantes, consé-
quences de Iégalité (3.5.2), joueront un réle important dans la suite:

(3.6.1) si les opératenrs @,(t,s), n=1,2,.., 0 <s <t < T, sont
bornés dans leur ensemble au sens de la norme dans £(X, X), alors il
en est de méme des opérateurs H,(t,s8), n=1,2,..., 0 <s <t < T;

(3.6.2) st la suite ¢,s —G,{t,s), »=1,2,..., comme suite de
fonctions & valeurs dans % (X, X), est uniformément fortement conver-
gente sur le triangle 0 << s <% <7, alors il en est de méme de la suite
t,8 >Hy(t,8),n =1,2,...

Démonstration des implications (3.6.1) et (3.6.2). Posons

Kot ) d‘;f)

Gn(t, $)B(s) = —Galt, s)

(1—A(s)—.

En vertu de (3.4.1) et 1.1.3 pour tont » =1, 2, ... fixé, t, s - K,(t, 8)
est une fonction & valeurs dans £ (X, X) faiblement continue sur le triangle
0<s<t<T. Do plus pour n =1, 2,... et s¢{0, T) queleonques fixés
t - K,(t,s) est une fonction continue sur Pintervalle (s, T) au sens
de la norme dans #(X, X). En vertu du théoréme de Banach-Steinhaus
1a fonction s — B(s), comme faiblement continue & valeurs dans (X, X),
est bornée sur lintervalle {0,7T) au sens de la norme dans #(X, X).
Par conséquent (3.6.1) et (3.6.2) résultent de (3.5.2) et des théorémes
1.6.2 et 1.6.4.

3.7. Les opérateurs G,(i,s) et H,(t,s) sont bornés danms leur
ensemble. Il existe une constante C' telle que

(3.7.1) [IGa(t, 8)a|l < Olall

En vertu de (3.6.1), (3.7.1) entraine l'existence d’une constante D
telle que

(3.7.2) [|H,(t, s)al} < D=l

Démonstration de (3.7.1). D’aprés (3.3.1) pour 1 >0, 10, T>
zeX et m =1,2,... quelconques fixés on a

pour zeX, 0 <s <t <T et n=1,2,...

pour zeX, 0 <s<t<Tetn=1,2,...

=

(A+n)o—n (1~71—71A(t))‘ z I

(3.7.3)

[ — Ay (t)ally =

= (A+n)oll—n

-1
(1ﬂ %A(t)) z

> Aol
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Done, en vertu de (3.4.4) et du théoréme 2.4, pour z¢X eb s¢<0, /i)
quelconques fixés la fonction & — [|@, (2, s)of, est mon ecroissante sur
Vintervalle {0, T). Dot [|Gn(t; 8)ally < [1Gals, s)alls = lalls pour 0 <s <
<t < T et, daprés (2.1), |Gu(t, )@l <abllz] pour 0 <s <t <T, co
qui établit (3.7.1).

3.8. Représentation de Popérateur G, (i, s) sous forme d’une inté-
grale multiplicative. Pour n,% =1,2,... quelconques fixés les con-

ditions
o (t—s) [ fi—1 \\?
(81 Gulty0) = D = (a7
p=0
1 .
pour E-———T<.<>‘,t<—/b—1’,73=1,...,k,
k k
et
(8.8.2)  Guult, 8)Gur(s, 1) = Gu(t,r) pour 0 <L7r,8,1<<T

définissent univoquement une fonction t,s — Gni(t,s) & valeurs dans
Z(X,X) continue au sens de la norme dans &£ (X, X) sur le carré 0 <
g, < T. Nous allons démontrer qu’il existe une constante L telle que

L
(3-8-3) ”Gn(t; S)W‘Gnk(h 8)0’/‘” < 7;’“”1”0

pour ze¥Y, 0 <s <t <Tetn,k=1,2,..
Démonstration de (3.8.3). De (3.8.1) et (3.8.2) résulte que

Gui(s,8) =1 pour s5e¢0,T

et
T |ks

0 i
gGM(t,s) = - nk(t,s)An(?[—T—]) pour 0 <s,t<T,s ;é»k—T,

la différentiation étant entendue au sens de la norme dang £(X, X).
D’ot, en tenant compte de (3.4.1), (3.4.2) et (3.4.4), on tire

(8.84) Gty 8)—Gur(t, 8) = Gpe(t, 7)G(z, 5)

=i
Te8

[t (101, (2[%])) e

pour 0 <s,t <L et m,k=1,2,...
D’aprés (3.8.1), (3.0.1) et (3.0.2), en vertu du théoréme 2.4, on &

6t 5) i1 5 < o] -1,

i—1 i
pour zeX et Tgsgtg%

T, +=1,...,k.
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Comme, d’aprés (2.1), pour tout zeX fixé, ¢ — |lz); est une fone-
tion mon croissante, on a, d’aprés (3.8.2),

[t $)alz 1] < oz 1

pour weX et 0 <8 <t <7, dol, avee (2.1), résulte que
(8.7.5) G (2, 8)2l] < a2 i)

pouwr zeX, 0 <8 Kt <T ot m,k=1,2,...
Comme ¢ — dA(f)/df est une fonction & valeurs dans F(Y,X)

“faiblement continue sur P'intervalle 0, 7', il existe, en vertu du théoréme

de Banach-Steinhaus, une constante ¢, telle que

} dA (1)
@t

pour zeY et 10, T). Comme, Q’aprés 1.4.2,
dA,(t d =
ad. ) (n(l—%A(t)) 1—-n)

a dt
AA (1)
@t

#|| < aylllm(lle

1 -1 1 -1
= (1—%44@)) (1——n—A(t)> ,

on a, d’aprés (2.1), (3.2.1), (3.3.1) et (3.3.2),

” AA,(t)
at

pour we¥, 10, Ty et n =1,2,..., dol

#|| < e a?b?[|2]],

i
1l [ 34a(r) ‘
Matts—dotel = | [ =55 o0r|
< [t—s]e.a?b?|[lzl]y
pour 2e¥, 0 <s5,t <T et # =1,2,... Par conséquent

Ap(z)e—Ay (—i— [—Igi])x

pour we¥, 7¢{0,T) et b =1,2,...

§ —>(L—A(s)) étant une fonction & valeurs dans Z£(¥,X) faible-
ment continfiment différentiable sur lintervalle {0, 7 et ¢ — (1 —A(t))*1
étant une fonction & valeurs dans £ (X, ¥) faiblement eontinfiment

Te,a®b?

QTIH‘”[”:»

(3.8.6) ‘

Studia Mathematica XXIIL3 0
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différentiable sur Vintervalle 0, T, il existe des constantes ¢, et ¢, tel-
les que

IL—A4 ()]l <oolllellly, pour we¥ et se{0, T,
NL—A@) @il <6l pour weX et te{0, T.
D’aprés (3.5.1) et (3.7.2), on déduit de 14
(3.8.7) G (t, 8)alllo < 05Des]| |2l

pour ze¥, 0 <s <t <T et n=1,2,..
De (3.8.4)-(3.8.7) résulte (3.8.8) avec la constante L = a*h%;0,0,DT,

3.9. Convergence de la suite G, (¢, s),n = 1,2, ... Nous allons mon-
trer que

(3.9.1) t,5 > Gy(t,8), n =1,2,..., est ume suite de fonctions ¢
valeurs dans L (X, X) uniformément fortement convergente sur le triangle
0<segt<T
et en méme temps

(3.9.2) 3,8 = @u(t,8), n=1,2,..., est une suite de fonctions & va-
lewrs dans Z(X,Y) uniformément fortement convergente sur le triangle
0<se <.

Démonstration de (3.9.1). De (3.8.1) il sensuit, en vertu du
théordme approximatif de Yosida

(39.3) pour k=1,2,... et ¢ =1,...,% quelconques fixés t,s —
—>Gult,8),m =1,2,..., est une suite de fonctions & valeurs dans
Z(X,X) un:iforméxnent fortement convergente sur le triangle LIGIIK
<s <t <%T.

De (3.9.3) et (3.8.2) on déduit, en vertu de 1.5.3, que

(3.9.4).1)0111' tout. k=1,2,... fixé t,8 —> Gu(t,s), n = 1,2,..,
est une suite de fonctions & valeurs dans % (X, X) uniformément forte-
ment eonvergente sur le triangle 0 <s << 7.

En vertu de (3.8.3) on a

L
G (2, 8)8—Ghn (2, 5) < 27 lolllo+ 1@ (t, )0 — G (8, 8) ]

pour ze¥, 0 <s <t <T et n,m,k =1,2,...,d0l, daprés (3.9.4),
(3.9:5) pour tout we¥ fixé la suite 6,8 ~>Gpu(t,8), m=1,2,..,

est convergente au sens de la norme dans X , uniformé

ment sur iangle
O0<s<ET. sur le triang
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Comme Y est un sous-ensemble dense d’espace X, dome (3.7.1) et
(3.9.5) entrainent, en vertu de 1.5.2, la conclusion (3.9.1).

Démonstration de (3.9.2). De (3.9.1) et (3.6.2) résulte que

(3.9.6) t,s — H,(t,8),n =1,2,..., est une suite de fonctions & va-
leurs dans & (X, X) uniformément fortement econvergente sur le triangle
o< <t T.

D’aprés (3.5.1) on a

(8.9.7) Gu(t, 8) = (L—A () 1H,(t, s) (L —A(s)} pour 0 <s,t<T of
n=1,2,..., 8i Pon considére G&,(¢, s) comme un opérateur appartenant
Ay 2(Y, Y).

La fonction t, & — (L—A(f)), & valeurs dans #(X,Y) est faible-
ment continfiment différentiable, donc fortement continue sur le trian-
gle 0 <s <t <T.Lafonctiont,s — (L—A(s)), & valeurs dans Z(¥, X),
étant faiblement continhment différentiable, est fortement continue
sur le triangle 0 < s <% < 7. Done (3.9.6) et (3.9.7) entrainent, en vertu
de 1.5.3, la conclusion (3.9.2).

L'idée d’appliquer Vimplication (3.6.2) dans la démonstration ci-
dessus et celle (développée au 1.6 et 3.6) de considérer les implications
(3.6.1) et (3.6.2) comme des conséquences de 1'égalité (3.5.2) ont été
suggérées par le travail de Kato [4] et par les §§ 3 et 6 du travail
de Phillips [10]. Dans [4], § 3, Nos 12-15, p. 223-228, les équa-
tions du type de Volterra, qui jouent un réle analogue & (3.5.2), figurent
sous la forme sommatoire. L’analogie avec [10] consiste en ce que H,(Z, s)
est Vopérateur de Green du probleme

da (1
P~ (4, +BO)an o 10,1, 0(0) =2,
gque l'on peut congidérer comme probléme (n) perturbé par
aA(t
B(t) = — dt() (1—A @)

3.40. Achévement de la démonstration du théoréme 3.0. D’aprés
(3.4.1) et (3.9.1) ¢, 8 > Gy(t,8), n=1,2,..., est une suite, uniformé-
ment fortement convergente sur le triangle 0 < s <t <7, de fonctions
4 valeurs dang #(X,X), forbement continues. En vertu de 1.5.1 elle
converge done vers une fonetion ¢, s — G(f,s) & valeurs dans #(X, X)
fortement continue sur le triangle 0 <s < ¢ < 7. Nous allons démon-
trer que G(t,s) ainsi définie est I'opérateur de Green du probléme (i),
c'est-d-dire que G(f,s) @ les propriétés (ii)-(v).

Les propriétés (ii) et (ifi) résultent immédiatement de (3.4.2) et
(3.4.3); la propriété (iv) n’est autre que la continuité forte, déjh établie,
de la fonetion ¢, s > G(t,s).
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Démonstration de (v). D’aprés (3.4.5), (3.4.6) et (3.9.2) ¢,5 -
> @y(t,s), n =1,2,..., est une suite uniformément fortement con-
vergente sur le triangle 0 < s < ¢ < T de fonetions & valeurs dans £(Y, )
fortement continues. En vertu de 1.5.1 elle converge done vers une fonction
1,8 — G (i, s) & valeurs dans Z(Y, ¥) fortement continue surle triangle
0<s <t <T. Pour 2¢Y et 0 <s <t<T quelconques fixés on a
lim@,(t, 8)& = G(t,s)z au sens de la norme dans X et lim G, (3, s)a =
= @(t, 8)o au sens de la norme dans ¥, donc aussi au sens de la norme
dang X. Done @(t,s)w = @ (t,8)x pour Y ot 08 <{<T. Par
conséquent :

(8.10.1) ¢,s —G(¢,8) est une fonetion & valeurs dans Z(Y, Y)
fortement continue sur le triangle 0 <s <<t << 7
et

(8.10.2) t,8 —» Gy (t,8), m=1,2,..., est une suite de fonctions
4 valeurs dans % (Y, Y) uniformément fortement convergente sur le
triangle 0 <s <t < T vers la fonection t, s — G(t, s).

La propriété (v) résulte immeédiatement de la suivante:
(3.10.3) t,s — G(t,s) est une fonction & valeurs dang Z(Y, X)

dans ce sens, on a
a 0
EG(#, §) = A()G(t,5) et BEG(t, 8) = —G(t,8)A(s)

pour 0 <s <t KT,

Dans la démonstration de (3.10.3) nous nous appuierons sur 1.5.4.
D’aprés (3.4.1) et (3.4.4) t, 8 > G, (1, 8), n =1, 2, ..., est une suite de fone-
tions & valeurs dans (Y, X) fortement continfiment différentiables
sur le triangle 0 <s <t < T et, dans ce sens, on a

i i
B_t'Gn(t: 8) = A, (1)Gn(t,5) ot B;Gn(t, 8) = —Gy (1, 8)An(s)

pour 0 <s<<i<Tetn =1,2,... En vertu de (3.9.1) et de la définition
de G(t, ), la suite ¢, s — Gy, ), n =1,2,..., considérée comme suite
de fonctions & valeurs dans #(Y, X), converge fortement uniformé-

ment sur le triangle 0 <s <t < T vers la fonetion t,8 —@Q(t,s) Il
reste donc 4 démontrer que

(3.10.4) t, s —%An(t)G,,(t, 8),m =1,2,..., est une suite de fonctions
é,.valeurs dans £ (Y, X) uniformément fortement convergente sur le
triangle 0 <s <t < T vers la fonetion t,8 - A()G(t, s)
et
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(8.10.5) t, 8 — Gult, 8)Au(s), n = 1,2, ..., est une suite de fonctions
& valeurs dans (Y, X) uniformément fortement convergente sur le triangle
0 <s<t<T vers la fonetion t,s — G(¢, s)A(s).

Ad (3.10.4). On a

1 -1
Ayt = (1— P A(t)) A
pour ze? et $e{0,T), done

A (DG 8) = (1—~ E A(t))
n

1A (8@ (t, 5)

pour 0 <8<t ot n=1,2,... comme éléments de Z(¥,X).
Oomme ¢, s — A(f) est une fonction & valeurs dans % (Y, X) fortement
continue sur le triangle 0 <8 <t < T, done (3.10.2) et (3.3.3) entrainent,
en vertu de 1.5.3, la conclusion (3.10.4).

Ad (3.10.5). On a
Galt, $) A, (5) = Gu(t, 3) (1— —i—A(s))_ A(s)

comme éléments de £ (X, X), done (3.10.5) résulte de (3.3.3) et (3.9.1)
ot de la définition de Gz, s).

4. Opérateur de Green dans le cas de 2(4 (1)) variable

Soit X un espace de Banach muni de la norme || || et soit A (), t{0, T,
une famille d’opérateurs linaires avec D(A(t)) ¢ X et Z(4A(1) < X.

Hypothéses 4.1. Nous supposons que la condition (2.1) est vérifide
ainsi que l’ensemble des conditions suivantes:

(4.1) pour tout te(0,7) lensemble Q(A (i)) est dense dans X;

(4.2) il existe une constante réelle iy, telle que % (A—A(t)) = X et
42— A () ally = (A—Ao)|l@l, pour 2 >4y, te<0, I> et weP (A(1);

(4.3) il existe une famille R(f), t¢{0,T), d’opérateurs linéaires
bornés inversibles de l’espace X sur X, telle que pour tout x<X et toub
#*«X* la fonction ¢ — 2*R ()2 est deux fois continfiment différentiable
sur Pintervalle (0, 7 et que (B(£)-22(4 (1)) = ¥ = consti pour ¢¢<0, T;

(4.4) pour tout #¢ Y ot tout #*¢ X la fonction t — o* (B(1))24 ()R (1)
est continfiment différentiable sur Pintervalle <0, 1.

THEORBME 4.2. Sous les hypothéses 4.1 le probléme (i) admet un seul
opératewr de Green (ayant les propriéiés (ii)-(v), p. 385).

Ce théoréme généralise les résultats de Kato [4], th. 4, et [5].

La démonstration de D'unicité de 'opérateur de Green, basée sur le
théordme 2.4, n’utilise pas les hypothéses (4.3) et (4.4).
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Démonstration de ’existence de opérateur de Green. Nouyg
appliquerons la méthode exposée dans [11], § 6, p. 162-165. D’aprés (4.3),
1.3.2 ot 1.4.2, t - R(f) et ¢ — (R (f))~" sont des fonctions & valeurs dang
Z(X, X) deux fois faiblement continfiment différentiables sur l'intervalle
€0, T, il existe donc une constante b >1 telle que

dR
(4.5) (t) ‘<b|lm[1 ot bzl << |R(2)z]| < bzl pour £e<0, T etzeX.
Posons .
(4.6) lollf = e-®™|R(D)al, pour 1e(0,T) ot weX,
(4.7) A*@) =
aR(
=(R(t))”lA(t)R(t)—(R(i))“lT:t)——a’b3~lo pour  ted0, T,

oll a et 4, sont les constantes qui figurent dans (2.1) et (4.2). Convenons
de désigner par (k)* une condition qui s’obtient de (k) en y mettant || ||}
au lieu de || [, et A*() au lien de A (t). Supposons pour Pinstant que les
conditions (2.1)* et (3.0.1)*-(3.0.3)* soient vérifiées et soit G* (¢,s) opérateur
de Green du probléme (i)*, dont Dexistence et I'unicité sont assurées
dans ee cas par le théoréme 3.0. Alors on vérifie aisément que

G(t,8) = ePHNIRHE* (1, 5) (R (s))

?St Vopérateur de Green du probléme (i). Pour achever la démonstra.tion
il ne reste done qu'a prouver que les eonditions (2.1)* et (3.0.1)*-(3.0.3)*

sont vérifides.
Ad (2.1 ]E)n admettant ¢ = abe™T, d’aprés (2.1) et (4.5), on a
el < @~ R(1) 2] < -7 || R (1) wlle<|lmllt <[BMal: < al B (el <
< abllz]| < efl»||, done
(4.8) ez)l < [lolf <ellwll, ¢ = const >1,

pour te0,T) et weX.

Pour 2eX et 0 <t <it+4+h <T, d’aprés (2.1) et (4.5), on a
lollty < e~ EIR (14 By,

< oD IR (el + al|R(1+ h) o —R(t) o)
< DR (1) +- hab o)

—a2p?,
< e (14 1Y) IR ()2, < Jlallf,
done

(4.9) pour tout #zeX la fonction ¢
ittt g 2 —|lllf est non croissante sur
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Daprés (4.8) et (4.9) la condition (2.1)* est vérifide.

Ad (3.0.1)". D’aprés (4.7) et (4.3) on a P (4*(2)) = ¥ pour $e<0, T).
Drapres (4.1) et (4.3) Pensemble 2(A(0)) est dense dans X, lopéra-
teur R(0) est un homéomorphisme de l'espace X sur X et ona ¥ =
( R(O))“‘ Q(A(D)). Par conséquent ¥ est un ensemble dense dans X.

Ad (3.0.2)%. Pour £e{0, T et 1 >0 fixés posons

AR (t
= (R 2O

B
dt

A = I+ ath?+ do— (B(1) A DR(®),
Alors, d’aprés (4.2), on a

A7t = (R(1) (A+ a2 44— A (1) R(D) e Z(X, X)
et
IR (1A, = [[(A+ a®b?+ Ay — A ()" R(%)all, < (A+ a®b%)~||B(8)alls
d’on
(4.10) lA-rall < (A4 ab?) ol pour weX.
En outre Be Z(X,X) ef, & cause de (2.1) et (4.5),
B () Bal, = H dt < ablio]| < a2 B(8) 2l
d’olt
(4.11) Bzl < a?b®|m|f pour weX.

D’aprés (4.10) ef (4.11) on a
(}.~A(t))—1 = (A+B)?! = A (14+BA-Y)? = 4~ Z(—BA—l)“ei’(X, X)
n=0
et

=A@l < (D) @) (a7 falf = A7allf pour @< X,
n=0
ce qui signifie que la condition (3.0.2)* est vérifide.
Ad (3.0.3)*. Daprés (4.3), 1.4.2 et 1.3.2,
dR (1)
at
est une fonction & valeurs dans (X, X) faiblement continfiment diffé-
rentiable, d’oilt (3.0.3)* est une conséguence immédiate de (4.4) et (4.7).
Les théordmes 2.4 et 4.2 montrent que sous les hypothéses 4.1 pour
tout s¢<0,7) le probléme
dx (1)
dt
est bien posé, dans ce sens que

1 > (B(O) St

(i.5) = A(t)o() teds, T>, @(s) =,

pour
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1° §i e 2(A(s)), le probléme (is) admet une solution wunigue
t—>a(i;8,x,) continfiment différentiable au sens de la norme dang X
et que

2° il existe une constante € telle que ||n(i; s, #,)[| < Cla,]| pour se<0, T)
woe D (A(s)) et tels, T.

D’autre part, les conditions 1° et 2° emtrainent I’existence dun
opérateur de Green du probléme (i).

Nous établirons maintenant un analogue du théordme 4.2 pour le
cag olt non seulement, pour tout s¢{0, T), le probléme (i.5) est bien posé,
mais aussi pour tout se(0, 7 le probléme

?

(i.8), @dgl = A(t)x(t) pour 1e{0,s>, x(s) =2z,

est bien pogé.

Hypothéses 4.3. Nous supposons vérifiées les conditions (2.3),
(4.1), (4.3) et (4.4) ainsi que la suivante:

(4.2), il existe une constante 7, >0, telle que Z(A—zA()) =X
et |do—ed ()l > (A—2A)lall pour = -£1, 4 >2, <0, T> ot
weD (A (1)).

TeEOREME 4.4. Sous les hypothéses 4.3 il emiste wun seul opératour
de Green G(t, s) du probléme (i) ayant les propriéiés suivantes:

(ii)o ¢y 8 — G(t,8) est une fonction & valeurs dans L(X, X) fortement
continue sur le carré 0 <s,t < T;

(i) G(s,8) =1 pour tout se0, T);

(iv)o G(t,8)Q(s,r) = G(t,r) pour 0 <r, 8,1 <T;

(V)o G(t,8)D(A(s)) = D(A(t)) pour 0 <s,t < T et pour tout s{0, T
et tout xeP(A(s)) la fonction i > G(t, 8)w est contintiment différentiable

au sens de la norme dans X sur Pintervalle <0, T et satisfait dans cet inter-
valle & Végquation

d
—t—i—t-G(t, s)e = A()G(t,s)m.

Démonstration. Si Pon remplace |laf; par ¢=*|ja|,, alors, d’aprés
le lemme 2.3, les hypothéses 4.1 sont vérifides, done le théoréme 4.2
agsure l'existence d’un opérateur de Green unique du probléme (i), défini
sur le triangle 0 <s <t < 7T et ayant les propriétés (ii)-(v), p. 385.
Pour déterminer les opérateurs G(t,s) pour 0 <t<s <7, posons
lollf = ellallp_s, Ao(t) = A(T—1t) et convenons de désigner par (k)°
la condition qui s'obtient de (k) en y mettant || |¢ au lieuw de Il fles A°(2)
au lieu de A (1) et G°(, 5) au lieu de G(t,s). Alors, Q’aprés le lemme 2.3,
les hypothéses 4.1 sont vérifides, dono le théoréme 4.1 agsure Pexistence
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d’un opérateur de Green unique G°(z,s) du probléme (1), défini sur le
triangle 0 <& <% <T et ayant les propriétés (ii)°- (v)*. Nous posons
G(t,8) =G (T—1t,T—s) pour 0 <t< g < T. Ainsi la fonction t,s —
— G(t, s) est définie sur le carré 0 <s,t < 7T tout entier et, d’aprés (ii),
(it), (ii)° et (iii)’, les conditions (ii), et (iii), sont vérifiées. Les proprié-
tés (iv), et (v), sont des conséquences de l'unicité des solutions des pro-
blemes (i. 8) et (i. 8)y, qui résulte de Pinégalité (2.10).

Remarque 4.5. Dans le chapitre 8 nous profiterons de la remarque
guivante.

Supposons vérifiées les conditions 4.3 avec R(t) =1. Alors les opé-
rateurs de Green G(t, s) et G°(,s) des problemes (i) et (i)% considérés
sur le triangle 0 < ¢ <t < T, ont les propriétés (3.10.1), (3.10.3), (3.10.1)°
et (3.10.3)°. Toute norme [l Iy définie sur ¥, qui en fait un espace de
Banach contenu dans X algébriquement et topologiquement est équiva-
lente & la norme ||| |||, introduite dans 3.2. (En effet, si ¥; désigne ¥ con-
sidéré comme un espace de Banach muni de la norme Il iz, alors on
démontre aisément que 'opérateur identité défini sur ¥ admet un graphe
fermé dans Y,x ¥,). Il résulte de 13 ce qui suit:

Si les hypothoses 4.3 gont vérifides avee R(f) = 1 et si Pon introduit
dans Y la norme qui en fait un espace de Banach contenu dans X algébri-
quement et topologiquement, alors I'opérateur de Green du probléme (i),
donti il est question dans le théordme 4.4, a les propriétés suivantes:

(vi)o t,8 —> @(%,8) est une fonction 3 valeurs dans £(¥ , Y) forte-
ment continue sur le carré 0 <s,t <T;

(vii)y ¢, 8 — G(¢,s) est une fonction & valeurs dans #(¥, X) forte-
ment continfiment différentiable sur le carré 0 <s,t<T et, dans ce
sens, on a

—%G(t,s):A(’t)G(’t,s) ot —;—SG(t,s)sz(t,s)A(s)

pour 0 <8, < 1.

dx(t)

5. Equations du type =

= A1) 2(t) +1(1)

Soit X un espace de Banach; soient encore A (f), 10, T, une
famille d’opérateurs linéaires avec P (A1) = X et Z(A() = X, ot
t ~>f(¢) une fonction & valeurs dans X, définie sur Pintervalle (0, T.
Nous congidérons le probléme de Cauchy abstrait

dx(t)

(8.1) p

= At)a(t)+f(t) pour 1e<0,T>, x(0)=0.
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THGOREME 5.1. Supposons que les hypothéses 4.1 soient wvérifides
et que la fonction t—f(t) soit faiblement contindment différentiable sur
Pindervalle <0, T . Alors il emisie une solution unique t — x(t) du probléme
(5.1) faiblement contindment différentioble sur Pintervalle <0, T. Cette
solution s’ewprime par la formule
:

(5.2) a(t) = [G(t, 9)f(s)ds  pour  1<0, T,

0
o G(t, 8) est Topérateur de Green du probléme (i).

Sans changer la méthode de la démonstration on peut remplacer
Thypothése que t — f(f) soit faiblement continfiment différentiable par
I'hypothése que ¢ — f(¢) soit absolument continue au sens fort avec une
dérivée au sens fort, définie presque partout, de puissance p-idme, p >1,
intégrable au sens de Bochner sur Pintervalle {0, T'). Alors il faut effec-
tuer le méme changement dans la conclusion du théoréme relative & la
régularité de la solution ¢ — a(f). Si les hypothdses 4.1 sont vérifides
b 51 pour tout X la fonction ¢ — R(t)z est deux fois contindment diffé-
rentiable et si la fonction ¢ — (R(1))—*4 (})R(f)o est contintiment diffé-
rentiable pour tout xeY et la fonction ¢ — f(t) est contintiment différen-
tiable, la différentiation et la continuité étant toujours comprises au sens
de Ia norme dans X, alors la solution est aussi continfiment différentiable
an sens de 1a norme dans X ; on obtient ainsi une généralisation du théoréme
de R. S. Phillips ([10], th. 6.3, p. 219).

L’hypothése de la différentiabilité de la fonetion ¢ —> f(#) est essen-
tielle dans le théordme 5.1 et ne peut &tre remplacée par ’hypothése que
t — f(t) soit continue au sens de la norme dang X. BEr effet, soit A(f) =
= const = A pour te{0, T, ol A4 est Popérateur générateur d’un groupe
fortement continu d’opérateurs linéaires dans 'espace X et soit f(1) =
= exp(td)m,, olt z,¢P(4). Alors

:
w(t) = [ G(t,5)f(s)ds = texp(td)m,.
0
$'l existait pour un %e(0,7 une dérivée faible %(to), alors
1
lim faible = (exp (h4)—1)y,
) h

existerait pour y, = exp ({,4)x,, Aol il résulterait que y,¢2(4) et, comme
exp (t4) Z(A) = D(4) pour te(—co, 4oco0), on aurait @, = exp(—t,d)yoe
«9(A), contrairement 4 ’hypothése.

Démonstration du théordme 5.1. T'unicité de la solution résulte
du théoréme 2.4. I'existence et 1unicité de Popérateur de Green résultent
du théoréme 4.2. Il reste done 4 montrer que la fonction ¢ — « (1) définie
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par (5.2) est une solution faiblement continfiment différentiable du pro-
sléme (5.1). Dans ce but nous appliquerons la méthode de la réduction
wu cas P (A(t)) = const, de méme que dans la démonstration du théordme
£.2. Nous admettons les mémes notations que dans la démonstration
iu théoréme 4.2 et la méme convention relative au signe*. Alors, comme
1 a été prouvé dans la démonstration du théoréme 4.2, les eonditions
(2.1)" eb (3.0.1)*-(3.0.8)* sont vérifides. Posons

t
FHt) = e-Gota®™t (R (1),  a*(t) = [G*(t, 8)f*(s)ds.

On. vérifie aisément que ¢~ f*(f) est alors une fonetion & valeurs
dans X faiblement continfiment différentiable, pour la fonetion ¢ — (%)
définie par (5.2) on a

®(t) = etota®NR (1) 5™ ()

et si ¢ — 2*(t) est une solution faiblement continfiment différentiable du
probléme (5.1)% alors t — x(t) est une solution faiblement continfiment
différentiable du probléme (5.1). Pour achever la démonstration il sutfit
done d’appliquer (en y ajoutant le signe*) le lemme suivant:

LeMME 5.2. Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 3.0. Soit
G (1, 8) Popérateur de Green du probléme (i), dont Vewistence et Vunicité sont
assurées par le théoréme 3.0, et soit t — f(1) une fonction & valeurs dans X
faiblement contindment différentiable sur Dintervalle {0, T). Alors la fonc-
tion t — x(t) définie par (5.2) est une solution faiblement contindment diffé-
rentiable du probléme (5.1).

Démonstration. De méme que dans § 3.2, nous considérons ¥
comme un espace de Banach. Alors ¢ — (L—A(#))~? est une fonction
4 valeurs dans (X, Y) faiblement continfiment différentiable sur
Pintervalle <0,T). Par conséquent ¢—g(t) = (1—A ()Y (f) est une
fonction & valeurs dans Y fajblement continfiment différentiable sur
Vintervalle <0, 7. D’aprés la propriété (3.10.3) de I'opérateur de Green,
on & done

£
a
o) = fgg-(ﬂ“@(t,s))e"g(s)ds,
0

d’otl, en intégrant par parties, on obtient

(5.3) (1) = g(t)—G(t, 0)g(0)+y(t) pour 10, T,
olt
¢
; a
(54) y() = [6(t, Hhs)ds, his) = g(s)— L.,

y at
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Comme # — h(t) est une fonction & valeurs dauns Y faiblement con-
tinue, il s'ensuit, d’aprés la propriété (v) de Popérateur de Green, que
t — 4(t) est une fonction & valeurs dans Y fortement continue et en méme
temps une fonection 3 valenrs dans X faiblement contintiment différen-
tiable avec
dy (1)
b
(6:5) dt

= A@y®)+h(t) pour e<0,T).

La fonction t— g(t), étant faiblement continfiment différentiable
comme fonetion & valeurs dans ¥, est a fortiori faiblement contintiment
différentiable comme fonetion & valeurs dans X. Enfin, comme g(0)¢Y,
done ¢ — G(t, 0)g(0) est une fonction fortement continue & valeurs dans
Y et en méme temps une fonetion & valeurs dans X fortement contintiment
différentiable avec

d
(5.6) Et-G(t, 0)g(0) = A )G, 0)g(0).
Par conséquent, d’apreés (5.3)-(5.6), ¢ — »(t) est une fonction i valeurs
dans Y fortement continue et en méme temps une fonction & valeurs
dans X faiblement continfiment différentiable avec

PO _ B )61, 009(0)+ Ay 0+ ht) =

= A@)(y(H)—6G(, 0)g(0)+g(t) = AWz )+ (1 —A®)g(1) =

= AQ@)x)+f(2).
Le lemme 5.2 est done démontré.

6. Un théoréme d'interpolation

Dans le chapitre 8 nous profiterons du théoréme suivant:

TEBOREME 6.1. Pour i = 0,1 soit #; un espace de Hilbert muni du
produit scalaire ((z,y)); et la norme |wll; = (v, %))}'* et soit A, un opérateur
autoadjoint dans #; aves inf A; > 0; pour p réel quelconque désignons par
A? Tleur puissance p-idme, étant un opérateur autoadjoint positif dams ;.

Soit BeZ (o, #,) un opérateur tel que pour un Po >0 on a B2(AD) <
< D(ADY). Alors

(6.1) B2(AY) = 2(47)  pour  pe(0, p,)

et

(6.2) |Bly < max(|Bl,, [B[,,O) <Hoo  pour pe(0,p,),
ou .

(6.3) |Blp = sup {|47 Ball,: we 2(47), |47, < 1}.
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Abstraction faite de I'inégalité (6.2), le théoréme 6.1 est équivalent
au théoréme d’interpolation établi par J. L. Lions ([6], th. 4.1, p. 431)
comme une conséquence d’un théorsme de trace. Nous donnerons plus
loin une démonstration du théoréme 6.1 qui s'appuiera sur les propriétés
des semi-groupes dont les opérateurs générateurs sont —A%.

Démonstration du théordme 6.1. Pour tout p >0 Popérateur
A?, étant autoadjoint, est fermé dans 2, d’ou

(6.4) pour tout p > 0 Popérateur A5 B, défini sur B~ '@ (A4?), admet
un graphe fermé dans 3, xs#,.

Puisque

6.5) ||ATall = fliwll;, o =infd, >0, pour p >0 et wD(4?),

done pour tout p > 0 Pensemble Z(A7?) muni de la norme |z, = |47 ||;
constitue un espace de Hilbert. Comme, pour pe(0, p,), Popérateur A%
st un homéomorphisme de 'espace 2(A47) sur #, et A? D (4AT0) = P(ATP)
est un ensemble dense dans o7, done

(6.6) pour tout pe(0,p,) 'ensemble P(AY0) est dense dans 2(47)
au sens de la norme || |-

Par hypothése on a BI(AM) c 9(4}), c’est-a-dire D(4DB) >
> 9(A]0). D’aprés (6.4) et (6.5), A5B est done un opérateur fermé de
Vespace 2(AL0) tout entier en ’espace #,, d’oll, en vertu du théordme
du graphe fermé, résulte que

(6.7) [Blp, < +o0.

Daprés (6.4), (6.6) et (6.7) la démonstration du théoréme 6.1 se
raméne & démontrer que :

(6.8)  |l4F Bao <max(]B|,,,‘ [Bly)l 472, pour  pe(0,po) eb weD(AT0)

ce que nous allons faire maintenant.
Pour ¢ = 0,1 soit {F,;} une décomposition de l'unité dans 5

telle que

o0
A = f 2By, o = infd; >0.
L5
Si weZ(A]0), alors

147 2~ 47 w]l| < |47 5~ AYa]; =
00

AP AP \a 112
- ([ pomar
e

d’oll, en vertu du théoréme de Lebesgue sur la convergence bornée, ré-
sulte que la fonction p — ||A7#|; est continue sur Pintervalle <0, p,>.
Par conséquent, puisque B2 (AD) =« 2(A4A5),

pour 0 <p',p" < Po
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(6.9) pour tout weP(AT) les fonctions p — 4T x|, et p — | A¥Bs|,
sont continues sur l'intervalle <0, o).

Comme (6.8) a lien évidemment pour p = 0 et p = p,, done, d’aprés
(6.9), pour montrer que (6.8) a lien pour toub p {0, p,) il suffit d’en appe-
ler au lemme suivant:

LEMME 6.2. Sous les hypothéses du théoréme 6.1 soient p’ et p'’ fizés
avee 0 < p' <P’ <P, et supposons que Uon a

(6:10) || 45Boll, <EllATalh et |4 Bally < k|47l
% = const, pour xeP(A0).
Alors
(6.11) AP P2 Bally < KIAF+"WPa],  pour  weD(AD).

Démonsgtration. Pour ¢ =0,1 et tout p >0 fixé —AY est
Topérateur générateur d’un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
hermitiens dans Pespace 5;. On a

.‘.oo
exp(—ud]) = [ B,
o
olt {E,;} est une décomposition de I'unité dans +#; telle que
+00
4; = [ 2dBy;, o =infd; >0.
e

En utilisant cette représentation on vérifie aisément que, pour
1=0,1,p >0 et g >0 fixés, { — exp(—t4?) est une fonction 3 valeurs
dans #(2(49),2(A}) fortement continue sur Pinbervalle <0, --ood,
avec exp(—oodf) =0 et fortement continfiment différentiable sur
Vintervalle (0, +o0), avec

d
Eexp(—tAf) = —AYexp(—14Y).

De plus, pour ¢ =0,1, p >0, ¢ =0 et ¢ >0 fixés, ’opérateur
b.orné exp(—14%) est commutable avec Popérateur A7. Par conséquent,
81 p’ et p” sont fixés avec 0 <p' < p” < p,, o0 &

+oo

(612) [ AP exp(— 148"~ )oldt =
¢

+co
e - 1
= (({ AT exp(— 2047 P )odt, ), = Sl pour west;, i =o0,1,
R
ef, d’aprés 1.1.2 et 1.3.2,

t—>F(t) = —AF" " Pexp(—142"") Bexp(— 14?7

e ©
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est une fonction & valeurs dans % (2450, #,) fortement continue sur
Pintervalle <0, +oo), avee F(0) = —AP+PI2R P(+oo) =0, ot
fortement continfiment différentiable sur Iintervalle (0, +o0)
aF (i) dt = — AP~ exp(—tA2~7)G (1), on

(6.13) G(t) = (AY"B+AYVBAY ~P)exp(— 142" 7).

Par conséquent

avec

t
lim [ A" PPexp(—vAD~P)G(z)adr

S=r--0, 15400 3

(6.14) APHPVERy —

o
pour zeZ(4%9)

au sens de la norme dang #,. D'aprés (6.10) et (6.13) on a
6 ()alle < 2HAT" P exp (— tAT"~P) AP +P g,

pour weP(AY9).

En vertu de (6.14) et (6.12), pour tout #<2(4}0) ot ye#,, on a

oo
l((ASp'"W"WBm,?/))o) —_ ‘ f ((Gu)w’ Agf”’—”’)’zexp(——tA?,’""“)y))u dt)
6

oo
<ok ( [ AP exp(— A7 ¥ )AL Pty x
+o

400
x ([ 1af=mIPexp (— 148 )y Rdt) " = KA Pl o,
0

dot (6.11).

12

?. Famille 4,(), £<<0, T>, d’opérateurs autoadjoints positifs avec 2 (4y'" (t)) = const

Ce chapitre constitue une préparation au chapitre 8 dans lequel nous
nous occuperons d’un probléme traité dans le livre de Lions [7]. D’ol I’idée
de définir les opérateurs A,(!) au moyen des conditions (7.10)-(7.11).
Dans tout ce chapitre nous supposerons vérifides les hypothéses suivan-
tes:

Hypothdses 7.1. H est un espace de Hilbert, H* est un sous-ensemble
linéaire dense de l’espace H et, pour tout $eC0, T, (())f est un pro-
duit sealaive défini sur H* qui en fait un espace de Hilbert H;", contenu
dans H algébriquement et topologiquement. Nous supposons que pour
tout meH* ot tout yeH™ la fonction ¢ — ((@, ¥));" est n fois, n > 1, conti-
niment différentiable sur Pintervalle {0, T').

Nous posons [jo|ft = ((@, #))i"* pour weH*. 8i weH ot yeH, ((#,¥))
désigne leur produit scalaire dans H eb |lz] = ((=, ).
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Levvw 7.2. Légalité
@) (@, 9 =(Q0)®, ) powr weH, yeH o 1e(0,T)

définit une fonetion t — Q (%) & valeurs dans & (H{ , HY) n fois foiblement
contindment différentiable sur Vintervalle <0, T). Pour tout t<{0, T fimé
Q(t) est un opérateur hermitien avec inf Q(¢) > 0 dans H .

Démonstration. Comme Hf <« H et Hf « H a,lgébriquementmgt
topologiquement, done, pour tout te<0, I, les normes || [l et | i sont
équivalentes, ¢’est-a-dire, on a e elly < el < asll2lls, o = const > 1,
pour weH*. Par conséquent, pour tout te{0,T) fixé, »,y — ((@,y))
est une forme hermitienne continue sur Hy X Hy et (7.1) détinit un opé-
rateur () hermitien avec infQ(f) > of> dans Hy . Les propriétés de la
différentiabilité de la fonction ¢ — @(f) sont évidentes.

Levve 7.3. I1 existe une constante o =1 telle que

< aljliF

i
a Ml < lolf < allolly et I%llﬂﬂllt+
pour weHT eb 10, T).

Démonstration. Pour tout {e{0, I) Vopérateur @(f), étant her-
mitien avec inf@(t)>0 dans Hg, est un opérateur inversible de H*
sur H*. D’aprds 1.3.2, ¢ - (Q(#))-* est donc une fonction & valeurs dans
& (Hy , Hi) n fois faiblement continfiment différentiable sur intervalle
{0, T>. En vertu du théordme de Banach-Steinhaus il existe donc une
constante m > 1, telle que

lRWely <mllf, QW) 7l <mlwly et ” ’

d ]
%meo < malif

pour zeH* et 1¢{0, Ty. Dés lors, pour zeH* et te{0, T, on a
lellf* = (@D, 2));” <m ol

ot
ol = ((@)e, (@) )} = (=, (Q®)~a))]” <
< Il Q)] = leli (@)=, (@) )™ =
= llelit{(fw, (@) "a));"" < lloliF (m[jall ).
Par conséquent pour zeH™ et te{0, T, on a
= ald < [l < m ol
et
2ol | = lali =| 2 (@ )i ;( ‘w“) )) < mioli* <’ ol
d’olt

l——ilwllt < ’m”m”t
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I suftit done d’admettre a = max(m?, fm?).
LeMyE 7.4, Powr tout 10, T) égalité

(7.2) (@, 9) = ([Jo)o,y))f pour weH ot yeH*

définit un opérateuwr J,(t) e (H, Hf) inversible, hermitien positif comme
opératevr apparienant & £ (H, H) ot tel que J,(t)H* est un ensemble dense
dans Vespace Hi . On a de plus

(7.3) o (B)alli = sup{|((z, y))l:y <H*, [ylif <1}

pour weH et 10, T>.

Nous nous permettrons d’omettre la démenstration.

LEMME 7.5. Pour tout te{0, T> posons
(74) ol = Io()al;” powr zeH
et désignons par Hy la complétion de H au sens de la morme || [ . Alors:

(7.5) pour tout te{0, T) on a H = Hy = H, algébriquement et topolo-
giquement;

(7.6) pour tout te{0, T Dopérateur J,(t) peut éire prolongé par conti-
nuité & un opérateur J (1) isoméirique de Hy sur Hi et on a J () = (Q (1))~ (0)
pour 10, T;

(7.7) pour tout {0, T, H; est un espace de Hilbert muni dw produdl
soalaire

(@, 907 = (T, T W)l = (@)= (s, T(©)));
et on a @l = ((z, 2))7'* pour te{0, T et weHy;

(7.8) il emiste ume comstante f =1 telle que

Bt ol < lolic < Blol; et 1~umnt |< ol
pour weHy et 10, T).

Démonstration. (7.5) résulte de (7.3) et du lemme 7.3. (7.6) et (7.7)
résultent de (7.1)-(7.5). Enfin (7.8) résulte de (7.7) et du lemme 7.3 par
un raisonnement analogue & celui qui sert & démontrer le lemme 7.3.

D’accord avee (7.5), nous écrivons simplement H—- au lieu de H; ,
8i on fait abstraction des propriétés métriques de Hy .

Levvm 7.6. On a (2, ) < lollif [yll7 pour @eH™, yeH et 10, T,
done la forme o,y — ((x, y)) peut éire prolongée par continuité & une forme
sesquilinéaire définie sur (H X H)o(H* X H-)o(H~ X H*) telle que ((x, y)) =
= ((y, «)) dans cet ensemble et que |((z, )| <|l2|i i pour meH", yH~
et te{0,Ty. On a alors

(7.9) (@, 9)) = (&, T = (7 &)=, 9));
pour zeH', yeH~ ¢t te{0,T).
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La démonstration étant facile, nous Pomettons.

LEMME 7.7. Pour tout te{0, T) les conditions
(7.10)  2(A4,(8) = {o: zeH", sup{|((@, )i : y < H™, [ly]l < 1} < 400},
(711)  ((4e(B)2, 9)) = (&, ) 2eD(Ay(0)) et weH?

définissent un opérateur A,(t) inversible, autoadjoint positif dans Vespace H.
On a

(7.12) D(Ae(1)) = (@) D(4,(0)) et
pour te{0, T.

Exemple. Soit H = L2(0,1), H" = {£ — 2(&) : #( ) est absolument
continue sur {0,1), 2'()eL*0,1), x(1) =0} et

pour

Ao(t) = (Jo() = A,(0)Q(t)

1
(@, 9)) = [ (&)Y (E)a+a(t)m(0)y(0),

ou t — a(t) est une fonction réelle non négative » fois contintiment diffé-
rentiable sur <0, T. Alors les hypothdses 7.1 sont vérifiées, 2(d,(t)) =
= {§ > »(&):2()e0(0,1), #'() est absolument continue sur <0, 1>,
@ ()eL*(0,1), a(1) = 0, #/(0) = a(®)a(0)}, (4,(t)a}(&) = — @"(£) pour
w()e@{Ay(2)) et

_ a(t)—a(0)
(@ma)(&) = W(E)er(O)*m

Démonstration du lemme 7.7. Comme H; « H algébriquement
et topologiquement et comme H* est dense dans H, opérateur A, (t)
est univoquement défini. 8i A,(f)z = 0, 0n a ((z, )" = ((Ap(@)2, @) =0,
d’olt 2 = 0, done I'opératenr A,(t) est inversible. En vertu duw lemme 7.4
on a {J,(t)) = 4,(¢), d’olr, puisque D(J,(t)) = H, résulte que A,(t) =
= (Jo(#))*. Par conséquent, en vertu du lemme 7.4, Vopérateur 4,(t)
est symétrique positif dans H, avec R(4,(1)) = H et avee D(Ay(t)) dense
dans Hj, donc a fortiori dense dans H ; il résulte de ces propriétés que
A,(?) est un opérateur autoadjoint dans H. Les égalités (7.12) résultent
de Dégalité A,(2) = [Jo(t))—l, ainsi démontrée, et de (7.6).

Levve 7.8. Pour tout te{0, T désignons par A(t) la fermeture de
Vopérateur Ay(t) dans Despace Hy . Alors Alt) est un opératewr inversible,
sutoadjoint positif dans Pespace Hy , et on a

(7.13) .@(/l(t)) = H* e A(t) = (J(t))——l = A(0)Q()
pour te{0, T.

(1—9).

B Démonstration. En effet, J(8) est la fermeture de J,(¢) dans
Hi et 4,(8) = (J4(t))2, done A(t) = (T @) et par conséquent, d’aprés
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(7.6), on a Z(A(t)) = H" et A(t) = A(0)Q (). Daprés (7.7) et (7.9)
(A, ) = (T OAW e, TOY))F = (@, T @)y))iF = ((@,y)) et d'une
fagon analogue ((z, A(t)y)); = ((#,y)) pour zeH" et yeH™, done A
est un opérateur symétrique positif dans Hj . D’ol1, comme Q(A(t)) =
= Z(J (£)) = H* est un ensemble dense dans Hj et Z(A@) = 2(T @) =
= H~, A(t) est un opérateur autoadjoint dans Hy.
Lemwe 7.9. Pour tout $¢{0,T) posons

(1.14) 2(41(1) = {@: 2@ (44(1)), A,(D)xHTY,
pour weD(A,(t)).

Alors A,(t) est un opérateur awtoadjoint positif dans Hi et on a
(118)  2(4:0) = QW)9(4,(0) @ A1) = 4(0)Q(1)
pour te0, T.

Démonstration. Pour zeP(4,(1)) b yeD (4 (f)), daprés (7.11),
on a ((Ay(6)a, ) = (4,(t)@, 4:()y)) = (@, 4,()y))F, done A,(2) est
un opérateur symétrique positif dans H; . Comme A,(f) = (Ju(t))—l, done
dQ’aprés le lemme 7.4, 9(4,(1) = Jo(t)H* est un ensemble dense dans
Hj et #(A,(t)) = H*. Par conséquent 4, (t) est un opérateur autoadjoint
dans Hjf. Les égalités (7.15) résultent de (7.12).

Lemwe 7.10. Pour 1e{0, T) et p réel soient AP(t), AL (E) et AD(t) les
puissances p-iémes positives des opérateurs A(1), A,(t) et A,(t) dans Hy,
H et Hif respectivement. Alors on o D(AV2(1) = H, D(A(t) = 2(4*() =
=H", ((#,y)) = (4"3@t), 42@)y); powr weH e yeH, ((=,9)f =
= (4P, AP(t)y)) powr meH* of yeH*t, AZ(1) est la fermeture de
AL(t) dams H et A(t) est lo fermeture de AD(t) dans Hy .

Nous nous permettons d’omettre la démonstration, qui s’obtient
facilement en s’appuyant sur les lemmes 7.6-7.9.

8. Opérateur de Green du probléme du type de Schrédinger

Dans ce chapitre il s’agira du probléme considéré dans [7], chapitre
VIII, § 5, p. 167-172. Nous y supposons vérifiées les hypotheéses 7.1 ef
congervons toutes les notations introduites au chapitre 7. Nous considé-
rons le probléme de Cauchy abstrait

dw (1)
8.1 =
(8.1) o

TriorEME 8.1. Sous les hypothéses 7.1, avec n = 1, il ewiste un opé-
rateur de Green unique G(t,s) du probléme (8.1), ayant les propriétés sui-
vantes:

—iA({)o(t) pour £e(0,T), x(0)=x,.


GUEST


324 J. Kisynski

(8.2) t, 8 — G(t,8) est ume fonction & valeurs dans £(Hy , Hy) for-
tement continue sur le carré 0 <s, t <T;
(8.3) G(s,8) =1 pour tout se{0, T);
(8.4) G(t,8)G(s,r) =G, r) pour 0 <71,8,8 <1}
(8.8) G(t,)H* =H' pour 0 <s,t<T et t,8 —G(t,8) est une
fonction & valewrs dans & (HF , Hi) fortement continue sur le carré 0 <s,
1<,
(8.6) £, 8 — G(t, s) est ume fonction & valewrs dans £ (H{ , Hy) for-
tement contindiment différentiable sur le carré 0 < s,t < T et, dans ce sens,
on a
d . da )
—G(t,s) = —1A@DG(t,s) et —G(t,s) =1G(t, s)A(s)
dt ds

pour 0 <s,t < T

(8.7) pour £te{0,T> et se{0,T) quelcongues fizés G(t,s8) constitue
un opérateur unitaire dans Pespace H et t, s — G(t, s) est une fonction & va-
leurs dans £ (H, H) fortement continue sur le carré 0 <s,t < T'.

S les hypothéses 7.1 sont vérifies avec n > 2, on a de plus:
(8.8) G(t,5)D(As(s)) = D(A,()) powr 0 <s, t <T et pour tout
8e<0, T et tout weD(A,(s)) la fonotion t — G(t, s)x est contindiment dif-

férentiable au sens de la norme dans HF sur Vintervalle {0, T et satisfait
dams cet intervalle & UVéquation

d
Et—G(t,s)ac = —i4,(1)G(t, s)x;

(8.9) G(t,8)D(Ae(s) = D(4,(1)) pour 0 <s, t<T et pour tout
8¢0, T et tout we.@(flo(s)) la fonction t — G(t, $)w est contindment diffé-
rentiable au sens de lo norme dans H sur Vintervalle <0, T et satisfait dans
ceb intervalle & 1éguation

d
—&?G(t, s)a = —id,(8)G{¢, 8)x.

Démonstration des propriétés (8.2)-(8.7). Posons X = Hy,
Y=H* |li=11lr, 4(t) = —sA(t) et R(t) =1. Alors, Taprés (7.8),
la condition (2.3) est vérifiée. La condition (4.1) résulte de (7.13). Pour
tout 70, Ty Vopérateur A(i) étant autoadjoint dans H;, la condition
(4.2), est vérifie (argumentation est la méme que dans la démonstra-
tion du théoréme de Stone due 3 Yosida [12], p. 20). Enfin, en vertu de
(7.13‘) et dulemme 7.2, § — A(t) est une fonction & valeurs dans Z(H{, Hy)
7 fois, » > 1, faiblement continfiment différentiable, et les conditions
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(4.3) ot (4.4), avec R (1) =1, sont vérifides. Le théordme 4.4 et la remarque
4.5 assurent done lexistence et l'unicité de Popérateur de Green G(i, s)
du probléme (8.1), ayant les propriétés (8.2)-(8.6).

D’aprés (8.6), (7.13) et le lemme 7.6, pour weH™ ot 0 <5, t < T
queleonques fixés et pour & — 0 avec b # 0 ot 0 <i+h < T, on a

1
7(G(t+h, §)—G(t, 8))& — —iA(t)G(E,s)

au sens de la norme dans Hy et G(t+h,s)z — Q(t, )@ au sens de la
norme dans Hi, d’ot, en posant y = Q(t, 8)x,

1
—h—(HG(H"h: 8)a|— |G (2, 5)|l?) =
= ((—lh—(G(t+h, §)—G(t,8))m, G-+ h,s)m)) +

+ ((G(t, $)m, %(G(H- b, 8) —G (%, s))w))»

- —i{((A@)y, y)+ i ((y, At y)=
— (O Ay, 9 +ily, J@OARY =
= —4((y, )G +i((y, yNF = 0.
Par conséquent pour se{0, T> et zeH* quelconques fixés on a

:

%IIG(L s)al =0 pour (0, T,
Qolt |G (¢, 8)a| = ||G(s, s)a|| = ||z pour 0 < s, t <T et weH*. D'apreés
(8.4) et (8.5), comme H™ est dense dans H et H < Hy algébriquement
et topologiquement, il en résulte que, pour tout se<0, Iy et tout 10, T,
on a G(t, s)H = H et G(t, s) constitne un opérateur unitaire dans H.
Daprés (8.5) la fonction #, s — @ (¢, 8)o est, pour tout we<H™, continue
sur le carrd 0 <s,t < T au sens de la norme dans Hy, done a fortiori
continue au sens de la norme dans H, d’ol, H* étant dense dans H et les
opérateurs G(t,s), 0 <s, t < T, étant unitaires dans H, résulte que
t,s > @(f,s) est une fonction & valeurs dans 2 (H, H) fortement con-
tinue sur le carré 0 < s, ¢ <7T. La propriété (8.7) est done démontrée.
Démonstration de (8.8). Nous allons maintenant considérer (8.1)
comme un probléme dans Pespace Hy . Nous posons X = H{, | |l =1l I,
A@t) = —i4,(t) et B() = (@(1))~*. Alors, en vertu du lemme 7.3, la con-
dition (2.3) est vérifide. Comme, d’accord avec le lemame 7.9, pour tout
1e€0, T Dopératenr A,(f) est autoadjoint dans Hi, les conditions (4.1)
¢t (4.2), sont done vérifies (I'argumentation est encore la méme que
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dans [12], p. 20). En vertu du lemme 7.2, de 1.4.2 et de 1.3.2, § — RB(t)
est une fonction & valeurs dans Z(H, Hf) n fois, n > 2, faiblement
contindment différentiable sur lintervalle (0, 7). D’aprés (7.15) on
a (R(O))72(4(3) = Q (1) 2 (4,()) = 2(4,(0)) pour t <0, T, la condition
(4.8) est done vérifide. Enfin, d’aprés (7.15) et le lemme 7.2, pour tout
ze2(4,(0)) fixé, ¢ — (R(1)) A B R(t)w = —iQ(t)4,(0)x est une fonction
& valeurs dans H; = fois, n >2, faiblement continfiment différentiable
sur intervalle (0,7, donc la condition (4.4) est véirfiée. Les hypotheéses
4.3 sont ainsi vérifibes et le théoréme 4.4 assure lexistence et 1'unicité
de V'opérateur de Green Gy(i, s) ayant les propriétés (ii)y-(v),. Daprés
Punicité, résultant de ’inégalité (2.10), des solutions du probléme (8.1),
on a Gy(t,8) = G(t,8) pour 0 <s,t<T (nous nous permettrons d’ometire
les détails) et par suite (8.8) résulte immédiatement de la propriété (v), de
Topérateur de Green G,(t,s).

Pour établir la propriété (8.9) de Lopérateur de Green G(t, s) nous
nous appuierons sur le lemme suivant:

Levue 8.2. On a

(8.10) G(t,8)D{4,(s)) < D(4(8))  powr 0<s, 1T

by pour tout se<0, I, il ewiste une constante M, =1 telle que
(8.11) A, ()G (2, s)all < M| A,(s)f| TeD(Ag(s)) et 10, 1.

Démonstration de (8.9). D’aprés (8.3), (8.4) ot (8.10) on a D(4y(s))
=G(s,1)G(t, 8) D (dy(s)) = G(s, 0D (4,(8)) pour 0 <5, t < T, d’ovy, avec
(8.10), G(t, 8)D(4,(s)) = D(4,(2)) pour 0 < 8, t <T. Fixons mainte-
nant un se{0, T et un we@(Ao(s)}. Comme H* est dense dans H, il
existe une suite y,, n =1, 2, vy telle que y,eHT pour n = 1,2,...
et lly,—Ao(s)@l] - 0 avec % — oco. Alors @, — (Ao(s))—lyﬂs@(/ll(s)) pour
7 =1,2,... ef puisque, en vertu de (7.12) et du lemme 7.4, (/1(,(8))‘1 =
=dJy(8)eL(H, Hf) cZ(H,H), done |jw,—a| -0 avee n — co. Comime
Hf = H algébriquement et topologiquement, donc, d’aprés (8.8), les
fonetions ¥ — a,(1) = Q(t, 8)a,, n = 1,2,..., sont continfument diffé-
rentiables sur Pintervalle (0 »I> au sens de la morme dans H et on
& dwn(1)[@t = —iAg()Q(t, s)m, pour 1e0, I) et n=1,2,... Dapres
(87, 16, )0 —2a(1)]| = |lw,—a| et, dapras (8.11)

don(t) ||
at |

= 40 G (2, 8)(@n— )| < M, || 4y (5) (@n— )] = Mo llyn—Ag(s)a]].

pour

H

“ —id, ()G (t, 8)m—

Par conséquent, en vertu du théoréme sur la dérivation terme & terme,
pour tout 8¢<0, T et tout weP(4,(s)), la fonction ¢ — @Q(t, s)@ est con-
tinfiment différentiable au sens de la norme dans H sur Pintervalle 0, T

e ©
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et on a
d X
E{G(t’ sl = —id,()@(t, 8)x

pour te{0, I. La propriété (8.9) est done démontrée.

Démonstration du lemme 8.2. Comme 2(AF* (1) = H* d’apreés
le lemme 7.10, on a, d’accord avec (7.14)

(8.12) 2(4,(t)) = 2(43 (1) te{0, T>

et, comme |z = || 45 (t)x]| d’aprés le lemme 7.10, donc

(813) [l4P(0)all = || 45(t)alF 10, T> et 2eD(d,(2)).
D’aprés (8.8) et (8.12) on a

(8.14)  G(t, 8)D(43*(s) = 2(A () 0<s, t<T.

En vertu de (7.12) et du lemme 7.9, pour tout ¢e<0, T, Popérateur
A, (t) est inversible et fermé dans H; avee Z(4, (t)) = H*, done Pensemble
Q(Al(t)) muni de la norme |[|o|||; = ||4, (¢)a]i constitue un espace de
Hilbert contenu dans Hy algébriquement et topologiquement. Comme,
d’aprés (8.8), pour 0 < 8,1 < T queleconques fixés, G(f, 8)eZL(HF, HY) et
G(t,8)2(4,(s)) = 2(4,(1)}, on a, en vertu du théoréme du graphe ferms,
G(t,8)e Z(2(4,(s), 2(A,(1)) et par conséquent A, (£)G (%, s) eL(D(4,(s)),
H{). Dans la suite nous supposerons 8e{0, T fixé. Il résulte de (8.8)
que ?— A,(t)G(t,s) est une fonction & valeurs dans ,?(.@(Al(s)),ﬂ‘;*)
fortement continue sur lintervalle (0,7, en vertu du théoréme de
Banach-Steinhaus il existe donme une constante m, > 1, telle que
42 (1) 6 (2, 8)als" < my|[|2]]ls = ms || A1 () @] pour @D (4y(s)) et <0, T.

H

pour

pour

pour

.Dotlt, d’aprés (8.12), (8.13) et le lemme 7.3, on obtient que

(8.15) || 45* (16 (8, s)all < M43 (s)a zeD (4 (s)) et <0, T,

o M, = ams. Daprés (8.7), (8.14) et (8.15), pour démontrer (8.10) et
(8.11) il suffit d’appliquer le théoréme 6.1 pour p, = §,p = 1, #, = #; =
=H, Ay = Ay(t), A; = 4y(s) 85 B = G(¢,s).

Le lemme 8.2 est done établi et la démonstration du théoréme 8.1
est ainsi achevée.

Remarque. Sous les hypothéses 7.1 avec n > 1, supposons donnéde
une fonection ¢ — u(f) & valeurs dans Hy , nulle pour ¢ < 0 et intégrable
au gens de Bochner sur lintervalle <0, T, vérifiant

pour

i), o) + = (00, 9)) = (@ 200

pour tout veH*, au sens des distributions sur (—oo,T), ol u,eH~ est
fixé. Comme ((z,y)) = ((A(t)x,y)) pour te<0,T>, weH" et yeH™,
d’apréy (7.9) et (7.13), on déduit alors que ¢ — A (f)u () est une fonction
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4 valeurs dans Hj intégrable au sens de Bochner sur Vintervalle (0, T
et que

i
u(t) = uy—i [ A(z)u(v)dz
[

dans Hy pour presque tout te{0, T'>. I’hypothése 2.2 étant vérifiée pour
X=Hy, [ =11 #=§ (ligurant dans (7.8)), A(¥) = —44(t) et
2, =0, en vertu du théoréme 2.4 on a done [u(t)f < ¢”|lu,lly presque
partout dans <0, 7. On obtient ainsi une variante (consistant 4 remplacer
I'hypothése ,,u( )eL?(—oco,T; Hy )" par la suivante: ,,u( ) e LY —oo ,T;H{)")
du théoréme d’unicité exposé dans [7], p. 169-170.

Travaux cités

[11 E. Hille, Functional analysis and semi-groups, Baltimore 1948.

[2] E. Hille and R. 8. Phillips, Functional analysis and semi-groups, Pro-
vidence 1957.

[3] W. Feller, On the generation of unbounded semi-groups of bounded linear
operators, Annals of Math. 58, 1 (1953), p. 166-174.

[4] T. Kato, Integration of the equation of evolution in a Banach space, J. Math.
Soc. Japan. 5 (1953), p. 208-234.

[8] — On linear differential equations in Banach spaces, Comm. Pure Appl.
Math. 9,3 (1956), p. 479-4886.

[6] J. L. Lions, Bspaces intermédiaires entre espaces hilbertiens et applications,
Bulletin Mathématique de la Société des Sci. Math. et Phys. de la République Popu-
laire Roumaine 2 (50), n° 4 (1958), p. 419-432.

[7] — Hquations différentielles opérationnelles e problémes auw limites, Berlin-
Gottingen-Heidelberg 1961.

[8] W. Mlak, Integration of differential equations with unbounded operators in
absiract L-spaces, Bull. Acad. Polon. Sci,, 8ér. des sci. math., astr. et phys., 8, 3 (1960),
p. 163-168.

. [91 . Miyadera, Generation of strongly continuous semi-group operators, To-
hoku Math. J. 4 (1952), p. 109-114.

[10] R. 8. Phillips, Perturbation theory for semi-groups of Uimear operators.
Trans. Amer. Math. Soo. 74 (1953), p. 199-221.

[11} H. Tanabe, Remarks on the equations of evolution in & Banach space,
Osaka Math. J. 12 (1960), p. 145-165.

[12] K. Yosida, On the differentiability and the representation of one parame-
ter semi-groups of linear operators, J. Math. Soc. Japan 1,1 (1948), p. 15-21.

[13] — On the inlegration of temporally inhomogeneous diffusion equation in
a Riemannian space, Proc. Japan Acad. 30 (1954), p. 19-23 and 273-275.

[14] — Semigroup theory and the integration problem of diffusion equations,
Proc. Intern. Congr. Math. 1954, Amsterdam 1957, vol. I, p. 405 -420.

[158] — Amn operator theoretical integration of the temporally inhomogeneous wave
equations, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 7,4 (1957), P. 463-466.

Regu par la Rédaction le 29. 3. 1963

icm°

STUDIA° MATHEMATICA publient des travaux de recherches (en langues
des congrés internationaux) concernant I’Analyse fonctionmelle, les méthodes

abstraites d’Analyse et le Calcul de Probabilité. Chaque volume contient au moins
300 pages.

Les manuscrits dactylographiés sont a adresser 3

M. Wiadystaw Orlicz
Poznah (Pologne), ul. Libelta 22, m. 4,
ou &
M. Marceli Stark
Warszawa 10 (Pologne), ul. Sniadeclkich 8.
Les auteurs sont priés d’indiquer dans tout renvoi bibliographique le nom de

Pauteur et le titre du travail cité, I'édition, le volume et ’année de sa publication
ainsi que les pages initiale et finale.

Adresse de 1’échange:
Warszawa 10 (Pologne), ul. Sniadeckich 8.
STUDIA MATHEMATICA sont & obtenir par l'intermédiaire de
ARS POLONA
Warszawa 5 (Pologne), Krakowskie Przedmiefcie 7.
Le prix de ce fascicule est 2,5 §.

PRINTED IN POLAND

WROCLAWSEA DRUKARNTIA NAUEKOWA


GUEST




