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STUDIA MATHEMATICA, XXIV. (1964)

Sur la valeur d’une distribution dans un point
par

F. CONSTANTINESCO (Cluj)

Dans cette note nous nous référons a la théorie élémentaire des
distributions, dans le sens de M. J. Mikusidski et R. Sikorski [3]. Dans
I’ensemble des paires ordonées (F (@), k) formées d’une fonction continue -
F(z) sur un intervalle 4 < # < B (—oco < 4 < B < +00) et un nombre
entier % > 0 on introduit la relation d’équivalence suivante: les paires
(F(2), k) et (G{z),1) sont équivalentes §'il saccomplit une des conditions

a-*r
1° k<l et la djfférenee——d—m,_—,(cﬂ —F(2) existe et est un poly-
nome du degré <k,
a5 (z)
201 < k et 1a différence e — G(w) existe et est un polyndme

du degré <1

Cette relation d’équivalence divise ensemble des éléments (F(x), k)
en classes d’équivalence qui sont des distributions.

Le probléme de la valeur d’une distribution dans un point a été
posé par Lojasiewicz [1]. Nous disons que la distribution f(x) a une
valeur dans le point »; de l’intervalle (4, B) si la limite
(1) Hm f(az+ @)

a-»0

considerée dans le sens de la théorie des distributions existe et est une
distribution constante ¢. On démontre [6] qu’il suffit de supposer que
la limite (1) existe. De son existence il résulte aussi qu’elle est constante.
S. Rojasiewicz a donné la suivante condition nécessaire et suffisante
pour lexistence de la valeur dans un point d’une distribution.

La distribution f(z) a une valeur dans le point &, s’il existe un nombre
entier & > 0 et une fonction continue @ (w) telle que &®(z) = f(z) (*) et

. o@ C
@ ;}LII;I (r—z)f  EK!

(1) Dans la relation @ (x) = f(x) la dérivation est prise dans le sens de la
théorie des distributions,
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Nous allons donner une autre condition nécessaire et suffisanto
pour lexistence de la valeur dans un point d’une distribution, & laide
de 1a notion de différence divisée [5]. En méme temps, nous allons montrer
que le probléme de la valeur d'une distribution dans un point est étroi-
tement 1ié an probléme de lexistence d'une dérivée directe d’ordre su-
périeur pour une fonction continue.

1. Soit F(x) une fonction continue dans l'intervalle 4 < o < B.
Nous désignons par

(3) [mlawzv--'7wn+1;p]
la différence divisée [5] de Yordre n de la fonetion F(») sur les nocuds
distinets @,, gy ..., @y, C’est une expression lindaire, rymétrique,
déduite en wvertu de la relation de récurrence
S = [#,, mgg_f:ﬂ-;rumnq-l? Fl— [, a,, . ©y a’z!v; m
(4) [1?1, Doy «vvy By ] = Tpr — 0y
[#,; F] = F(wy).
A laide des différences divisées nous pouvons écrire la formule

d’interpolation de Newton, sur les mnoeuds distincts w, o, ..., @, de
la maniére suivante:

(8) F(o) = F (@) + (@—o;) [0, €5 F1+...+
+@— o) (@—a5).. . (@ —wp_) [0y, @, ..., 5p; B+

F(@—w)(@— ). (0—wp) [81, @4, ..., By, @5 F],
d’otl nous avons

H

(6) [@yy ®ay ..oy B, @5 F1]
_ F(2)—F (@) — (0—,) [0, B; F] _
B (e—m)(@—a)... (0 —wp)
_ (20— @) (10— 1,) s (B—p_ ) (@1, @y, ..., @y F
(w—m1)(@—m,)... (0 —wp) '
2. Nous voulons démontrer le guivant
Trtonime 1. Lo condition nécessaire et suffisante pour que la distr

bution f(o) ait une valeur dans le point o, de Vintervalle A < o< B est

qu'il ewiste une fonction continue F(x) et un nombre entier % =20 tel que
FO(@) = f(a) et

. (o]
(7) Hm [mliﬁzy“'ymk750§F]="—7
Ty >3y k!
mk»m;
x ‘*zl

les noeuds @,, ..., 2, & tendant une maniére independant vers w,.
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Supposons que la limite (7) existe. Alors, selon la formule de récur-
rence des différences divisées, nous avons

(@, Tay ..., 24, 03 F] = (s, 25, ooy B3 Fl— [0, @, ...y @5 F
r—,
ou bien
(8) [, @oy ooy mp; F] = (21— ) [2,, @, vey By, @y B

+ [, @55 ..., 25 F1.

Mais, pour @, - @, la limite du second membre existe, done de (8)
il resulte 1'existence de la limite

Lm [z, @ay ..., a; F] = (@1, @1y ...y @ FI,
Tg—> a]

La relation (8) devient

(@) @1, @5y ..oy 235 F] = (@1 —)[2,, @1, @3, ..., 015 F1+
+ [y, w3, ..., @5 F1.

Mais nous avons

lim{w,, @, s, ..., 2; F] = (@1, By, @y, ooy a5 F]
ﬂ:s-—)ﬂl

et

Um @y, &3, ..., 3; F] = [2y, z,, sy @5

T3>
en vertu de la condition antérieure. Alors nous déduisons de (9) Pexistence
de la limite

Lm [@, 2, ..., &; F]
Tog—> Ty

et, en général, de la limite

(10) Yim [, ,, ..., 2; F], J=2,3,...,k.

En vertu de ceci, nous pouvons passer & la limite dans (6) pour
Ly —> &y, By —> By, ..., Xy —> ©; €t nous obtenons

_F’((L‘) ~Py_1 (@)

[mli""m17m;F]= (m—wl)k
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ot P,_,(w) est un polyndme du degré k—1 dansg @ En notant & (z)
— F(#)—Py_y(w), nous avons &M (w) = PO () = f(z) et
9 ()

[@yy Byyveey By 03 F] = w——(w——wl)k .

Tei nous pouvons faire @ — #; et mnous obtenons

i & (o) (o}

im = —

coay (@—m)f k!

ce qui garantit Pexistence de la valeur dans », pour la distribution f(»).
Inversement, admettons que la distribution f(#) a une valeur dang

le point x,. Alors, selon le théoréme de S. Lojasiewicz il exiatlo une fone-

tion continue @ (z) et un nombre entier % > 0 de sorte que ") (@) = f()

et Von remplit.la condition (2). Alors si & est suffisamment proche de

@,, alors il existe un nombre & >0 de sorte que

b (). ¢

. (11) —('w__ ml)k = ﬁ

+e

et ¢ 0 pour # —»#,. De (11) nous avons

D (») C
o—a )T (—k—' +e (m—m)
d’olt il résulte que
. D)
a}i]{pll (v— o) 0
et, en général,
¢
(12) tim - 2@ _ g (G=1,2,..,k=1), &) =0

L) (m—ml)’
Mais nous avons +

D(0)—Plwy)  P(w)
x—n, = o—0

[@y, @3 ] =
et de (12)
lim [#,, #; @] = 0.
BTy
Puis, d’apres (5),

(@) —(@;)— (3—a;) [y, wg; P]

[@1, @y, 05 ] = (@—y) (0—ay)
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et, en faisant ©, — 2,

D(z
(@, @y, 25 ] = @'_(m#
et d’ici

lim [#,, @,, #; §] = 0.
Tg -2y
x>

En général, nous avons
im (@, %5y ..., 2, 2;P] =0, j=1,2,...,k—1.
g2
=y
T >z
Enfin, nous pouvons passer & la limite dans la formule de Newton
pour T, — &y, ..., & —> T, & — %, et nous trouvons

; . D(x) c
lim f# ;0] =lim ———— = —
5‘2"*701[ 19 By« ooy ey B3 D] s (@— )" k
x —Ty

c’est-d-dire nous avons retrouvé la condition (7).

2. Nous pouvons observer maintenant que le probléme de la va-
leur d’une distribution dans un point est lié & des recherches plus ancien-
nes concernant ’existence de la dérivée directe pour une fonetion eon-
tinue [4], [6]. Nous disons que la fonction continue F(z) admet une
dérivée directe de Dordre % dans le point », sl existe

lim{[w,, @, ..., 2, ©; F],

alors que ®,, @5, ..., %, # tendent d’une maniére indépendante vers z,.
On sait [4] que de D’existence de la dérivée habituelle de Pordre k& dans
le point z, il résulte I’existence de la dérivée directe de I’ordre k dans ce
point, mais la réeiproque n’en est pas vraie. Il en résulte que le théoréme 1
peut étre énoncé aussi sous la forme équivalente:

THEORBME 1. La condition nécessaire et suffisante powr que la distri-
bution f(x) admette une valeur dans le point ®, est que dans la classe d'équi-
valence qui définit aussi f(x) il existe une paire (F (), k) de sorte que la
fonction F(x) admette une dérivée directe de Vordre k dans le point ;.

En conclusion, nous mentionnons que, de la méme maniére, nous
pouvons traiter des valeurs ponctuelles latérales (1) de méme que le
probléme de la fixation d’une variable dans une distribution de plusieurs
variables (2).
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On the iterative procedures of best strategy for inverting
a self-adjoint positive-definite bounded operator in Hilbert space

by

A. KIEEBASINSKI (Warszawa)

1. Introduction. This paper is closely connected with the paper [1]
of M. Altman and with the well-known iteration procedures of the best
strategy for solving numerical problems of linear algebra [6]. In this
saper a Chebyshev iterative method of arbitrary degree for inverting
pelf-adjoint, positive-definite, bounded operators in Hilbert space is
developed. For the discussion of results and comparison of methods
several basic ideas and properties of some known methods are reca-
pitulated.

Probably the most efficient methods for inverting matrices are not
iterative methods but methods of the type of Gaussian elimination.
For improving an approximate of the inverse A~' obtained by such
elimination procedure it seems sufficient to apply one or two steps of
the well-known second degree hyperpower method. Therefore methods
developed in this paper are probably not very essential to the numerical
practice.

2. Hyperpower methods in Banach spaces. Let 4 be a linear,
bounded, non-singular operator with the domain and the range in a com-
plex Banach space B. Let us suppose that a linear bounded operator
D, satisfies the condition

@) , L—Dodf = o <1,

where I is the identity mapping of B. By introducing a linear operator
B, = I—D,A we see that the equation

@) X = B, X+D,

is satistied by the operator A~ In virtue of (1) the operator A~' is the
unique solution of equation (2) and we have A~' = th,., where the

sequence of operators {X,} is defined by the recurrence formula

(3) Xk+1 = By X;+D,, kE=0,1,...
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