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Sur une équation fonctionnelle (I)

par D. BryDAK (Krakéw)

Introduction. Le sujet de ce travail est I’équation fonctionnelle

(1) p{F [z, px)]} = @(x),
ou ¢(x) est la fonction inconnue et F(x,y) est une fonction donnée.
L’équation (1) est un cas particulier de 1’équation

(2) p{F[z, p(2)]} =4[z, ()],
ou G(z,y) est aussi une fonction donnée. Nous obtenons 1’équation (2)
en étudiant des courbes invariantes sous la transformation z' = F(x, y),
y' = G(x,y). L’équation (2) a été étudiée en rapport avec le probléme
des courbes invariantes par S. Lattés [7] et P. Montel [10]. Des cas par-
ticuliers de cette équation ont été étudiés par de nombreux auteurs:
M. Kuezma [3], [4], [6] et M. K. Fort [2] ont traité le cas ou F(x, y) = v,
K. Kuratowski [6], R. Wagner [11] et W. Liissy [9] se sont occupés
de ’équation
(3) plz+o(®)] = @)
dite équation d Euler, qu’on obtient d’un probléme géométrique (1).
Le résultat essentiel du travail [11] dit que toutes les solutions de ’équa-
tion (3), possédant la propriété de Darboux, sont constantes.

Dans le présent travail nous allons présenter quelques théorémes
‘sur les solutions continues de 1’équation (1).

Nous admettrons dans la suite, sons toujours le rappeler que la fonc-
tion F(z,y) satisfait aux hypothéses (H) suivantes:

1° F(z,y) est définic ct continue dans un rectangle

K = {a, ) x(y,90),
2° F(z,y)e<a, B> pour (z,y) K,
3° F(x,y) est une fonction strictement croissante par rapport & la
premiére variable et strictement monotone par rapport a la deuxiéme.
(*) C’est le probléme de Gergonne: quelles sont les courbes telles que la longueur
de la normale contenue entre la courbe et ’axe x soit égale a la valeur de la fonction

au point d’intersection de cette normale avec 1’axe des x? (Annales de Gergonne,
v. XII).
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Remarque. Chacun des nombres a, 8, y, d peut étre infini et quand

lim F(x, y) = oo pour un ¥ € (y, 6), nous admettons F (oo, y) = co pour
=00

cette valeur de y. De fagon analcgue nous admettons F(—oo, y) = — oo,
si lim F(z,y) = —
I—00

Nous dirons qu’une fonction est continue a Uinfint si elle posséde

une limite, finie ou non, a Pinfini.
Introduisons la

DEFINITION 1. Pour une fonction F(x, y) satisfaisant aux hypothéses
(H) désignons

Fy(z, y) = =,

F,,,+1(£L‘,y) -F[Fﬂ 7:'/)?/]7'”'—0 1

On peut facilement démontrer par 1nduction que
(4) Fo[F(, y)] = Fpyr(w,y) pour n,k=0,1,..
et que toute fonction satisfaisant & 1’équation (1), satisfait aussi a ’équation
(8) ¢ {Fal2, p(x)]} = p(2), n=0,1,..

Maintenant nous allons démontrer le

LeMMmE 1. 8¢ F(x, y) satisfait aux hypothéses (H) et st ume fonction
@ () satisfait a Uéquation (1) dans {a, B) et posséde la propriété de Darboux
dans (a, B, alors, pour tout a tel que

(6) Fla,p(a)] >a
et tout b tel que a <b < Fla,qp(a)], on a les inégalités
(7) Fpla, p(a)] < Falb, ()] < Fpiila,p(a)]l, n=0,1,..

Démonstration. Pour » = 0 la conclusion de ce lemme se confond

avec l’hypothése. D’abord nous allons démontrer 1’inégalité (7) pour
n =1, c’est-a-dire 1’inégalité

(8) Fila,p(a)] < F\[b, ¢(b)] <Fla,p(a)].

Comme F(x,y) est une fonction strictement croissante par rapport a =z,
la suite {Fa[a, p(a)]} est strictement croissante en vertu de (6), ¢’est-a-dire

(9) Frniila,p(a)] > Fula, p(a)], n=0,1,..

Supposons que l'inégalité (8) ne soit pas remplie. Alors deux cas sont
possibles:

(I) Fila,p(a)] <Fela, p(a)] <F,[b, ¢(b)].
ol
(II) Fi[b, ¢(b)] < Fi[a, ¢(a)] < F,[a, p(a)].

Considérons ces cas successivement.
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(I) Posons @(z) 2 Fla, @(2)]. Comme F(x,y) est continue et ¢(x)
posséde la propriété de Darboux, @(x) la posséde aussi. Alors, en vertu
de I'hypothése que D(a) < Fy[a,¢(a)] < D(b), il existe un ¢ tel que
a<c<bet ®(¢) =F,[a,p(a)]. Nous avons donec

D (c) = Fi[c, p(c)] = Fyla, p(a)]

et il en résulte, en vertu de (1) et (5), que

plc) = @la).
Alors

Fle,p(e)] = File, p(0)] = Fyla, ¢(a)] = F{F\[a, p(a)], ¢(a)}

et comme F(z,y) est une fonction biunivoque par rapport & x, il en
résulte que ¢ = F,[a, ¢(a)], contrairement & ce que ¢ < b < F,[a, p(a)l.

(II) En conservant pour @(z), le méme sens que dans le cas (I),
nous avons, en vertu de (5) et de la définition 1:

O{F: [z, ¢(2)]} = F.[=, p(a)] .
De facon analcgue au cas (I) il existe un ¢’ tel que b < ¢’ < F,[a, ¢(a)] et
D (¢') = Fi[a, p(a)]

d’ou il résulte, en vertu de (1), que

p(¢') = @(a),
et de méme fagon que dans le cas (I), nous obtenons ¢’ = a, contraire-
ment a la condition a < b < ¢'.

Nous avons démontré l’inégalité (8). Supposons maintenant que
Pinégalité (7) soit vraie pour un nombre entier » > 0. Mettant dans
P’inégalité (8) Fnpla, p(a)] pour a et Fo[b, ¢(b)] pour b, nous voyons que
pour 7 +1 D’inégalité (7) résulte de (7), (8) et (9). Le principe de I'induc-
tion mathématique entraine donc que 1’inégalité (7) est vraie pour tout =
entier et positif.

De fagon analogue on peut démontrer:

LemMME 2. 8¢ F(z,y) satisfait auz hypothéses (H), et si une fonction
o (z) satisfait a Uéquation (1) dans {a, B) et posséde la propriété de Darboux
dans {a, B>, alors, pour tout a tel que Fla,p(a)] <a et tout b tel que
Fla,p(a)l <b<a, on a les inégalités:

Frula, pla)] <Fuld, ¢(b)] <Fnla,pla)], n=0,1,..

Pour F(z,y) et K = (a, > x(y, d) fixé nous introduisons les défi-
nitions suivantes:
DEFINITION 2.

Z,ZL (x: F(z,y) = x}.
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DEFINITION 3.

i@ y)g{sup[(aaF(wyy))nZy], lorsque  (a, F(@,y)) nZy # O,
= a, lorsque (a, F(z,¥y) nZy =90.

o,y 2 [l ) 2, omave (e ), ) 2 20,
) B, lorsque (F(x,y),f) ~nZ,=0.

8i —co< a< f< oo il peut arriver que (F(x,y),f) ~Zy =0 ou
bien (a,F(z,y)) ~ Zy = O, mais pour tout y nous avons Z, # @, car
dans le cas contraire nous aurions ou bien F'(8, y) > 8, ou bien F({a, y) < a,
contrairement au point 2° des hypotheses (H).

LeEMME 3. 8% la fonction F(z,y) satisfait aux hypothéses (H) et pour
un point (x,y) e K Dinégalité

(10) Flz,y) >

est remplie, alors ' i
lim Fo(z,y) = d(z,y) .
Démonstration. En vertu de (10) la suite {F,(x,y)} est stricte-
ment croissante. Comme F(z, y) est une fonction strictement croissante
de x, nous avons

Fiz,y) =F[Fz,y), y] <F[(i(m, Y), y] <a(m7 Y),

en vertu de la définition 3 et des hypothéses (H). Alors nous obtenons
par induction l'inégalité

(11) Fn($7y)<a(m’y)7 n=0,1,..

Soit ¢ un point quelconque de 'intervalle ouvert (F(wz,y), d(x,y)).
Nous allons démontrer que 1’inégalité

(12) Fulz,y) > g

est remplie pour tous les indices n suffisamment grands.

Supposons, an contraire, qu’il existe des indices n, aussi grands que
I’on veut, tels que (12) n’ait pas lien. Mais dans ce cas ’inégalité Fy(z, )
< ¢ est remplie pour tous les n suffisamment grands, car la suite {Fy(z, y)}
est croissante. Il en résulte que
(13) F(z,y) < im Fy(z,y) =g'<g <d(z,y).

n—>00

Comme il résulte de la définition 1 que F,ii(z, y) = F[Fn(z, y), y], nous
obtenons, en vertu de la continuité de la fonction F(x, v), que ¢’ = F(g’, y),
d’ou ¢’ e Zy. Ensuite, il résulte de (13) que ¢’ ¢ (F(x,y),p) done
g e (F (z, ), ﬂ) ~ Z, #+ ©. Nous en obtenons ¢’ > d(z, y), contrairement
a Dinégalité (13).
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Ayant démontré que 1’inégalité (12) est remplie pour tous les n suf-
fisamment grands, nous concluons que pour tous les n suffisamment.
grands les termes de la suite {F.(x,y)} se trouvent dans lintervalle
(9,d(x, y)), en vertu de (11). Le nombre g étant arbitraire, la formule

dz,y) = }LlIg (Fau(@, y)) est démontrée.

De méme fagon on peut démontrer:

LeEMME 4. 8¢ la fonction F(xz,y) satisfait aux hypothéses (H) et pour
un point (z,y) e K Dinégalité

Fle,y) <
est remplie, alors

lim Fu(z,y) = d(z,¥y) .

THEOREME 1. Soit F(x, y) une fonction satisfaisant aux hypotheses (H)-
et p(x) une solution continue de Uéquation (1) dans <{a, ). Sl existe un
a tel que aela, B> el aé Zyg, alors p(x) est constante dans Uintervalle

dla, p(a)l, a[‘h @(a)]) .

Démonstration. La condition a ¢ Z,, dit que F[a, p(a)] # a (voir
la définition 2).

1) Comnsidérons d’abord le cas ou F'[a, ¢(a)] > a. Il résulte du lemme 3.
que, pour z e <a, d[a, ¢(a)]>, nous pouvons trouver un k >0 tel que.

Firla,p(a)] <z < Frula,¢(a)].
Il en résulte, en vertu du lemme 1 et de (5), que
FulFy[a, p(a)], p(a)} < Fulz, ¢(2)] < Fpii{Fila, p(a)], p(a)}
pour n =0,1, ...
En ayant égard & la définition 1 nous obtenons les inégalités suivantes:.
Foikla, pa)] < Fulz, o(2)] < Fririila, p(a)].

De ces inégalités et du lemme 3 nous déduisons, en vertu du théoréme.
des trois suites, que

lim Falz, ¢(a)] = lim Fu.rla, g(a)] = lim Fala, ¢(a)] = dla, p(a)]

n—>2% n—oo
Comme la fonction F'(z,y) est continue, nous en déduisons que

F{d_[a,(p( a)l, p(z)} = hm F{Fn [z, ()], p(x)} = im Fu[z, ¢(z)]

n—>00

=d[a, p(a)] = F{d[a, ¢(a)], ¢(a)},

d’ot ¢(a) = ¢(x) dans <{a,d[a,¢(a)]), puisque la fonction F(z,y) est.
biunivoque par rapport a v.
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2) Dans le cas ou F[a,¢(a)] < a, nous obtenons de méme fagon
que ¢(x) =¢(a) dans {dfa, ¢(a)], a).

3) Revenons au cas ou F[a,q@(a)] > a. Désignons par 1! la borne
inférieure des nombres I’ tcls que U € (a, a) et p(x) = ¢(a) dans ', a).
Si | = a, nous avons ¢(z) = ¢(a) dans <{d[a, ¢(a)], a), car d[a, ¢(a)] < a,
en vertu de la définition 3. Supposons que ! > a. Il résulte de la con-

tinuité de la fonction ¢(x) que ¢(l) = ¢(a). Nous allons démontrer que
F[l,p(1)] = 1. En effet, si I'inégalité

(14) ' F[l, (] <1

est remplie, nous avons, en vertu du point 2), que ¢(z) = ¢(l) = ¢(a)
dans <d[l, ¢(1)],1). Mais la suite {Fa[l, ¢(I)]} étant strictement décrois-
sante, en vertu de (14), il résulte du lemme 4 que d[l, ¢(1)] < 1. Alors
¢(x) = p(a) dans <d[l, p()], d[a, ¢(a)]>, car en vertu du point 1) de
cette démonstration on a ¢(x) = ¢(a) dans <{a, d[a, ¢(a)]).

Supposons ensuite que

(15) P, o) >1.

Il résulte de la continuité des fonctions F(z, y) et p(2) qu'il existe un
e >0 tel que pour tout Z satisfaisant a

(16) l—e<Z <l
on a
(17) Pz, p(@)] > 1.

Il existe, en vertu de la définition de !, un z satisfaisant & (16) (donc Z
satisfait aussi & (17)) tel que

(18) ¢(x) #pla) =9().
I1 résulte de (16) et (17) que
(19) << F[z,p(T)].

Comme F(z,y) < d(z,y), nous avons F[Z, ¢(Z)] < d[Z, ¢(Z)]. De cette
inégalité, de (19) et du pcint 1) de cette démonstration nous obtenons
¢(l) = ¢(Z), contrairement a (18).

Alors Pinégalité F[1, ¢ (1)] <1 doit étre remplie d’ou F[I, ¢(I)]—1 <0,
et il en résulte, en vertu de l’inégalité F[a,p(a)]—a > 0, qu’il existe
un ¢ tel que

(20) l<e<a et Fle,p(c)]—c=0.

De la définition de I et de (20) nous obtenons ¢(¢) = ¢(a), donc F[e, ¢(a)]
= ¢, A0 ¢ € Zyq). Alors I < ¢ < d[a, ¢(a)] et p{(z) = p(a) dans <{d[a, p(a)],
dla, p(a)l>.
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4) Dans le cas ou F[a,¢(a)] < a, nous obtenons de méme fagon
(prenant pour ! la borne supérieure des points ! tels que U'< f et
¢(x) = p(a) dans), que ¢(z) = @(a) dans (dla, p(a)], d[a, ¢(a)).

On déduit aussi du théoréme 1 le .

COROLLAIRE 1. 8% la fonction F(z,y) salisfail aux hypothéses (H)
et la fonction @(x) est une solution continue de Véquation (1) dans {a, B,
prenant une valeur constanie ¢ dans un intervalle I, alors ¢(z) = c dans
Dintervalle (a’, B> tel que I C<a’y ', @’y B’ € Z, v {a} v {B} et qu’il n’existe
aucun intervalle <a'’'yp''> tel que IT {a'’, "> C<a,f'> e ", 8" e Z, v
v {a} v {B}.

Il suffit de remarquer que la condition ¢(z)=c dans I = <a’,b’)
entraine @(x) = ¢ dans {d(a’,c), d(b’, ¢)> et que pour tout (z,y) e K nous
avons d(z,y) <z <d(z,y).

Avant d’établir les autres théorémes concernant les solutions con-
tinues de 1’équation (1) nous introduisons les définitions suivantes:

DEFINITION 4. Pour une fonction F(z,y) donnée, nous désignons
par E l’ensemble de tous les & pour lesquels il existe un y tel que
F(xz,y) =a. Nous avons done

B2z,
(voir la définition 2). !

DEFINITION 5. Pour une fonction F(z,y) donnée nous désignons
par ¢@o(x) la fonction, définie sur E, telle que

Flz, g(@)] = = .

LeMME 5. 8¢ la fonction F(x,y) satisfail aux hypothéses (H), alors
Vensemble Z 2 E— ({a} v {B)}) est ouvert.

Démonstration. Cette démonstration est analogue & celle de I’exis-
tence d’une fonction implicite (voir, p. ex., [8]). Soit ¢ un nombre po-
sitif et (Z,y)e K, F(ZT,y) =% e Z. Il résulte des hypothéses (H) que
la fonction

f(@,y) 2 Flo,y)—w

est continue et strictement monotone par rapport & y. Supposons qu’elle
soit strictement croissante par rapport a ¥ (si elle est strictement dé-
croissante la démonstration est analogue). Soient ¥, et y, deux nombres
tels que

YSH <Y<Y <9.

Alors nous avons f(Z, y,) < f(Z, ¥) = 0 < f(Z, y,), car la fonection f(x, y)
est strictement croissante par rapport & y et (%, %) ¢ E. En vertu de la
continuité de la fonction f(z, y) il existe deux nombres positifs, ¢, et &,
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tels que f(z,y,)<0 pour ze(ZT—¢,Z+e) et f(z,y,) >0 pour
ze(Z—e, T+ &) Alors nous avons

(21) flz,y,)<0 et [f(x,y,)>0 pour xe(ZT—e,x+¢),

ol ¢ = min(g,, &). Il résulte dela continuité de la fonction f(x, y) et de (21),
que pour tout z e (r—e, Z+¢) il existe un y tel que y <y, <y <y, <
et f(z,y) = 0. Nous avons donc (T—e,Z+¢)C Z, ce qui démontre que
P’ensemble Z est ouvert.

LEMME 6. 8¢ la fonction F(xz,y) satisfail aux hypothéses (H), alors
la fonction py(x), définie par la définition 5, posséde les propriétés suivantes:

1° elle est définte d’une maniere univoque sur E,

2° g1 elle est définie en un point de E— ({a} v {B}), alors elle est dé-
finie dans un voisinage de ce point,

3° elle satisfait a Véquation (1) sur E,
4° elle est continue sur E.

Démonstration. 1° est une conséquence immeédiate du fait que
la fonction F(x,y) est monotone par rapport a v.

2° résulte du lemme 5.
3° résulte de la définition 5.

40 Soit ®y, &y, ...€e E et limzx, = z,. Posons yn = gi(xs), pour

N—>00
n=0,1,.. Supposons que la suite {y,} ne converge pas vers ¥y,. Alors
il existe une suite {k,} d’indices telle que k; < k, < ... et lim yy, = ¥ # ¥,.
Nous avons, en vertu de la continuité de la fonction F(z,y),

xy = limazy, = lim F(,.,, y,) = F(limay,, limy,, ) = F(x,, ¥),
n—>o00 n—»o0 n—>0o n—»oo0
car z, e £ pour n=1,2,... et z, ¢ E. Il en résulte que F(z,, y) = x, et,
comme la fonction F(z,y) est strictement monotone par rapport a v,
que y = ¥y,, contrairement a notre hypothése que y # ¥,.
Le lemme 6 et le corollaire 1 entrainent

COROLLAIRE 2. Si la fonction F(x,y) satisfait aux hypothéses (H),
et la fonction @(x) est une solution continue de Uéquation (1) dans {a, f>,
prenant une valewr constante ¢ dans wun intervalle (a’,p’> tel que a’, f’
eZ,u {a} v {B} et qu'il wn'existe aucun intervalle J contenant (a’, B>,
différent de (a’, B> tel que la fonction @(x) soit constante dans tout Dinter-
valle J, alors Vinégalité o’ # a (B’ # f) entraine que la fonction gyx) est
définie au point o' (B'). 8i a< a’' < f'< B, alors goa’) = @o(f’) = @(a’)
=g(p) =c.

Pour démontrer que g@g(a’) = @(f’) = ¢ il suffit de remarquer que
a' =1, ou I est le nombre défini au point 3) de la démonstration du théo-
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réme 1 et 8’ =1, ou ! est le nombre défini au point 4) de cette démon-
stration.

Pour donner toutes les solutions continues de I’équation (1) nous
allons introduire les définitions suivantes:

DEFINITION 6. Si la fonction F(x,y) est une fonction donnée, nous
désignons par R ’ensemble de toutes les familles d’intervalles I, = {aa, f),
satisfaisant aux conditions suivantes:

1° Inn~ I = O pour n # m.

20 In,C<la, B> et In #<a, B).

3° La fonction gy (z) est définie pour tout a, # a et tout f, # B.

4° Si ap, # a et P #~ B, alors @(an) = @y Ba)-

50 <a, ﬁ)-EC U In.

En vertu des points 2°, 3° et 4° de la définition 6, la fonction @)
est définie en 'une au moins des extrémités de tout intervalle I, et si
elle est définie aux deux extrémités d’un intervalle, elle y prend la méme
valeur. En profitant de ce fait, nous désignons par ¢, la valeur de la
fonction @,(x) aux extrémités de l’intervalle I,.

DEFINITION 7. Pour une fonction F(z,y) donnée et R e R nous
désignons

our z el
(22) priz) =" P "

" lgolw) pour zé | I,.

Nous pouvons maintenant démontrer le

THEOREME 2. 8¢ la fonction F(x,y) satisfait aux hypothése (H), alors
toute solution continue de Uéquation (1) dans {a, ) est constante ou elle
est donnée par la formule

¢(®) = gr(®) dans <a,p),
ol @r(x) est définte par la formule (22) et R parcourt R.
Démonstration. D’abord nous allons démontrer que toutes les
fonctions ¢gr(z) satisfont & 1’équation (1). Soit ¢(x) = @r(z), ou R ¢ R.
Soit ensuite x € (a, f)— | In. Alors () = @o(x) et ¢(x) satisfait & I’équa-
tion (1), en vertu du point 3° du lemme 6.

Supposons qu’il existe un indice k tel que z e I, = {ay, f>. Alors
il résulte des hypotheses (H) et de (22) que

Flo,p(x)] = F(x, pr) = Flag, ¢x) = ax = a
et

Flo,9@)] =F(2,p1) < F (i, pr) = B < 8,
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alors Pz, p(x)] € Iy, d’ou

p{F[z, p@)]} = gr = ¢p(x) .

Alors gg(z) satisfait & I’équation (1). 11 est évident que la fonction con-
stante dans <a, ), prenant sa valeur dans l’intervalle (y,d) satisfait
aussi a cette équation.

La continuité de la fonction constante est évidente. Nous allons
démontrer la continuité de la fonction ggr(x). Soit z € (a, ). Si 2 € (an, fr)
pour un indice », alors la fonction ¢gr(z) est continue dans z, car elle
est constante dans In. Si z¢ | (an, fr), nous avons ¢gr(x) = @z), en

n

vertu de (22). Comme z ¢ E, en vertu du point 5° de la définition 6,
la fonction @y(z) est continue dans x, donc pour un nombre arbitraire
e > 0, il existe un nombre 5 > 0 tel que

(23) lpo(@)—@o(t)| <&  pour te(w—mn,z+n)~E.
Soit te(xz—n,z+n). Si te| ) I, nous posons t =1t Si tel ) I,, alors il

existe un indice m tel que teI,. Dans ce cas nous posons I = fn, si
Bm < x et I = am, 81 am > z. Remarquons que si an > @, alors fn > 2,
car x € (am, Bm). 11 résulte de (22) que dans tous ces cas nous avons
teFE et

(24) pr(t) = @o(t) et [I—2|<[t—a].

Alors pour te{z—n,x+7%), nous avons fe(r—n,x+n)~ E, en vertu
de (24) et il en résulte, en vertu de (23), (24) et de 1’égalité ¢r(x)

= (@), que
lpr(@) — @r(l)| = lpo(@) —@o(f)] <&  pour te(z—n,2+7).

Quand a = a; ou B = f; pour un indice %, alors la fonction ¢gr(x) est
continue dans a ou B, car elle est constante dans I, en vertu de (22).
La continuité de la fonction gg(x) est ainsi démontrée pour tout z € <a, §).

Nous allons démontrer que pour toute solution continue w(z) de
I’équation (1), qui n’est pas constante dans <{a, ), il existe une famille
Rye R telle que p(z) = @r,(x).

Si p(x) = @o(w) dans <a, B>, p(x) est évidemment de la forme (22)
pour R, = O. Si y(x) =~ g4(x), alors il existe dans {a, f) un point a tel
que yp(a) # pya), c’est-a-dire Fla,p(a)] # a (voir la définition 5). Il ré-
sulte du théoréme 1 que y(x) est constante dans (d[a, v(a)], d[a, y(a)]).
Soit R, la famille de tous les intervalles fermés I, tels que la fonction
p(x) est constante dans I, et, si y(x) est constante dans un intervalle
fermé J tel que I,CJ pour un indice %k, alors I, =J. De la définition
de la famille B, nous obtenons que I ~ Ip, = @ pour n # m. En vertu
du corollaire 2, nous savons que la fonction ¢y(r) est définie dans toutes
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les extrémités des intervalles I, différentes de a et 8. Désignons I = (a’, ">
€ R,. Il résulte encore du corollaire 2, que yp(a’) = @,(a’), si a’ # a et
p(B') = @o(B’), si B # B. Soit ¢ | ) I,. Comme l'inégalité Flz, p(z)] #* =

entraine, en vertu du théoréme 1, que x ¢ I, pour un indice %, alors nous
avons Flz,y(x)] = @, c’est-a-dire la fonction ¢,(z) est définie dans le
point z et y(x) = @o(x). La famille R, appartient donc & B et en con-
struisant, pour tette famille, la fonction ¢g(z), selon la formule (22),
nous obtenons que y(x) = @gr,(z) dans {a, f>.

On déduit du théoréme 2 le

COROLLAIRE 3. Soit ¢i(z) une fonction monotone. Si Véquation (1)
possede une famille (non vide) de solutions continues, c’est ume famille
a deux paramélres, c’est-a-dire toute solution de Uéquation (1) est définie
par ses valeurs aux extrémités de Vintervalle {a, f>.

Démonstration. Soient deux fonctions, ¢(x) et y(x), coincidant
aux extrémités de ’intervalle (a, #>. Désignons A = ¢(a) = p(a), B = ¢(p)
= y(p). Nous allons démontrer que ¢(z) = y(x) dans {a, f>. Supposons,
au contraire, qu’il existe dans <{a, > un point z, tel que @(z,) # p(x,).
Alors nous avons A # B, car dans le cas ou 4 = B nous aurions ¢(x)
= y(x) = A = B dans {a, >, en-vertu du fait que la fonction g, z) est
monotone et a cause du théoréme 2. En outre nous avons évidemment
a < x, < f§. L’un, au moins, des nombres ¢(x,) et yp(x,) n’est pas la va-
leur de la fonetion g,(z) au point z,. Nous pouvons admettre que ¢(x,)
n’est pas la valeur de ¢,(z) en z,. Alors il existe, en vertu du théoréme 2,
un intervalle <{a,b> tel que a<a<x,<b<p et p(x) est constante
dans <a,b> et @(xr) n’est constante dans aucun intervalle J tel que
{a,b>CdJ et <a,b) #J. Il résulte de 'inégalité A = B que a # a, ou
b # B. Supposons que a # a (en supposant que b # 8, nous procéderions
de fagon analogue). Considérons deux cas: 1) b=, et 2) b < 8.

1) Dans ce cas la fonction @i(x) est définie dans a et ¢ (a) = ¢(z,)
= B, en vertu du théoréme 2. Mais B # y(xz,), donc il résulte du théo-
reme 2 qu’il existe un point z, tel que z, < @; < B et p(z,) = @o(z,). De
méme fagon il existe un point z, tel que z;, < z, < B et B = p(B) = po(@,).
Donc gy(a) = @yo(2,) # po(z,) et a < z, < ®,, mais c’est impossible, car la
fonction ¢,(z) est monotone.

2) Dans ce cas la fonction g,(z) est définie en b, en vertu du théo-
reme 2, et go(a) = p(z,) = @o(b). On voit que la fonction @, (2) ne peut
prendre aucune valeur différente de ¢(z,) dans <a, b)>. Nous pouvons
démontrer, comme au point 1) de cette démonstration, qu’il existe des
points z, et z, tels que z, < a < b < z,, en lesquels la fonction g,(z) est
définie et @q(x,) = @o(;) = v (@) # @o(a) = @o(b). Mais c’est impossible,
car la fonction gy(2) est monotone dans <a, ).
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Pour illustrer le théoreme 2 et le corollaire 3 considérons 1’exemple
suivant:

Soit y=a=-00, d == o0 et

T+ e pour e 0, co),

F prm—
@ 9) {eﬂ—aﬁ—}—w pour ze{—oo,0).

La fonction ¢y(x) est définie, en ce cas, dans le seul intervalle
E = (—o00,0) par la formule

go() = Ina?,

donc elle est décroissante. La famille R se compose des ensembles sui-
vants:

1. Tout ensemble contenant un seul intervalle <{a, oo), ol a < 0,

2. Tout ensemble contenant deux intervalles (—oo,a) et (b, oo),
ol —co<a<b<0.

La famille des fonctions gr(z) (K € R) est, selon (22), la famille de
toutes les fonctions de la forme:

Ina? pour

plz) = {

T
Inz? pour =
et de toutes les fonctions de la forme:

Ina® pour e<a,

p(z) ={lna* pour a<wr<b, a,be(—c0,0)etb>a,
In¥> pour =x>=b.

Pour établir les conditions sous lesquelles les solutions continues
de 1’équation (1) sont monotones nous allons démontrer le

THEOREME 3. Soit F(z, y) une fonction satisfaisant aux hypothéses (H).
Pour que toutes les solutions continues de Uéquation (1) soient croissantes
(décroissantes), il faut et il suffit que la fonction @i(x) soit croissante (dé-
croissante) dans chaque intervalle dans lequel elle est définie.

Démonstration. Nous allons présenter la démonstration du théo-
réme 3 pour les fonctions eroissantes — pour les fonctions décroissantes
elle serait analogue.

Soit @,(«) une fonction croissante dans chaque intervalle, dans lequel
elle est définie. Supposons qu’il existe une solution ¢(x) de I’équation (1),
qui n’est pas croissante dans <{a, §>. Alors il existe des points x, et z
tels que x,, x € {a, B> et

(25) a<z <z, @) >p).

Soit x, la borne inférieure des x qui satisfont aux conditions (25)
pour un z, fixé. Dans chaque voisinage a droite de x, il existe en vertu
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de la continuité de la fonction ¢(z), des points x tels que ¢(z) < ¢(,)
= ¢(x,), donc ¢(x) n’est constante dans aucun de ces voisinages. Alors
il résulte du théoréme 2 que la fonction @,(z) est définie au point x, et
que @o(z,) = @(x;). Comme la fonction ¢(x) est continue, nous avons,
en vertu de (25), a < x, < B. Alors il résulte du lemme 6 que g, (x), étant
définie au point z,, est définie dans un voisinage de ce point. Il existe
donc un nombre positif #, tel que la fonction ¢y (x) est définie dans 1'in-
tervalle (z,, z,+7). La fonction ¢, x) est croissante dans cet intervalle,
en vertu de I’hypothése. Selon la définition du point ,, qui est la borne
inférieure des z satisfaisant a (25), il existe un point z, tel que z, € (z,, z, + 7)
et ¢(z,) < ¢(2,) = @(@,) = @o(2,). Ensuite nous savons, en vertu du théo-
réeme 2, qu’il existe une famille R ¢ B telle que ¢(z) = @a{x). S'il existe
un intervalle I, ¢ R tel que I, = {aa, fx) et x, € In, alors nous posons
t = a,. S’il n’existe pas, nous posons ? = x,. Dans tous les deux cas
nous avons ?e (z,, &, + 1), et @y(t) est définie en t et gy(t) = @(x,). Alors
@olZ2) > @(x,) = @olt) et x, <t < x,, contrairement & I’hypothése que la
fonction ¢,(z) est croissante dans (z,, @, + 7).

Soit ensuite la fonction gi(z) définie dans un intervalle <a, b) con-
tenu dans <{a, 8) et supposons qu’elle ne soit pas croissante dans <{a, 8).
Alors la fonction ¢r(x) définie d’apres (22), ou

0 si a=aet b=23,
R = {{a, a)} si a<a<b=4§,
=11, B5) i a=a<b<f,

{Ka,ad>,<b,p>} si a<a<b<g,

est une solution continue de 1’équation (1), qui n’est pas croissante
dans {a, B>.

Nous obtenons, comme conséquence immédiate du théoréme 3, le

COROLLAIRE 4. Pour que toutes les solutions continues de Uéquation (1)

soient constantes, il faut et il suffit que la fonction gy(z) soit constante dans
chaque intervalle dans lequel elle est définie.

I1 résulte du corollaire 4 que ’équation (3) ne posséde que des solu-
tions continues constantes dans (— oo, oco) puisque @o(x) =0 dans cet
_intervalle.

On réussit parfois & réduire I’équation (2) a la forme plus simple (1)
de maniére que les hypothéses (H) soient remplies. Dans ce cas nous
pouvons obtenir toutes les solutions continues de (2) a ’aide des résultats
présentés dans ce travail. Par exemple, s0it y = a= —o00, f =8 = oo
et considérons 1’équation

(26) o PHD=2 |~ ioipee.
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En mettant Iny(x)— 22 = ¢(x), nous obtenons 1’équation

exp {fp[ﬂm)T—Fi] +o(2) +w} = exp[2¢(z) + )
d’ou

(27) o|Z9E2] = vta).

L’équation (27) ainsi obtenue est de 1a forme (1), ou F(z, y) = 4(z +v)
satisfait aux hypothéses (H). Comme g¢i(z) = z, c’est une fonction dé-
finie et croissante dans <a, 8), il résulte du théoréme 2 que 1’ensemble
des solutions continues de 1’équation (27) est composé 1° de toutes les
fonctions constantes dans (— oo, co), 2° de toutes les fonetions définies
par la formule

a pour z<a,
(28) p(r) =12 pour a<z<b,
b pour x>0,

ol a et b sont deux nombres arbitraires, tels que a < b et 3° de la fone-
tion ¢(zr) =2 dans {— oo, o).

Alors ’équation (26) posséde les solutions continues suivantes:

1° y,(2) = ce*®, ou ¢ est un nombre positif quelconque,

2° () = €2=+¢@), ou @(x) est une quelconque des fonctions définies
par la formule (28) ou bien ¢(2) = 2. Ces deux familles de solutions com-
prennent toutes les solutions continues de 1’équation (26).

De fagon analogue nous pouvons ramener 1’équation

vlv(@)]+2z=2y(2),

qui joue un réle dans I’étude des fonctions semi-convexes {y}, & I’équa-
tion (3) & D’aide de la transformation y(z)—x = @(z) ([1]).

Je tiens 4 exprimer ici ma reconnaissance & M. L. Dubikajtis, dont
les remarques m’ont aidé a éliminer quelques erreurs dans ce travail.
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