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Une remarque sur les solutions bornées d’une équation
differodifférentielle non linéaire

par Z. MIKOLAJSKA (Krakow)

Dans la présente note nous allons montrer que dans 1’étude des
solutions bornées des équations différodifférentielles de la forme

(1.1) a'(t+mh) = f(t, x(t), z(t+h), ..., x(t+mh))

on peut appliquer la méthode topologique de M. T. Wazewski [1]. Nous
allons démontrer les théorémes en question dans le cas le plus simple,
mais il est évident que le raisonnement peut étre aussi appliqué dans le
cas général. L’application immédiate du théoreme de M. T. Wazewski
sert dans notre note 4 la determination plus précise d’une région ou il
n’y a pas de solutions bornées de 1’équation (1.1).

§ 1. HyroTHESE H. 1° f(t, &, Tyy «oey Liny Lmt+1) €8T une fonction con-
tinue pour t =0, x,, ..., Tm+1 quelconques;

2° i(tyiu eevy 5171.’9'7m+tl) > f(tyin ---’imywm—i-l) pour ;> 5}'7:; = 1, 2)
--.’m;

3° Il existe une constante R > 0 telle que
o0<f(t,—R,..., — R,R)< f(t, R,..., R, R) pouwr 0<L1< + oo,
0

f¢,— R,..., —R,—R)< f(t, R,..., R, —R) <0  pouwr <t < + o0

4° [f(t, By vuny Tny F) —F(E, L1y ooy Ty Y) < LG —Y] .

THEOREME 1. Dans les hypothéses H il existe une infinité de solutions
z(t) de Véquation (1.1) telles que
(1.2) —R<x(t) <R pour 0<ti< -+ oo.

§ 2. Avant de démontrer le théoréme 1 nous introduirons quelques

notions analogues & celles envisagées par M. T. Wazewski pour les solu-
tions de ’équation différentielle

(2.1) ¥ = F(t,x).
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DEFiNITION 1. Envisageons ’éspace abstrait C° des fonctions ¢(?)
continues dans Dintervalle [0, (m —1)h] et d’autre part ’espace eucli-
dien E* des points (f, x). Désignons par X un ensemble fermé de points
de Despace E?, 2'C E2 Soit z(f, P) une solution de ’équation (1.1) telle
que pour 0 <i< (m—1)h on ait z({, P) = ¢(t). Supposons que pour
un certain 7>0 le point Q, = (v, (v, P)) de Pespace E? appartienne
4 Pensemble X. Désignons par t* le plus petit s € [0, 7] tel que le point
Qs € Z. Un tel point sera dit conséquent du point abstrait P sur ’ensemble X
(cf. [1]).

LEMME 1. HYPOTHESES L. Pour chaque fonction continue ¢ (1) Uéqua-
tion différentielle

(2.2) ¥ =t @), et +h), .y @t +(m—1)h, y)

satisfait a certaines conditions d’unicité des solulions el, pour une certaine
y P

fonction @yt), la solution de Véquation (2.2) m(t, @o(+)) satisfait aux condi-
tions

z(t,p(«)) <R  pour 0<t<{,,
w(to, (P(')) =R,
a(t,p(s)) >R pour t<t<t+e.

Dans les hypothéses L le conséquent C(p(+), R) du point abstrait P
sur Vensemble Sg {0 <t < + oo, |z] = R} est continue au point P,.

Démonstration. La dépendence continue d’une solution () de
I’équation différentielle ¥y’ = F(?,y), par rapport a la fonction F(t, y)
et au point initial entraine la dépendance continue d’une solution z(t¢, P)
de I’équation (1.1) du point P et par suite la dépendance continue de la
consecante C(p(+), R) du point P au point P,.

§ 3. Démonstration du théoréme 1. Envisageons une famille
de fonctions ¢(t, ) continues pour 0 <t << (m—1)h, |A] < R telles que

—R<p(t, A)<RER pour O0<<t<(m—1)h, <R,
(p(t,/i)<qJ(t,/=1) pour Z<i,
(t, —R)=—R, ‘P(tfR)=R

c’est-a-dire un arc QC C° Q {P = P() = ¢(+, 4)}.
Suppesons que le théoréme 1 ne soit pas vrai, et que chaque solution
z(t, ¢(+, 1)) sorte de I’ensemble

owp: 0<ti< + o0, |2]< R

dans un instant fini ;.
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Remarquons que, en vertu de I’hypothése H (cf. 2° 3° et 4°) pour
chaque fonction y(t) telle que

lp(t)) <R pour O0<t<T,
on a
f(ta_R7---7_Ryy)<f(t"V’(t)7"P(t+h)7'--7’/’("'*‘(”‘—1)"')73/)
<f(, R, R,..,R,y),
d’ol
f{ty 9(0)y ooy p(t+ (m—1)h), —R) <0,
e, p(®), ey p(t+(m—1)h, R)) > 0.

La solution x(t, P(4)) de 1'équation (1.1) satisfait aux inégalités
0 <a'(t, P(2) = f{t, #(t, P(2), ..., @(t+(m—1)h, P(2), B))

pour chaque ¢ tel que le point (t,w(t,P(l))) appartient a l’ensemble
0<t< + oo, =R et

@ (t, P(A)) <0

pour les t tels que le point (t, x(t, P(/l))) appartient & 1’ensemble 0 < ¢
< + o0, £ = —R. Donc les hypotheses I. du lemme 1 sont satisfaites
sur ’ensemble 8, d’ou il vient que le consequent C (P(A)) par rapport
a ’ensemble § {|X| = R, 0 <t < oo} est continu pour chaque 1 e[— R, R].

Envisageons le segment A {{ =0, —R < a < R} de ’espace E? et
une transformation T du segment A sur l'arc abstrait Q {P = P(1)
= (t7 P(e 1)}}

T(Q)=P(m)=(t,q)(-,m)) pour Q=(0’w)€A

¢ (e, 1), étant continue par rapport a i, T(@), est continue sur A. Envisa-
geons maintenant la transformation composée

W(Q) = C(T(Q)) -
La transformation W(Q) est continue sur ’ensemble 4. W(Q) = @ pour
les points @ tels que |X| = R.
Chaque point @* = W(Q) appartient & Vensemble S. Introduisons
la transformation
(0, R) dans ’ensemble @ = (¢, R),

e = {(0, —R) dans Pensemble @ = (t, —R) .

La transformation V(@) est continue sur 8 et telle que

VQ)=¢ pour QeA-8
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et par suite la transformation composée
W*Q) =V(C(T(@)))
est continue sur /1 et on a
W*Q)=@Q sur A-8,

ce qui veut dire que ’ensemble A.-§ est un rétracte de ’ensemble A.
La contradiction ainsi obtenue termine la démonstration de ’existence
d’une solution z(t, P(4,)) qui reste toujours dans wg.

Désignons par I' I’ensemble des points P de I’espace C° tels que la
solution de ’équation (1.1), z(¢, P), parcourt toujours dans I’ensemble wg.
L’ensemble I" posséde les propriétés suivantes.

I. I1 est évident que Vensemble I' est borné. On a
| P| = max |p(t)|<R.

0<t<(m—1)h

II. L'ensemble I' est fermé.

En effet, envisageons une suite de points P,{p,(t)} € I', Py,—> Py{py(t)},
c’est-a-dire @,(t) uniformément convergente vers g, (t), d’ou il vient que
@o(t) est continue dans Yintervalle [0, (m—7)h]. Pour démontrer que
|z(t, Py)| < R envisageons les équations auxiliaires

(3.1) #'(t) = f(t—mh, — R, ..., — R, x(t))
et
(3.2) 5(t) = f{t—mh, R, ..., R, 5(t)) .

Pour ces équations les hypothéses du théoréeme du T. Wazewski [1] (cf.
hypothése H,, 3°) sont satisfaites, d’ou il résulte qu’il existe deux fonc-
tions continues y(t) et y(t) telles que

(3.3) Y'(t) = f(t_'mh: —R, ..., —R, "P(t)) ’
(3.4) a'(t) =f({t—mh, R, ..., R, a()},
(3.5) @) <R, Jlo(t) <R pour 0<I< + oo.

Soit y,(t) 1la plus grande fonction satisfaisant a (3.3) et (3.5) et soit
ya(t) la plus petite fonction o(?) satisfaisant a (3.4) et (3.3). Nous allons
démontrer que chaque fonction ¢(?) telle que le point P = ¢(s+) appartient
3 ensemble I' satisfait aux inégalités

(3.6) —R < ay(t) < p(t—mh) <yyt)y <R pour mh<t<2mh.

Supposons qu’il existe une fonction ¢(t) telle que le point P=g¢()erl

et que
Z(Tgy P) = 0y(tg— mh)

pour un certain t, € [0, mh).
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Envisageons la fonction y(t) = x(t +mh, P). On a
(3.7)  f(t—mhk, —R, ..., — R, y(t))

<y'(t) =f(t—mh, y(t—mh, ..., y(t—h), y(1)))
<f{t—mh,R,..,R,y(¥) pour mh<t< + oo.
On a donc

Y (tg—mh) < o’(tg—mh) ,
d’ou on obtient

y(l) < go(t) pour To—mh<t<tg—Mh-+e.

La fonction gy(t) est la plus petite solution de I’équation (3.2) telle qu’on
a (3.5) et par suite la solution du (3.4) o(f) telle que

G (To+ 10— mh) = y(To+ 10— Mmh) < 0y(Tg + 70— Mh)
sort 4 un instant fini  de ’ensemble wg et par suite on a en vertu de (3.7)
x(t+mh, P)<é(t)=—R
contrairement 3 la supposition que P ¢ I'. D*une facon analogue on obtient
I'inégalité
p(t—mh) < yy(t) .
De P'inégalité (3.6) on obtient

(3.8) — R < 0y(t) < @p(t—mh) < py(t) < R
et

—R<ot)y<z(t—mh, P)) <yp(l) <R pour mh<ili< + oo,
d’ou Pyel.

II1. Envisageons deux points Pypq(t)} e I' et Pi{p,(t)} e I" tels que

polt) < @i(t)  pour O0<<I< (m—1)h.
On vérifie facilement que chaque point P {p(t)} tel que
g(t) <@(t) <@(t) pour O0<t<(m—1)h

appartient 4 Uensemble I

IV. Il existe un ensemble I'C I' de points P(o(+)), ot la fonction o(t)

constilue un parameétre abstrait. L’ensemble I'C T est done infini.
Envisageons par exemple la famille des courbes £2(o), dépendant

d’un parametre abstrait y(t), donnée par les formules
R*— 72
2R?

Q(0): ‘P(t7 4; U(')) =A+ o(t) pour [i <R,
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ou o(t) est une fonction continue quelconque

lo(f) <R, o(0)=0.
On a
1

<R pour |2 <R

Sur chaque courbe 2(o) {P(4, o) = ¢} il existe au moins un point
P(A,, af )) appartenant & ’ensemble I'. Nous allons démcntrer que pour
des oy, g, différents on obtient des points distinects

P(loy, 0,) # P4, 0,) .
Soit

P(h’n ‘Pl(')) = P(}@z, ¢2(°)) .
On a

Z

M+ 1 P (1) = A¢,+112§%ﬁ @o(t) pour O0<LI<(m—1)h,

d’ou on tire immédiatement
(B — 15, ¢i(t) = (B*— 25, ga(1)

R —1%,
= t
R2-2¢1(P( )

@i(t) =

(on vérifie facilement que 17, # R*) et par suite

R — 7,

P1(t) = @ul?) dou Ay, = s,

et par suite
o(t) =go(t) pour O0<E<(m+1)h.
Le parameétre o(+) est donc essentiel.
§ 4. Remarque. Il est évident que dans le théoréme 1 on peut
remplacer ’hypothése H par une hypothése analogue:

HYPOTHESE Ho: 1. f(2, 2y, cooy Zmy Tmt+1) €St une fonction continue
pour — oo <t < + 00, (Byy .ery Tms1) quelconques;

2. F(8y Tyy oory By Tmt1) < F(EyTyy vory Tmy Tmaa) pOUr Z; < Fj,j=1,2,
ey M

3. Il existe une constante R > 0 telle que
o< f(t,—R,..,—R,R)<[f(t, R,..., R) pour — oo<t< + oo,
f(t, —R,...,—R)<f(l,R,..,R, —R) <0 pour — oco<t< +oo;

4. |f(ty Bry oy Ty G) —F(Ey Byy oony By ¥)| < L|G—Y]
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Dans le cas de ’hypothése Hy il faut remplacer la condition xz(¢, P)
= @(t) pour 0 <t{<(m-—1)h par la condition analogue z(¢, P) = @(t)
pour 7, < t < 7+ (m—1)h, ol @(t) est une fonction continue dans ’inter-
valle 7o <t <1+ (m—1)h et 7, est une constante quelconque fixée.

Désignons par w,,r ’ensemble

wer: —R<ax<R, 17,<t< + o

et par I',r ensemble de toutes les solutions de 1’équation (1.1) contenues
dans Pensemble w,gr pour 7, <t < -+ oo.
Le théoréme 1 obtient dans I’hypothése H la forme suivante
THROREME 1. Dans Uhypothése Ho pour chaque v, Uensemble I'yg
contient au moins une famille dépendant d’une fonction arbitraire o(t) (con-
tinue dans Uintervalle 1y < t < 19+ (m —1)h) de solutions de Uéquation (1.1),
c’est-a-dire d’un paramétre abstrait y.

§ 5. THEOREME 2. Dans Uhypothése Ho il existe au moins une solu-
tion de Véquation (1.1) contenue dans Uensemble

worp: /<R, —oo<i< 4+ oo.

Démonstration. Il est évident que ’ensemble I.rp est fermé et
borné (cf. théoréme 1, démonstration de I, II) pour chaque 7. On vérifie
facilement que

I'nrCIl,r pour 1,<71,.

Nous allons démontrer que ’ensemble I, r envisagé pour 7, <t << T
est compact pour chaque 7,, 7, = 7 -+ mh. En effet, envisageons une fonc-
tion z(t) quelconque telle que 2(t) eIz, 7, > mh+1 et une constante
quelconque i, {, € [ty, T)

|@(t) —@(ta+ £)| = |@'(B)] [e| = |e| |f (# —mh, z(B—mh), ..., 2(9))|
en vertu de la continuité de la fonction jf il existe une constante M telle
que
f(ty @y ooy @min)| < Mgr - pour 7, << M, |75 <R,

i=1,2,...,m+1,
d’on
[ (t) — 2 (to + €)| < Morle]
pour chaque z({) appartenant & ’ensemble I, r et #, e[y, T].
Envisageons une suite {x,(t)} de solutions de 1’équation (1.1) telle que

Zy(t) e '_ypp,g  pour v=0,1,2,...

Il existe une suite partielle de la suite {z,(¢)} uniformément convergente
dans lintervalle [—mh, T]. Désignons une telle suite par {z;,(t)}

T1s(t) = x(t)
[—mh,T)
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(T > 0 fixé arbitrairement). On a
w]v(t) € F—mh,R C FO,R .

D’une facon analogue désignons par {x..(t)} une suite partielle de la
suite {x;.()} telle que

[—2mh,2T]
et la suite partielle de la suite {z,_,.(f)} par {z..(!)}

To(l) = (),
[—smh,sT}

Loe(t) C I'_gp,g C I'-6-UmRRC [ C Ryp.
On vérifie facilement que la suite y.(!) = z..(t) satisfait aux conditions

?/r(t) = x(t)
[a,8]

dans chaque intervalle fermé [a, ], d’ou x(t) est la solution de 1’équa-
tion (1.1) telle que

lz(f)l SR pour —oo<i< + oo.
En vertu de 3 on obtient 'inégalité forte
lz(t)] <R pour —oo<iti< 4+ o0.
§ 6. THEOREME 3. Chaque solution z(t) de Uéquation (1.1) telle que
lz(t)) < B pour — oo<t< + oo
parcourt toujours dans Uensemble
We: o(t—mh) <o <y{t—mh), —oo<ti< + oo,

ou o(t) et y(t) sont les limites suivantes
o(t) = lim g,(t) ,  »(1) = lim y,(1)

et @o(t) est la plus petite solution de Uéquation

(6.1) ' =f(t—mh,R,..., R, x)
telle que
lgo(t)l < B pour — oco<t< + o0,

wo(t) est la plus grande solution de Uéquation
(6.2) ¢ =f(t—mh, —R, ..., — R, x)

telle que
lw(l)l <R pour — oco<t< + oo,
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@o(t) est la plus petite solution de Uéquation

(6.3,) z = f(t-—mh, Yo—r(t —mh), ..., pe_s{t —R), a')
telle que
(6.4,) Po-1(1) < @u(t) < pe-a(t) .

Dune facon analogue on définit y,(t)
(6.5,) voll) = f(t—mh, _y(t—mh), ..., g._1(t—h), ) .

Démonstration. Nous avons démontré au §3 l'existence d’une
@olt), wo(t) telle qu’on a les inégalités

(6.6,) —R <@t)<wyy(t) <R dans lintervalle 0 <! < + oo.

Les fonctions gy(t) et y,(t), comme solutions bornées (par R) dans linter-
valle saturé d’existence peuvent étre prolongées jusqu'a — oo et elles
satisfont dans tout l'intervalle — co <t < + oo & Dinégalité — R < ¢,(t)
< 9t) < R (sur la frontiére de I’ensemble w.r des intégrales des équa-
tions (6.1) et (6.2) sortent de ’ensemble wxg.
Supposons que des solutions ¢,(?) et y,(f) existent et satisfont aux iné-

galités (6.4,) et (6.6,) dans intervalle — oo <? < -+ oo. On a done
(6.7) f(t'_'m’h, Po—1(t—mh), ..., gu_1(t —h), :L')

< f(t—mh, @o(t —mh),y ..., @(t—h), m)

< f{t—mh, p(t—mh), ..., p(t—h), x},

< f(t—mh, po_1(t—mh), ..., pe_1(t—h), @)
et par suite

(6.8) 'P1’7(t) < f(t —mhy Py_1(t—mh), ..., Pya(t—h), 'Pv(t)) ’
(6.9) Po(l) > f(t—mh, @o—_r(t—mh), ...y @ra{t —h), cp,(t))
d’ou en vertu de (6.7) il vient que sur I’ensemble

0<I< + o0,
St
x=gqy(t) ou =1yl
des solutions de I’équation (6.3,.,) sortent de 1’ensemble
Wyr1t @oll) <@ <y(l)y, — o<t < 0.

En vertu d’un théoréme de M. T. Wazewski [1] il existe au moins
une solution de I’équation (6.3,4+,) satisfaisant & (6.4,); d’une facon ana-
logue on établit I’existence de la fonection ¢,44(t). L’inégalité

Pe+1(t) < Pora(l)
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s’obtient tout & fait analogiquement que l’inégalité
Polt) < wo(t)  (cf. §3).

Il reste a prouver que le diagrame de la fonction y(t) = z(¢, P) par-
court toujours dans l’ensemble

w: o) <y<ylt), —oo<I< 4 o0,
pour chaque P appartenant & ’ensemble I
Supposons que les valeurs de y(t) appartiennent & 1’ensemble
Wyt @ull) <Yy <pu(t) pour — co<t< 00.

On obtient ainsi
f(t—mh, @(t—mh), ..., p(t—h), x) < f(t—mh,y(t—mh), ..., y(t—h), x)

< f{t—mh, po(t —mh), ..., p(t—h), x)
d’ou
y'(t) > yu41(t)  pour tout ¢ pour lequel y(f) = yuti(t),
Y'(t) < goaa(t)  pour tout ¢ pour lequel y() = ppuii(?)
et par suite en vertu de la définition des fonctions vy, et @,41 On a
@olt) < @oia(t) <Y () <pora(l) <yulf) pour — oo <t < o0,

d’ol en vertu de la définition des fonctions o(t) et y(t) il vient que y(?)
appartient 4 la partie commune des ensembles w, et le théoréme est ainsi
démontré.
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