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which implies #{™—a§" # 0. In other words
m
y—ay = 3 (@ —af)ns,  of”—af? 0
§=1

contrary to the hypothesis that @;—a; is a linear combination with ra-
tional coefficients of 7, ..., 7. alone.

We remark that the assumption that the »; are real numbers was
purely for convenience of the argument and we might just as well have
said that they are elements of a vector space over an arbitrary field of
characteristic 0 and then let m and m’ be the corresponding dimengions
over that field.
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Uber ein Problem von Erdds und Moser

von

A, Sirx6zy und B. SzeMerEDI (Budapest)

Es seien aq, @y, ..., a, beliebige reelle Zahlen, fir die 0 < a; < a,
< ... < a,. Bezeichnen wir die Losungszahl von

n

(1) Dleay=1;

=1

mit f(¢). Brdos und Moser bewiesen (s.[1]), daf

& =0, oder 1

211«
max f(f) < ¢, —plog™ n

0t < 00 W
(€1 €y ... werden positive Konstanten bedeuten), und vermuteten, dal

7
max f(i) < ¢,—i
Kkmf( ) <& am
(es ist leicht zu sehen, daB fir ¢; =1, @, = 2,..., a, = n wir haben
max  f(t) > ¢;(2"/n*?). In dieser Arbeit werden wir diese Vermutung
t=0,1,2,...,n%
bewiesen.

SATZ. Es sei & > 0 eine beliebige Zahl. Dann st fiir n > ny(e)

max f(t) < (L-+e) 8.7
&) ——= —g7-
vst< oo Vr #°
Beweis. Wir brauchen das folgende Lemma, das eine modifizierte
und schwihere Gestalt eines Satzes von Katona (s. [1]) ist:
LEMmA, Fs sei A eine beliebige Menge, und A =B v 0, B~ (C = 0.
Bezcichnen wir die Anzahl der Elemente von B, bew. C mit b, bzw. ¢. Es

sesen M,, M,, ..., M; Teilmengen von A, und =2 ([672])—\—1. Dann

existieren Teilmengen M, und M,, fir die

(2) My~nB=M,~B


Pem


206 A. S4rkozy und E. Szemerddi
und
(3) My~nCcM,~n0.

Beweis. Offensichtlich gibt es eine Teilmenge B* von B, daf fiir

mindestens( +1 Teilmengen M,

[e /2])

BoMy =B (=1,%..k k> ([072]) +1).

Jetzt werden wir den Satz von Sperner (s. [2]) fiir die Mengen M G
M, ~C,y..., My, ~ C anwenden, und erhalten, daf Mengen ;! I und
My emstlelen, tur die M;, ~ C < M; ~ 0. Wihlen wir M; 7, Als My, M,
als M,,, so sind (2) und (3) offensichtlich erfiillt, und damit ist das Liemma
bewiesen.

Jetzt konnen wir unseren Satz beweisen.

Unser Beweis ist indirekt. Nehmen wir an, daf fir ein ¢

8 "

Bezeichnen wir jene Menge, deren Elemente a,, a,, ...
Bedeute B jene Menge, deren BElemente a;, a,, ...
Elemente a1, Unjayaas -9 Oy Sind.

Betrachten wir eine Losung &Y, &9, .
jene a;, fiir die &f? = 1, mit a(”, o), . a‘” Beamchnen wir jene Menge,
deren Elemente a(” a“) smd mlt A“ und bezeichnen fiir M < 4
die. Anzahl der Dlemente von B ~ B mit g(M). Bedeute endlich f1
die Anzahl jener Losungen f, {2, :.., &) von (1), fur die

(4) fo) = 1+

) Oy, sind, mit 4.
) Gy $i0d, O jene, deren

e von (1). Bezeichnen wir

G S L
) 14> L e

ist, und bezelehnen die zu diesen Lidsungen gohdrenden Mengen A, mit

* ) Ay .. -y A~ Bs ist leicht zu sehen, daB die Anzahl jener Teilmen-
gen M von A, fir die
‘ n 1+4e
gy <2 2keB
4 1+2¢3
14—8/3‘
s g 2
(1+2£/3 <1 istl), £ir n > ny(s) klemer ist, als % B also auf
Grund von (4)
(6) > fo— 2. 8.2 L2\ 8 2
L) > f() ERRY ey R 1+3 1/—; T
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Bilden wir nun fiir alle 47 (1 <7 <f.(?)) alle Mengen Dji, Dj,..

, DIV, die aus Af durch Weglassung eines Elementes von B ent-
stehen Wir beweisen nun, dafl fiir Dll = D'2 4 =14y (und I, =1,) ist.
Betrachten wir nimlich eine Menge DI}, und bezelehnen die Summe ihrer
Elemente mit #,. Dann erhiilt man A} aus D71 offensichtlich durch Zu-
fiigung des Elementes i—1¢, also eine Menge D! bestimmt eindeutig
die zugehorige Mengen A, aus der I entsteht, und damit ist unsere
Behauptung bewiesen.

Die Anzahl der Mengen D] ist wegen (5 (6) und

onl2—[nj2]

n—[n/2] 9
n—[n/2] ) ~—=- — fir a>n(e
([ 2 ]) Vr Vn ©

mindestens

1+S/3 n

o 143 n g 2"
T3 1/,r W T 2e)3 4

ZQ(A*)>]C1 +96/3 r

~[n/2] )

£\ 2 oni2—[n/2]
— gln/2] (1 + 3)}7_ . _V = ofni2 ([n—[n/?—]]
T n 2

Wenden wir nun das Lemma fiir die Mengen 4, B, C, und fir die

Teilmengen Dj, Dj, ...,D”(A) Dr‘,, vees Dy (( 10) der Menge A an. Wir
erhalten, daB Mengen D} und D2 existieren, fir die

(7 DinB=Dgn~B
und
DinCcDinC
gilt. Bs seien die in D} nicht auftretenden Elemente von ng af}g), ag,i),
., o2y wegen (7) ist offensichtlich

(8) Uy, = Opnpzn (B=1,2,...,2).

Es sei ferner 4; die Vereinigung von Dll und agjll), A;, von I)’2 und
a{?, Nach der Definition von Dj ist a,‘}lﬂeB also

(9) afl) < agapy-

Ferner die Summe der Elemente von 4; , bzw. 4;, ist gleich (== ),
also gilt

(10) o) = af 4 afid + afid +... + o).
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Wegen (8) besteht
. ; .
(11) a}};’+ a'sni)"" aﬂ,g’+...+a¥,’1§’ = aﬁﬁ) = Qa4 -
Aus (9), (10) und (11) folgt, daB
Unyz) 2 Opnfa)e1,
also sind wir aus (4) zu einem Widerpsruch gelangt, und dgmmit ist der
Satz bewiesen.
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On primes in arithmetic progressions
by »
J. H. vax Lint (Eindhoven) and H.-E. RiCHERT (Markurg)

As usual, for a real number » and coprime positive integers & and 1
we denote by z(x, &, I) the number of primes p < @ for which p = lmod%
The aim of this paper is to prove the following theorem of the Brun-
Titchmarsh type.

THROREM 1. If & and y are real numbers, k and 1 integers satisfying
1<k<y<we, (&k,1)=1,

then

7wz, b, ) —n(z—y,k, 1)

y 4 )
< — |1 —.
p(k)logVy/k ( log Vy/k)

The only conditions we impose on the parameters y, k and [ are the
natural ones. In particular, we do not need the assumption & = O(z°)
with 6 < 1 frequently used in this connection, although our estimates
contain explicit numerical constants. Note however, that even if we had
replaced the term 4/(logVy/k) in Theorem 1 by a corresponding O-term
the result would have been superior to the best estimate hitherto known
in this direction (Klimov [1], p.182, where 2loglogy occurs instead of
the above constant. 4). These improvements have been made possible
mainly by a more careful treatment of the remainder term in the Selberg
gieve. In our proofs we are more concerned with a convenient presentation
than obtaining sharp estimates for the constants thronghout the paper,
for example the constant 4 in the remainder term of Theorem 1 can be
replaced by 3 by a more refined argument.

We shall also prove

THEOREM 2. If @ and y are real numbers, k and 1 integers satisfying

1<k<y<so, (k1)=1,
then

(@, b, )—n(@—y, by 1) < ———l

p(k)log(y/k)
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