STUDIA MATHEMATICA, T. XXV. (1965) l:fn

Sur les équations avec opérations presque algébriques
par

D. PRZEWORSKA-ROLEWICZ (Warszawa,)

Dans les travaux précédents [5], [6] nous avons considéré des équa-
tions avec opérations algébriques, c'est-i-dire équations avec opérations
additives et homogénes satisfaisant 4 ’identité polynomiale:

(x) P(8) = pol+p:8+...+pySY =0,
les coefficients pg, py,...,py complexes ne s’annulant pas en méme
temps.

Dans le présent travail nous étudierons les équations avec les opé-
rations qui satisfont & Pidentité

P(8) = pl +p:8+...+pySY =T

oit T appartient & un idéal # dans un anneau %, d’opérations additives
et homogénes. Une telle opération nous appellerons opération presque
algébrique. Nous établirons les propriétés des opérations presque algé-
briques, qui sont analogues & celles des opérations algébriques. En parti-
culier, chaque équation avec opération presque algébrique admet un
régularisateur de la méme forme gue ’équation avec une opération algé-
brique satisfaisant & I'identité polynomiale avec le méme polynome P(S).
Nos études seront bagées sur le fait que 1’opération presque algébrique
appartient & une classe qui est algébrique dans anneau quotient #,/.¢.
C’est pourquoi nous généraliserons toutes les considérations sur les opé-
rations algébriques pour des anneaux linéaires arbitraires.

Dans la deuxiéme partie de ce travail nous indiquerons des applica-
tions aux équations intégrales singulidres.

§1. Anneau avec €léments algébriques et presque algébriques.
Soit un anneau linéaire #Z (sur le corps # des nombres complexes) avec
des diviseurs de zéro et avec l'unité I. Soit un élément S qui satisfait
& lidentité

11 P(8) = poI+p:8+...+px8Y =0,

ol les coefficients p,,...,pye% et ne g’annulent pas en méme temps.
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On peut admettre, sans limiter la généralité, que py = 1. Nous appel-
lerons S élément algébrique de lanneau #. Si 8 satisfait b Didentitd
P(8) =0 de degré N et ne satisfait pas & une identité de degré inférieur
& N, alors nous dirons que 1'élément algébrique S est d’ordre N. Dang
ce cas le polynéme P () sera dit polynéme coractéristique de 1’élément §
et ses racines seront dites racines caractéristiques de §. icrivons

K

(1.2) P@) = [[~taf™  (rit.trm = ).

Wil

Avec tout élément algébrique § nous considérons n éléments P,
définis de la manidre suivante:

(1.3) Pi= qu(8) [ ] (8—tmdym
ot
ol
Gt [ am by
' ) = N A U -
13)  @® MZ:; por [dtm 20) ]tnt.L (6=1,2,...,m).

De la méme fagon que dans le travail [6], p. 340-341, nous pouvons
démontrer les importantes propriétés suivantes des éléments P;:

n
(1.4) nm:l,
i=1
(1~5) -PiPy‘=5'MPi ('i,j=1,2,...,n),

oiL §; désigne le symbole de Kronecker.
Soit un polynéme

A(8) = Ag+AS+...+ Ay 8

ou les coefficients A,,..., dy_,e%. Nous appellerons 1'élément B, ré-
gularisateur gauche (droit) de 1élément A(S) & lidéal propre J < &
gauche (droit), si

B4A(8) = I+T (A(S)By = I-+1")

ot T', I'e #. Si lidéal ¢ est bilatére et sile régularisateur est gauche et
droit en méme temps, alors nous Pappellerons régularisateur simple.
¥l existe des régularisateurs gauche et droit & un idéal bilatére #, alors
chacun d’eux est simple et en autre lo régularisateur simple est unique,
ajbstra.etion faite d’une composante appartenant i I'idéal. La démonstra-
tion ge fait de méme que celles des théorémes 5.1-5.3 du travail [7].
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TutorbME 1.1. 8i les ééments A(t) = Ay+Artit...+Ady_t 1
admetient les inverses [A (t)]™ <& et si tous les commutaieurs A;8—8A;e 7
(i=1,2,...,n), o% £ <= & est un idéal propre bilatire, alors il existe un
régularisateur simple R4 de I'élément A(S) & idéal £ et il admet la forme
suivante:

n ri—1 ri—1 l .
1.6 Ry = —1ym= (7 ) g-mporgy, } ,
w6 R Z{g[;ﬂ( (1) el e,
ol
BO() = [A()]™,
m—1
L e DY W ER O

k=0

3

A () = [gjﬂ

(d/dt désigne la dérivée formale du polynéme).

Démonstration. De la méme fagon que dans le théoréme 12 du
travail [6], on peut démontrer qu'il existe un régularisateur gauche et
qu'il ‘admet la forme (1.6). Il existe aussi un régularisateur droit et on
obtient sa forme en changeant dans la formule (1.7) Pordre des opérations
BO(;) et A™P(t;). Done, d’aprés les remarques précédentes, chacun d’eux
est simple et ils ne différent que par une composante de 1’idéal #£. 11
en résulte la conclusion du théoréme.

Si tous les commutateurs 4;8 —SA; sont nuls, alors on peut régu-
lariser & un idéal ,,nul” de la méme fagon que dans le cas précédent et
nous obtiendrons le

COROLLATRE 1.1. 8i les éléments A (t;) admetiont les inverses [A (1))~}
et ¢i A,8—84; =0 (i=1,2,...,n), alors le régularisateur simple R,
déterminé par la formule (1.6) est inverse de I’élément A(S):

A®B, = RA8) = 1.

A(t)]H~ (m=1,2,...,n—1)

Soit Se# satisfaisant & lidentité
(1.8) P(8) = pol +p.S+...+py8" =T,

olt T appartient & un idéal propre bilatére & < %, p,, ..., py<¥. Nous
appellerons un tel élément élément presque algébrique. Par analogie avec
les définitions pour les éléments algébriques, si S satisfait & une identité
de degré N et ne satisfait pas & une identité de degré inférieur 4 N, alors
Pordre de I'élément S est égale & N. Dans ce cas nous appellerons P(t)
polyndme caractéristigue de 1’élément S et ses racines seront dites racines
caractéristiques.
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Nous avons évidemment:
REMARQUE 1.1. 8¢ 8 % satisfait a Videntité swivante:

(Pol+T o)+ (DI +T)8+.. .+ (pyl +T3)8Y = 0

ot Loy ..., Tiye g, J est un idéal propre bilatére, alovs 8 est presque algé-
brigue.
En effet, en posant 7' = — [7') T8 4. +1Ty8Y Te,#, nous obtenons

pnI"i—‘. v pNA.qN = 1.

Soit ’annean quotient /7. Nous le désignons par Z et nous notons 4
la classe, & laquelle appartient I’élément A 2. Il est évident que A%eA?
= A-A etc. Done, si P'élément S est presque algébrique d’ordre N avee
le polynéme caractéristique P(t), alors 8 est algébrique d’ordre N avec
le méme polynéme. Le polyndme A(S)cA(S) et les inverses [A(z)]™"
existent, et en outre 4,S—8S4; = 0.

Bn vertu du théoréme 1.1 et du corollaire 1.1 Pélément A (S) = Ay+
+ 4,84 +Ay_, 87! admet un régularisateur simple & un idéal ,»nul”
et ce régularisateur, qui est en méme temps inverse de A(S), admet la
forme suivante:

n P11 -1

10 7 g~ SUS[S o2 (4] vmna] e,

1=l =0 “f=m
ot
BO(t) = [A(t)]7,
m—1
(1.10) BM(t) = —[A(ti)]—l[g (,;:')B(")(tf)A(”""”)(ti)],

n

Pi=q(S) [[(S—tnIym (m=1,2,...,n—1;i=1,2,...,n),
M=]
met

ou ¢;(t) est définie par la formule (L.4). II en résulte:

TeBorEME 1.2. 87 § est presque algébrique, P(S) = T, ot Te#, si
dans Vanneau quotient &/ ¢ cxistent les inverses [A{)1™" alors dams cet
anntaw, Vélément A(S) admet Vinverse R,, déterminé par les formules
(1.9) et (1.10).

. TEEORBME 1.8, Si 8 est presque algébrique, P(8) = T, ot Te ¥, alors
Pélément A (8) el que los inverses [A @)1 emistent et que A;8—84;¢ 2,
admet un régularisateur simple R, (déterminé par la formule (1.6)) & Pidéal

Fy e la méme forme quiun dlément algébrique satisfaisant & une identité
avec le méme polyndme caractéristique P (t)

.
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Démonstration. Bn effet, le régularisateur B, de I’élément A(8)
appartient & la classe R, = [4(8)]"! définie dans le théoréme 1.2, done
il admet la forme

#—-1 ri—1

Ry =1T,+ Z{E [Z (Hl)mji' (.7 )tyl:—mB(i)(ti)]Bnn}Pi

m
=1 ‘Mm=0 "j=m

ol Tie#, BU)eBY (1) ete., done ils ne se difftrent des &léments
BY(t;) définis dans le théoréme 1.1 que par une composante appartenant
a lidéal #. Abstraction faite des composantes appartenant & Iidéal ¢,
nous obtenons la conclusion du théoréme.

Soit un espace linéaire X (sur le corps des nombres complexes) et
soit 2, un anneau d’opérations additives et homogénes, transformant
Pespace X en lui-méme. Soit une opération presque algébrique d’ordre N,
qui satisfait & 'identité P(S) = T, ou Te¢ f < &,. Dans ce cas toutes les
considérations précédentes sont évidemment valables.

§ 2. Continuité compléte de certaines opérations intégrales.
Rappelons d’abord sans démonstrations deux théorémes de W. Pogorzelski
donnés dans [4], p. 51-54, en les formulant d*une autre fagon dans le
théoréme suivant:

TuEOREME 2.1. 8% la fonction complexe f(t, u) définie pour teL, uell
(ot L est un ensemble d’arcs réguliers, fermés et disjoints dans le plan
de lo variable complexe, IT est une ligne ou un domaine dans ce plan) satisfait
& la condition de Holder

[F(y w)—F(Eey w)] < By[[E— "+ 0 —u, ]

en outre si

(2.1) (0 <pu<l)

ft, W—F(x, u)

Y(t,r,u) =
t—7
alors pour toute fonction (1) bornée et intégrable sur L, la fonction
I(t) = [®(, T, hy(v)de
L
satisfait & la condition de Holder suivante:

Z()—I(8)] < constsuplp(d)|- fts— 1o

ot la constante ne dépend pas de la fonction .

Nous admettons les notations suivantes: LI — désigne un ensemble
d’arcs réguliers fermés de Jordan dans le plan de la variable complexe, -
£ —un domaine borné, limité par les lignes L, C(L) — ’espace de toutes
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les fonctions (i) continues sur L avee la norme
df
lallo = sup |2(?)| = (),
teL

H*(L) désigne V’espace de toutes les fonctions #(¢) qui satisfont & la con-
dition de Hélder avec I’exposant u, avec la norme

ol gn = s () h*(2)
ol
[ (8y) — & (2,)|

W(a) = sup ~St
17 e

iy tgels

’

0, désigne ’espace de toutes les fonections #(¢) continues dans l'intervalle
0 <1< 2n et de période 2w, avec la norme

at
lelle, = JSup [2(B)] = s,(2),
<<

enfin Hf désigne l'espace de toutes les fonctions x () qui satisfont dans
Pinfervalle 0 < ¢ < 2n & la condition de Holder et ont la période 2m.
Nous admettons la norme suivante:

lloellzs = so()+ hi(e)
ol
[ (1) — @ (t5)]

hf () L sup

0ty bocon

TudorEME 2.2. 8i la fonction K (o, 8) satisfait & la condition de Holder
(o, 8)—EK(oy, 81)| SE[lo—ay|"+ls—8['] (0 <pu<1)

dans le carré 0 < o, s < 2m, si elle est périodique par rapport & toutes les
deww variables et admet la période 2w, alors Vopération intégrale

27
1 o—¢
T = — [ 11 0K (5. )16 -8 ,
&4 ZTCJ-[IC(G,&) K (s, s)]ctg 5 x(o)do

e3f une transformation continue de Uespace C, en Vespace HEE, en outre
elle est complétement continue dans Despace (.

Démonstration. D’aprés I’hypothdse

| .
(0, 5) K (s, )] | ot = ’
2k

<
= Jo—s

3(o—3)

gin 4 (o—§)

cos 4(o—8)|.

icm°®
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La fonction
$(c—s)
0,8) = ———0"' _cosi{c—s
flo,8) Sng(o—s) 3(0—s)
est bornée et continue pour s—= < o < s+, done, en posant
m= sup |f(o,s),
082
8 TLOSE+ e
nous avons
2n
1 og—8
9@ = 1ol = | 5o [ TR (o, K, silote "5 (o)
0
1 o o—8
= '—— f (K (o, s)—EK(s, 5)] ctg ——(c)do
27 2
§—m
EXR 3 X
2km | dl, 2kmn”
< sap lw(s)1-$ f ——1< sup |z(s)],
27 ocs<om o2 0—S8 2mp  oge<on
d’ont
Fmnt—!
(2.1) s(Tg) < —— 5 ().

D’aprés le théoréme 2.1 nous obtenons

(2.2) [y (81)— ¥ (8e)] < const-s () |81 — s,

la constante ne dépend pas de la fonction x, d’olt

(2.3) 7R (Trx) < const-s(x)

olt Ia constante ne dépend pas de la fonction @. Done, en vertu des for-
mules (2.1) et (2.3) nous avons

(2.4) l|Tx«’70HHg’2 < const f|#]le,

oil Ia constante ne dépend pas de la fonction z. Alors Tk est une transfor-
mation continue de l'espace C, en espace H4®. D’autre part, d’aprés
les formules (2.1) et (2.2) et d’aprés le théoréme d’Arzeld nous concluons
que Popération Tk est compldtement continue dans l'espace C,.

THEOREME 2.3. On admet les hypothéses swivantes sur la fonction con-
tinue h(t):

1. h(0) =0 et h(f) %0 pour 0 <[} < d-8, ob d désigne le dia-
métre du domaine Q borné par les lignes L, 6 est une constante positive ar-
bitraire;
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2. la fonction h(t)[t satisfait & la condition de Holder:

h(t)  h(ty)
4 1y

e

i

(0 <u<1);

3. B (0) = 1.
Alors Vopération.

moo. L i _*L._. - ,-l__ q
Iy = m'if [k(r——i) r-—t]m(r)dr

est une transformation continue de Vespace /(L) en Vespace H'*(L), en
outre Ty est complitement continue dans Vespace C(IL).
Démonstration. D’aprés nos hypothises la limite
h(u) h{u)—h(0)

tim % Jin Do) =1
us0 U Usl (23

existe, donc la fonction 7 (u)/u est continue et ne s’annule pas sur les

lignes L.
En outre
h(w
inf bl # 0,
uwel, U
d’ou, en désignant
My, == e !
* 7 inth(w) fu)
nous obtenons b
1 _____1_ ey lu]” . Ty ] ey,
hw) w7 )] T (ul Ryl w7

Il en résulte que lintégrale dans la définition de 1'opération T,
admet une singularité faible sur tout l’ensemble L, done

(2.5) $(Th@) < const- s ()

ol la constante ne dépend pas de la fonection ..
D’autre part

11 1 [ % 1‘I
hw)  w  wln(uw) L
ol la fonction wu/h(u) satisfait par hypothése & la condition de Xlolder

avec l’faxposant . Done, d’aprés le théoréme 2.1, la fonction Y(t) = Thao
satisfait & la condition de Hélder:

(2.6) 19t~y (t2)] < const-sup | (1)] [t — 1,
1L

icm
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la constante ne dépend pas de la fonction z, d’oit
(2.7 B (T 2) < const s (z);

la constante ne dépend pas de la fonetion x. Il résulte des inégalités (2.5)
et (2.7) que
1Tl w2z < const- [jlgz,

et que T est une transformation continue de l’espace C(L) en l’espace
HY*(L). Bn vertu des inégalités (2.5), (2.6) et du théoréme d’Arzeld
nous concluons que ’opération 7T est complétement continue dans 1’es-
pace C(L).

TEEOREME 2.4. On admet les hypothéses suivantes sur la fonction hy(s)
continue dans Dintervalle 0 < s < 2=n:

1. ho(0) = 0, ho(s+2m) = Ay(s);

2. la fonction ho(s)ctgds sotisfait & la condition de Holder:

’

Bols)cte 5 —ho(s)otg | < Rls—s' (0 < <1);
3. hp(0) =1/2.
Alors Vopération
2
1 1 oc—8§
Tow = — —ct d
" o) [ho(a—s) €2 ]m(") 7

est une transformation continue de Vespace U, en Despace HY?, en outre
cette transformation est complétement continue dans Vespace Co.

Démonstration. D’aprés nos hypothéses

- s . cossf2 s hy(s) . ho(s)—ho(0) ,
lim tg— = Hm2 —— - — - —— = 2Hm ————— = 2}y(0) = 1
50 hos)e £y T sins/2 2 s PV s of
d’oli, en posant
2

K08 = g T o= ) holo—3) "

nous obtenons K(s,s) = 1. En écrivant le noyau de P'intégrale dans la
définition de l’opération 7', sous la forme suivante
1 o—8 o—s§ [ 1 ]
—ct = ¢t —1
ho(o—s) 83 8 | cte 3(o—8)ho(o—s)
’ og—s§
2

et en remarquant gue la fonction K(o,s) satisfait aux conditions du
théoréme 2.2, nous obtenons la conclusion du théoréme.

= [K(o,s)—K(s, s)]ctg


GUEST


172 D. Przeworska-Rolewicz

TEBOREME 2.5. Soit un espace de Banach X avee la norme || ||x. Soit ¥
un sous-ensemble linéaire de Despace X, qui est un espace de Banach avec
la norme || ||y = || |x. Soit

8 ={weX:lally <1}

un ensemble compact dans la norme || |[x. Soit wne opération continue T
transformant Vespace X en Y. Alors Vopération T induite par Dopération T
(Tw = Tx pour xcY), comme transformation de Vespace Y en lui-mime,
est complétement continue. Si en outre dans Uespace X 4l ewiste une base,
alors on peut approcher Vopération 1' par des opérations de dimension finie.

Démonstration. Considérons ’ensemble TS = 7'S. Soit {¥,} une
suite arbitraire d’éléments de I'ensemble T'§8. Alors il existent w,ed tels
que T, = y,. L’ensemble § est compact dans la norme || |y, done il
existe une sous-suite {z,,} de la suite {w,} convergente vers un w,c§ dans
la norme || ||x, c’est-a-dire

klim“xnk_”wo”x = 0.

D’aprés notre hypothése, 7' est une transformation continue de
Pespace X en Y, d’ou il résulte que

T, . R y —
klffi T2, — L]l —]}_lfglleql,n~1/ollxr =0

ol yo = I'woeT'8. Done P'ensemble 7 est compact dans la norme Il flz,
par conséquent Popération 7' est complétement continue dans la norme I s

Si dans l'espace X existe une base, alors il existe une suite {K.}
d’opérations de dimension finie, uniformément convergente dans la norme
Il lx vers Pidentité I sur I’ensemble 8, c’est-a-dire

limsup || K,z—2|x = 0.
N—00 LeS
Mais Popération T' est continue, done
imsup |TK,2—T%x = 0
N0 TS

et les opérations 7K, sont aussi de dimengion finie, 'engemble & est une
sphére dans Despace Y. Il en résulte qu’on peut approcher 'opération T'
dans la norme || [y par des opérations de dimension finie.

Il en résulte immédiatement:

y COROLLATRE 2.1. Les hypothdses du théoréme 2.2 étamt admises, Uopé-
ration

c—8
2

1 2mn
Txo = - f [E (o, 8)—K (5, 5)]otg *—"-a(0)do

est complétement continue dans Vespace HA?,

icm
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COROLLAIRE 2.2. Les hypothéses du théoréme 2.3 étant admises, Dopé-
ration

Tog 1 J 1 1 ] i
=) ey T et

est complétement continue dans Despace H"P(L).

COROLLAIRE 2.3. Les hypothéses du théoréme 2.4 étant admises, DVopé-
ration

Tow =

1 f‘[ 1 . u*s]M a
o) Lholo—s) ~“E T2 |70

est complétement continue dans Vespace HjP.

§ 3. Caractéristique dimensionnelle de certaines équations inté-
grales singuliéres. I. Soit une équation intégrale singuliére avec noyau
de Hilbert:

[
(3.1)

4,)0(6)+ 5 [ Ko, )a(o)otg " ds = mls),
0
ol les fonctions données Aq(s), K(o,s), @,(s) satisfont & la condition
de Holder avec lexposant 0 < 4 < 1 pour 0 < 0, s < 2= et ont la période
2w, en outre nous admettons que
(3.2) inf [A2(s)-+E (s, ) > 0.
082
Cete équation a été d’abord étudiée par Poincaré [9] et Noether [3],
plus tard aussi par d’autres auteurs (voir par exemple Schmeidler [10],
p. 503-506, Michlin [1], p. 143-149). On sait ([1], [10]) que la transfor-
mation intégrale singuliére

o—8§
d
3 a0

2ar
1
Sz = ~—f % (o)etg
27 J

(ol Pintégrale a le sens de la valeur principale de Cauchy) satisfait
4 identité

(3.3) I+8 =K
ol
1 2n
(3.4) Ko — 57?‘[ #(0)do,

done elle est presque algébrique. L’opération K est & une dimension. Mais
la régularisation & 1%idéal des opérations de dimension finie limite consi-
dérablement la classe des fonctions considérées, donc nous admettons
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que K appartient & I'idéal # de toutes les opérations complétement con-
tinves dans Panneau de toutes les opérations lindaires transformant
Pespace H4” en lui-méme — ce qu’on peut toujours faire.

En désignant A,(s) = K (s, s) nous éerivons Péquation (3.1) sous
la forme suivante:

(3.5) Ao(s)w(s)+--~«——3—— f (o) ctg —%i do -

.
0

an
1 . g8
+ é’:h{ [K (o) s)—K(s, $)]w(o)chg - "5 Ao = ay(s)

ou
[Ado4-4,8+Tg]w = a,.
D’aprés la formule (3.3) les racines caractéristiques de 'opération §
sont:

= i? ty = ‘—'i,

done en vertu des résultats de notre travail [6] et du théordme 1.3, le
régularisateur simple de I’opération

AB)+Tx = dg+A,84Ty, o Tges,

admet la forme suivante (dans ce cas les opérations A, et 4, sont commu-
tatives): ‘
By = [A5+A41]"[4,—4,8]

& condition que

1. Popération [Aj4 431" existe,

2. les commutateurs A8 —84,, A,8—84,cz.

Mais d’aprés (3.2) Popération [A3+4317" existe of, en vertu des
autres hypothéses et du corollaire 2.1, toutey les opérations

am
"o 1 , . ]
Tyw = -27{0[ LK (e, 8) (s, 8)Jo o) otg 5 " do,

an
J 1 N —_—
(48 —84;)z = E;:J [4i(s)—4;(0)]@(a) ..(f_gi do (4= 0,1)

sont complétement continues dans Vespace K% quabi
§ pace H done Péquation (3.5
admet un régularisateur simple 0, : oo
2
A4(8) o—§
‘—‘é*ﬂr—-f m(a)cﬁg 3 dd].

0

(3.6) Ryz = [Aﬁ(sH—Aﬁ(s)]‘l[Ao(s)w(s)_

icm
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11 résulte immédiatement des considérations précédentes et du théore-
me 5.7 de notre travail [7] le suivant

TuasoriME 3.1. Si les fonctions Ay(s), K (o, 8), ®,(s) satisfont & la
condition de Holder avec Vexposant 0 < pu <1 pour 0 < o, s < 2x et ont
la période 2w, si en outre la condition (3.2) est satisfaite, alors Véquation
(3.1) admet dans Vespace HY® wune d-caractéristique finie, cest-a-dire
lo dimension ayg.r, de Vespace des zéros de Vopération A(S)+Tx
et dimension Pusz, e Vespace quotient HY?[[A(S)+Tx]H4" sont
finies. En outre Dindice de Uéquation (3.1) (défini comme la différence des
nombres f et a) ne dépend pas des composantes complétement continues:

Tef
II. Soit Péquation intégrale singulidre suivante:

K (i)
h(z—1)

AAQ)LT = Haiy — DOUr (0% 24 = fa—ay).

(31) Aatt— [T o = o),
™z

ol la fonetion k() satisfait aux conditions du théoréme (2.3), les fonctions
Ag(t), K(t, 1), Bo(t) satisfont & la condition de Holder avec l'exposant
0 < pu <1 sur les lignes L, en outre

(3.8) inf|A2(#)—K2(t, )] > 0.
teL

Comme on le sait [2], la transformation

1 z(T
P ()
ey 7—1

dr

(ol I'intégrale a le sens de la valeur principale de Cauchy) satisfait & la
condition 8% = I. Donc la transformation

1 z(=)
o= g
1 [a@) 1 [__i____*l__] dv = Sp-+Tyw
——";CTI/:L 1——th wiiJ h(z—1t) (v—1) o{x)dz "

satisfait & 1égalité
(3.9) H? = (8+Ty)* = 8 +8T,+Th8+T5 = I+Ts,

ot Popération T, = §T,+T,8+T5 et Uopération T; sont, en vertu de
nos hypothéses et du corollaire (2.2), complétement continues dans Pespace
H*(L), done, aussi opération T, Dest aussi dans cet espace. 1l en 1é-
sulte que Dopération H est presque algébrique d’ordre 2 et admet les
racines caractéristiques -+1, —1.
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Terivons I'équation (3.7) sous la forme

K(t, v)~K(t, 1)

h(z—1)

(1)
h{t—1)

1
7!7/]-;

A, "
(3.10) Ao(i)w(t>‘|‘“7—cii>j #(v)dr = @y(t)
2 A 0

ou tout court
[Ao+AHAT,]0 = x,

(o T, est une opération complétement continue dang Vespace H4?)
Par analogie avec le cas précédent, d’aprés nos hypotheéses, nous concluoom;
que le régularisateur simple de opération AH) Ty = Ag+ A H AT
a l'idéal des opérations compldtement continues dans Pespace Hu? adme‘;
la forme suivante:

1Y) Ramer,o = (430—4101 [ 4,0t — 2L [ i
wof ety ]

I en régulte:

TERORBME 3.2. S0 les fonetions A,(t), K (¢, v) satisfont & la condition
de Holder avec Vemposant 0 < p < 1 sur les lignes L, si la fonction h(t)
satisfait aux conditions du théoréme 2.8, si en outre la condition (3.8) est
satisfadte, . aloys. I équation.(3.7) admet une d-caractéristique finie dans Ves-
pace H'*(L) et son indice ne dépend pas des composantes complétement
continues :

HAE) 4T = Kary — POUr

Tef.
ITI. Considérons enfin I’équation intégrale singulidre suivante:

K(s, o)

(3.12) 19)
ho(o—s)

I
1
Ao(5)o(e)+ 5 f a(0)do = ay(s),
ol les fonctions 4,(s), K (s, o), @y(s) satisfont & la condition de Holder

» avec }’exposan‘u 0_< #<1pour 0<oc s<2r ot ont la période 2x, la
fonction #,(s) satisfait aux conditions du théoréme 2.4, en outre

(3.13) inf |42(s)+K2(s, s)| > 0.
82T

0

L'opération

1 2 ( )
H,» =——f o)
T %) ha(o—a) do

ne différe de 'opération

b1

1
Sz = E;f x (o) ctg

0

g--8

do

que par une composante complétement continne d :
_ ans Dlespace HA
comme le prouve le Corollaire 2.3. Done elle est presque algébrique awgeé
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le méme polynéme caractéristique que l'opération 8. En répétant encore
une fois les considérations précédentes, nous obtenons:

THEOREME 3.3. 8% les fonctions A4(s), K (s, o), @,(s) satisfont & la con-
dition de Holder avec Vemposant 0 < u <1 pour 0 <o, s <2 et ont la
période 2w, si la fonction hy(s) satisfait auwx conditions du théoréme 2.4,
si en outre la condition (3.13) est satisfaite, alors Végquation (3.12) admet
une d-caractéristique finie dans Pespace H4 et son indice ne dépend pas
de la composante complétement continue:

Tef.

§ 4. Conditions d’existence des solutions des équations intégra-
les singuliéres. Nous démontrerons maintenant des théorémes plus forts
sur les équations intégrales considérées aun paragraphe précédent. Nous
rappellerons certaines notions auxiliaires introduites dans notre travail [7].

Soit un espace lindaire X et Iopération 4 ayant une d-caractéristique
finie transformant 1’espace X en Iui-méme (voir théoréme 3.1 de ce tra-
vail). Soit £ un espace total de fonctionnelles additives et homogénes
définies sur l'espace X, c’est-i-dire un espace de fonctionnelles tel que
1a condition £z = 0 pour tout £¢= entraine z = 0. Nous définissons le
nombre 85 comme la dimension de I'espace des zéros de l'opération con-
juguée A', c'est-a-dire ‘

XAH)+T = R A(Hg) pour

B = ay, ou (A'E)w= E(Ax) pour tout zeX et EeF.

Fividemment, 5 < f4, mais en général f5 = B, (voir [7]). L'opé-
ration 4 admet une ds-earactéristique finie, si les deux nombres o4,
8% sont finis et dans ce cas nous pouvons définir le Z-indice de la maniére
guivante:

oy = ﬂi—aA =0y —Oy.

Si g% = B4, Vopération A est dite @ -opération. Si A est une Ds-0pé-
ration, alors la condition nécessaire et suffisante pour que I’équation
Az = x, ait une solution est que £z, = 0 pour tout & satisfaisant & I'éqna-
tion conjuguée A'f = 0.

TEEOREME 4.1. Soient satisfaites les hypothéses du théoréme 3.1. Alors
Vopération

1

o7

o—§
do

Ao(s)w(s)+

2n
(4.1) f (o, 5)a(0)ctg

est une Ds-opération ol E est Vespace des fonctionnelles & de la forme sui-
vante

2m

fo = [ E@o()d,
[

ot la fonetion £(t)eH5™
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Démonstration. Herivons, comme toujours, I'opération (4.1) sous
la forme

(Ado+A,8+T)w
~A(s)ws+»—f ch-——d —|— flas o)x(o)do,

ol

Ay(s) = K(s,8), (s, 0) = [K (o, 5)—K(s, 5 otg .

L’opération T est complétement continue dang lespace H4? (corol-
laire 2.1). Nous avons pour &(t), @(t)eH™

fs(s)[Au & f o)otg

(5{0] ds

=on<s>f<s>w(s)ds+f[—;;f 4,(5) &( ds]w(a)da
0 0 0

o2m am
=f [Ao(s)5(8)+—2%fAl(a)f(a)ctg A du] w(s)ds

=f[,4 ———fA E(o)ctg 2

(on peut transposer lintégrale singulitre avec une intégrale régulidre).
Alors I'opération conjuguée au sens de Pegpace = = HY? admet la forme
suivante:

(Ag+A,8+T0) = Ag—B8A,+Ty = 4,

dc] (8)ds

— A8 (4,8 —84,)+Ty
ol

T;cf-——————fko' 8)&(o)do

Done cefte opération ne différe du régularisateur K, que par une
composante complétement continue 4,8—SA4,-4-7T; (exemple I du §3).
Il en régulte

(Ao~—8A,+T)H = HE?,
Par la régularisation de l'opération A,+4,8-+T, nous obtenons
.RA_A. =I+T, A.R_A=I+T1.
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Les opérations T, T,, comme superpositions d’opérations eontinues
et complétement continues dans T'espace €, (théordme 2.2), sont compls-
tement continues dans cet espace, done elles sont des Qg -opérations,
ol U, désigne I'espace des fonctionnelles & de la forme

2

(4.2) to = [ &Wa()dt,

ot £(t)eCo. En remarquant que Hj* < C, nous obtenons, d’aprés le
théoréme 2 de notre travail [8], que 'opération A,~+4,8+7T; est une
@H,‘;/z-opéra,tion, ol H4” est 'espace des fonctionnelles de la forme (4.2)

avee £(t)eH,” Remarquons ensuite que cette opération n’est pas dé-
finie sur tout l’espace C,.
TroriME 4.2. Soient satisfaites les hypothéses du théoréme 3.2. Alors
Vopération
1 K¢
oo+ — [ ZE0 e
i

T—1
est une Dg-opération, oiv E est Vespace des fonctionnelles de la forme suivante:
to = [Ea(t)dt
i

ot la fonction &(t)eH"".
La démonstration du théoréme 4.2 est la méme que celle du théors-
me 4.1, si nous remarquons que l'opération conjuguée admet,le noyau
1/h,(z—1), ou la fonction h,(u) = —h(—u) satisfait aux méntes condi-
tions que la fonction A(u).
THEOREME 4.3. Soient satisfailes les hypothéses du théoréme 3.3. Alors
Vopération
" K(0,3)

:_h—(———)w(o)do‘

1
Ay(s)o(9)+ 5

est une Dg-opération, o 5 est Vespace des fonctionnelles défini dans le
théoréme 4.1.
Le théoréme s’6tablit comme les théorémes précédents.
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Integral representation of vector measures and linear operations
by

N. DINCULEANT (Buecuresti)

1. Introduction. Let I be a locally compact space and » a positive
Radon measure on 7. Let F be a Banach space, (B(t))yr a family of
Banach spaces and & a fundamental family of continuous vector fields.

In [6]-[9] and [11]-[13] we have given integral representations
of the form

(1) S(@), > = [<T@(1), 2>dn(t)

for certain linear mappings f of Lebesgue spaces Z5(»), 1 <p < oo,
or of the space X ,(T) into F, and of the form

@) (fmam, 2y = [(Tn0)@),2>d (1)

for certain vector measures m absolutely continuous with respect to ».

The proof has used éssentia.lly the fact that the spaces E(f) and F
were of countable type and that # was the dual of a Banach space.

TUsing the existence of a lifting of #%(») [19], Alexandra and Ca&sius
Toneseu Tulcea [20] have succeeded in dropping the countability hypo-
theges in formula (1) in the case where F and F are locally convex and
E(t) = E for every telT.

In thiz paper we use also the lifting of %% (») to prove formula (2)
(theoréms 2 and 3), without any countability hypotheses in the case
where E(t) = B for every teT. Using (2) we then prove (1) and we give
supplementary information about Uy and U,,. For simplicity we consider
only the case of the Banach spaces ¥ and F.

The linear mappings f on Z%(») which can be represented by
formula (1) can also be represented in the form i

(3) @) = f:tdm,

where m is a suitable vector measure (Theorem 9).
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