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Charakterisierung der Quotienten
in der zweidimensionalen diskreten Operatorenrechnung

von

W. JENTSCH (Halle/S.)

1. Einleitung. J. Mikusingki hat in [1] eine algebraisch begriindete
Operatorenrechnung entwickelt. Ausgehend von der Menge € aller fiir
t >0 erklirten und dort stetigen, komplexwertigen Funktionen, wird
nachgewiesen, da8 € mit der gewdhnlichen Addition und der Faltung

i
(1) FOHeW} = [F@g—7)dr

als Multiplikation einen Integritidtsbereich bildet. Der zugehorige Quo-
tientenkdrper, der ,, Korper der Operatoren”, dient als Fundament fiir
den Aufbau der Theorie und fiir die Anwendung aunf Differentialglei-
chungen.

In [2] hat S. Bellert eine ,diskrete Operatorenrechnung” aufge-
baut. Der Ausgangspunkt ist die Menge D aller komplexwertigen Funktio-
nen {a,} der diskreten Variablen m =k, %k-+1,... mit kel' (I' Menge
der ganzen Zahlen). In ® wird die Addition in der gewdhnlichen Weise
und die Multiplikation dureh

@) {ant{on} = D) Gubns

p=—00
erklirt, woraus folgt, daB @ nicht nur ein Integritétsbereich, sondern
sogar ein Korper, der ,Korper der diskreten Operatoren” ist. Wiirde
man sich auf den Fall ¥ = 0 beschrinken, konnte die Multiplikation (2)
in der Form

(3) {8} (b} = 2 I -

als digkretes Analogon zu (1) geschrieben werden. Die Menge dieser spe-
ziellen Funktionen wire aber nur ein Integritdtsbereich und kein Korper.
In Analogie zu [1] koénnte man zum zugehdrigen Quotientenkérper tiber-
gehen. Von formalen Abweichungen abgesehen, wurde dieser Weg in [3]
bzw. [4] beschritten.
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In [5] wurden diese Uberlegungen auf zwei Dimensionen verall-
gemeinert. In der Menge D, aller komplexwerticen Funktionen a,,,
by, der diskreten Variablen m,n = 0,1,... wird die Addition in der
gewShnlichen Weise, die Multiplikation durch

m,n
(4) [/ bmn = 2 Gy bm—p,n—ﬂ

hr=0,0

das zweidimensionale Analogon zu (3) und das diskrete Analogon zu

Y
{flo, M@, )} = [ [1(&, mglao—&, y—n)dedy

(s..[6]), definiert. Zu dem dadurch erklirten Integrititsbereich 52 wird
der Quotientenkorper Q, betrachtet, mit dessen Hilfs man gewisse par-
tielle Differenzengleichungen losen kann. Gegeniiber dem Rindimensio-
nalen ergibt sich allerdings folgender Unterschied. Bei Funktionen einer
diskreten Variablen auf der Grundlage von (3) gilt der Satz:

Jeder in p rationale Operator, bei dem der Grad des Nenners nicht
kleiner ist als der des Zihlers (p inverses Element zum Verschiebungs-
operator), ist eine Funktion aus dem Integrititsbereich (s. etwa [4]),
etwas modifiziert.

Der entsprechende Satz im Zweidimensionalen gilt micht; so ist
z. B. schon der einfache Operator 1/(p—g) keine Funktion aus dem
Integrititsbereich @,. Den analogen Umstand gibt es ja bereits im kon-
tinuierlichen Fall [1], [6] bzw. bei Verwendung der Laplace-Transfor-
mation (s. etwa [7]). Im Folgenden soll der geschilderte Nachteil in ge-
wissem Sinne beseitigh werden, indem wir dem Definitionsbereich der
zu. betrachtenden Funktionen in Analogie zu [2] nicht mehr die Rin-
sehriinkungen aus [5] auferlegen.

2. Kérper der Funktionen. Wir betrachten die Menge 2, der fiir alle
ganzzahligen m und n erklirten, komplexwertigen Funktionen a = a,,,
b = by, . Fiir eine Funktion a¢Q, (as=0) schreiben wir genauer
Gonn (M, N, f;), Wwobei M, N ganze Zahlen sind und {—1—-} (t=0,1,..)
eine Folge ganzer Zahlen mit fo = 0 ist. Dabei setzen wir fest:

Oy, = 0 $ir m < M sowie
(8) it m=M+4i, n< N+f; (6<0,1,..., t
‘ayy 0. '

_ Die Funktionen aus Q, lassen sich anch als unendliche Matrizen
(mit komplexen Elementen) auffassen, die oberhalb der M-ten Zeile
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sowie in den iibrigen Zeilen nach links von einer gewissen Stelle ab lauter
Nullen besitzen. Abgesehen von der Nullmatrix gilt:

Die oberste Zeile, in der mindestens ein nichtverschwindendes Ele-
ment steht, ist die M-te, und in dieser Zeile steht das linke nichtverschwin-
dende ,Randelement” in der N-ten Spalte.

In Q, werden die Addition in der iiblichen Weise durch

(6) (6+ D)y = A+ Dn
und die Multiplikation in Verallgemeinerung von (2) durch
m b= D aubn_n,

Hyy=—00

definiert. (Die gewohnliche Multiplikation werden wir ohne Malpunks,
die Multiplikation (7) im Gegensatz dazu mit Malpunkt schreiben, doch
lassen wir ihn weg, wenn ein Irrtum ausgeschlossen ist.)

Wie man leicht sieht, bildet O, mit (6) und (7) einen (kommutativen)
Ring. Ferner ist folgendes ersichtlich: .

Es sei

0, = {pn (M, N, f) | M >0, N >0,f; > —N fir i >1} v {0}

und 52 der auf der Grundlage von (4) konstruierte Iniegrititsbereich, dann

gilt bzgl. beider Verkniipfungen D, = D,.
Man sieht sofort, dafl die Abbildung

(M, N, f;) = 00 ay
00

et 00 agp gy ...

einen Isomorphismus liefert. _

Hieraus folgt, daB sich alle in [5] bewiesenen Eigenschaften von D,
auf-D, < 0, ibertragen. D, ist also ein Integritdtsbereich, enthﬁjlt. eine zum
Koérper der komplexen Zahlen isomorphe Teilmenge, enthilt -Teilmengen,
die isomorph zur Menge der Zahlenfolgen {a,} (n» = 0,1, ...; a, komplex)

sind usw. Insbesondere besitzt D, ein Einselement

1 fir a=m=0,
e =1 =
i 0  sonst,

Summations- und Differenzenoperatoren sowie Verschiebungsoperatoren
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1 fiir m=1,n=0, 1 fir
w = und v =
0 sonsb 0

m=0,n=1,
sonst

mit den in [5] hergeleiteten Beziehungen. Hierbei ergeben sich in einigen
Fillen Vereinfachungen in der Schreibweise, z. B.

fiir alle m, n

(1= 0,1,...; byneD,).

x { —_
(8) W hpy = bmfk,m by = bm,n—l

(Beim Verschieben einer Matrix aus @, nach unten bzw. nach rechts
werden die Nullen, die oberhalb der nullten Zeile bzw. links der nullten
Spalte stehen, mit verschoben.) _

Wir merken noch an, daB sich far b, (M, N, ¢;)<Q, die Beziehung

(9) Wty = Con (M 4K, N+1, g)  (k,1=0,1,...)
ergibt.

Die Gleichungen
(10) up =1 und wvg=1,

die in D, nicht 1oshar sind, besitzen jetzt in Q, die Lisungen

' 1 fir m=-1, n=0,
(11) U =p o=
0  sonst,
. 1 fir m=0,n=-1,
7 — q =
0 sonst,
fir deren Potenzen sich
1 fir m=-—%k, n=0,

(12) uf =" =
P 0  sonst,
a0 ll fiir

0 sonst

ergibt. Entsprechende Differenzensiitze fiir Funktionen aus 9D, lassen.
sich nun wieder aus [5] iibernehmen. Die Aussage (9) gilt wegen (12)
jetzt fiir alle ganzen Zahlen %, 1.

Wir bemerkten schon, daB Q, ein Ring ist und beweisen jetzt

Satz 1. Q, ist ein Korper.

Bs ist_also noeh zu zeigen, da8 zu beliebigen Elementen a und b
aus Q,, @ = 0, stets ein Element. xeL), existiert mit

(13) a-x =b.
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Zum Beweis darf man sich auf Elemente vom Typ a,, (0,0, fis
bun(0, 0, g;) beschrinken; denn gibt es zu diesen einen Quotienten

Zmn(0, 0, h;), dann existiert wegen (9) und (12) auch zu a,,(M,N,f;)

und bmn(K; I’: .qi) ein QuOtient wmn<—M+K’ '_JV+L’ h'i)-

Wir fithren den Beweis, indem wir die Elemente von z zeilenweise
angeben. Zunichst sieht man, daf ,, = 0 fir m < 0 sowie fir m = 0,
n < 0 die Gleichungen

-]
(14) (& @)y, = 2 Qo g v =buy
erfiillt; denn nach Voraussetzung ist b,,, = 0 und auf der linken Seite
verschwindet mindestens ein Faktor jedes Summanden. Die weiteren
Elemente der nullten Zeile berechnen sich wie folgt: Aus (14) fir
m=mn=0,

(@ B)oo = @ To = byo,

ergibt sich, da nach Voraussetzung a vom Typ Gy, (0, 0 ,ﬁ) ist, was wegen
(8) ago # 0 bedeutet,
bOO

PLog = — -
)

Aus (14) fiir m =0, 2 > 1,

n

(@ @)gn = Zaou%,n‘, = bon;
»=0

148t sich rekursiv ‘

n

1
Lop = a_(brm— Zaorwo,n—w) (’I’I/ > 1)
00

y=]1
berechnen.
Angenommen, die Elemente bis zur (m— 1)-ten Zeile seien berechnet,
dann schreiben wir zur Bestimmung der Elemente der m-ten Zeile (m > 0)
(14) ausfithrlich

(15) (a - w)’mn = Qo Pmnt 21 @y Lopee e — + 22 @y Top— pym— v +

a>m o< usm
+ 23 apvwm—u,n—v24 a’Ovmm,n—v+ 25 aw”m,n—v
u<0 »<0 >0
= by (m fest).

Fir p>m ist m—pu <0, also @p_ppn ., =0 und da,mi_t 2i=0
fiirr 4 < 0 ist ‘@, = 0 und damit J)y = 0, fiir p =0, » <0 ist a, =0
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und damit Y, = 0; setzen wir noch fiir die bereits bekannte Summe

> G pn—y = Cum, 80 Schreibt sich (15) kiirzer

o<usm
0

(16) G0 T+ 2 Aoy T == bonn—Coun -

r=1
Fiir geniigend kleines n ist b, = ¢y, = 0. Es gibt deshalb eine
ganze Zahl Z; so, dafB fir alle n < %T,L gunichst by, = ¢n, = 0 ist und die
Gleichungen (16) durch z,, = 0 fir alle n < Kn erfilllt werden. Wegen
@y # 0 1dBt sich aus (16)
T gy = (b, oy — C ) [ @00
und analog der nullten Zeile rekursiv
1 14

- (b'm,ﬁwl—cm,hﬁw“ anwmﬁ;ﬁz‘»L l=1,2,..
00

r=1

Tm g+l =

bestimmen.
Damit haben wir eine Funktion #,,, konstruiert, die den im Satz
geforderten Bedingungen geniigt, q. e. d.

3. Struktur der Inversen. Die zu einer Funktion gehorige Folge
{f:} ist bisher nicht eindeutig bestimmt. Jede Folge {d;} mit dy = 0, d; < J,
(4 =1,2,...) leistet das gleiche wie {ﬁ}. Wir legen von jetzt ab {f;} (ohne
Querstrich geschrieben) eindeutig fest, indem wir zuséitzlich erkliren, daB

(1n Oayrner, 70,  ke{0,1,..}

gilt, sofern in der (M -+ %)-ten Zeile iiberhaupt ein nichtverschwindendes
Blement steht. ay sy, it also das linke, nichtverschwindende Randele-
ment der (M- k)-ten Zeile. Wenn in einer Zeile lauter Nullen stehen,
setzen wir fi = co. Man kann nun gewisse Aussagen fir die Folge {hs}

des Quotienten & = b/a machen. Wir beschrinken uns der Rinfachheit
halber auf b = e,,.

SATz 2. Bs s€i %y,(0,0,h;) das inverse Blement von Amn (0,0, 1),
dann ergeben sich zur rekursiven Berechnung der Gripen hy (m = 1) fol-
gende Fille:

) hy = oo, wenn alle f; = co sind (1 =1, N O H

D) by =Min(fitbm_s) (3 =1,...,m), wenn nichi alle fi = oo sind

1
(t=1,...,m) und wenn das Minimum nur fiir ein @ angenommen wird;
e) hy > M@n(fi—khm_i) (t=1,...,m;m >2), wenn nicht alle f; = oo

T

sind (i=1,...,m) und das Minimum fiir mehr als ein i angenommen

wird. In diesem Falle hingt der Wert von h,, moch von gewissen Funkiions-
werten a,,ab.
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Beweis. Der Fall a) ist trivial. Fiir beliebiges m > 1 fithrt die An-
nahme @pp, # 0 und ou, =0 £ir 2 <hn 2u (@ B)np, = dpTnp, 7 0
wihrend nach Voraussetzung (a:@)mp,, = €np,, = 0 ist.

b) Wir zeigen die Behauptung fiir m = 1. Hier ist Voraussetzung
fi #F o0, d.h. ayy # 0, und Behauptung by = Min(fi+h) =f; (Bg =0
wegen Satz 1). Wir nehmen an, es ghbe links von ,; weitere nicht-
verschwindende Elemente. Da es aber nach Satz 1 nur endlich viele geben
kann, existiert ein am weitesten links stehendes, das wir mit

(18) Bypty 0 (B> 0)
bezeichnen. Wegen
(19) (e @) p-8 =
oo @y, 1, ity = Bor B,y —y 1 +oot Bt = 0

ergeben sich folgende Mbglichkeiten: entweder es sind alle ag, =0 fiir
n > 1, dann folgt sofort ein Widerspruch, oder es gibt fiir # > 1 min-
destens ein Blement a,, # 0, dann folgt aus dem Bestehen der Gleichung
(19), daB es mindestens ein weiteres Element @y 5, # 0 (% > %) gibt,
und das ist auch ein Widerspruch. Damit haben wir gezeigt, daB sieh
links von =, lauter Nullen befinden. Aus

o0
(@ &)y = Zauvml——y,ll—v = Qgoby,1, T G1,1, B0 = 0
—o0
ergibt sich nun sofort wegen ag % 0 und @y = 1/a
1,1
By = — % #*0.
Fpo

Wir nehmen an, die Behauptung b) gilt fir ¢=1,2,...,m—1
und betrachten jetzt die Gleichung

©
(20) (Cb * w)m,km = 2 @y mm—p,llrm—v
)

= oo B,y —+ag Dy ~1 Fo
+ O T 1 -1y + g1 D1 gty =1+
A B, Lo,y T, T a'm,fm+1$o,hm—fm—1+- ..
== 6m,;,m = 0.
Sind die Voraussetzungen von b) erfillt, dann gibt es genau .ein
=7 (1 <j<m), fiir welches das Min (f;+ hm_;) angenommen wird.
B )
Die Annahme, daB links von Zmp,,; b = fi-4 hm—y, €in mcht'aver.‘schmn-
dendes Tlement legt, wird mit denselben Uberlegungen wie 1m Fall

Studia Mathematica XXVI. 7
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m =1 widerlegt. Aus (20) folgt dann fiiv hy = fj+ hm.; wegen h,,— fi
<hmy (E=1,...,m;% 3*7)
(21) , = ———1-—a, @ 0

g, gy Yty T o #0.

¢) Wir betrachten zundchst m = 2. Die Voraussetzung lautet hier
2fy = f, # oo; dies ergibt sich wegen hy = 0, b, = f; aus fy+h; = fothyg.
Durch (20) fiir m = 2 und A, = 2f; = f, folgt

1
(22) By, = Dappy = — —(8yp, By g+ Gy 7, @yo) .
() b
. Wie unter b) liBt sich indirekt schliefen, dafl es kein n < fo gibt
mit #,, # 0. Da sich aber %55, = 0 ergibt, wenn )
(23) D, = Aty @ gy - o g, By = 0
ist, 148t sich nur %y, > 2f, =f, = Min(f;+hy_;) (4 =1,2) schliefen,

womit die Behauptung ¢) fiir m = 2 bewiesen ist.
Wir merken noch an, daB h, = 2f, = f, genau dann gilt, wenn

(24) D=|" ML,

. Grpy Gay,
ist. ! !
Wenn

1 2
Dy = Za’l,f1+iw1,f1-irz—«i+ Zaz,fa-o-z'%'o,z—i =0
i=0 im0

ish fir 1 =0,...,1—1 und D,,, =0, d i
r SRS 1 , dann gilt hy = 2f -1 = f+1.
Fir beliebige m lautet die Voraussetzung fil—}—2 Bs, 1.—_ fi +J;im i
_ - _ ? 1-2 —12
=... _fir+ Bty =Ty 2 <r<m, 1<4i,<m Mit einigen. Uberle-
gungen, die zum Fall b) analog sind, folgt schlieBlich aus (20)

1

r
Iy = — a; @,
e 2 I Mm—iy oy oy

a,no = (3 0m, lg

di T M (f . . .
und hy, = hy, Mim(ﬁ Fhy_;) ist ersichtlich. Ersetzt man in der letzten

Summe die als bekannt anzusehenden Faktoren x,, durch Funktions-
werte von a, erhé.lt_man einen zu (24) analogen {%erm, desseﬁ Nicht-
verschwinden %, = h,, zur Folge hat

Beispiele. 1. Bg sei

6, = {“mn(My N, f) | a,,me@h M=N= 0},

d.h. ¢, ist die Menge aller Funktio tir di
¢ ) r nen, fiir die ay 5 0 gilt und a,, = 0
ist, wenn ein Index negativ ist. Wegen f; > 0 fiir alle ¢ folgt aus Wé';tz 2

©
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fiir die Inversen k; > 0 fiir alle ¢ und wegen Satz 1 ergibt sich # = 1/a
= Bmn(0, 0, b;) €8y Ist {f;} = {0}, 158 sich aus Satz 2 zwar noch A, = 0,
allgemein aber nur h; > 0 schlieBen.

2. Aws {f;} = {0} (¢ = 1) folgt {h;} = {o0} (4 > 1).

3. Aus {f;} = {i} folgt by =1, h; =i (4= 2).

1 fir m=-1,n=0,
4.7 a=p—q=ap(—1,0,f)=1-1 fir m=0, n=—1,
0  sonst
(fy = —1, f; = oo fiir ¢ > 2) existiert nach Satz 1 das Inverse
& =——— = yy(1, 0, hy).

T
Nach Satz 2b ergibt sich wegen
P = Min (fi+ honi) = fi-+ b

mit vollstindiger Induktion {h;} = {—i}. Mit Hilfe von (21) erhilt

man nach entsprechender Verschiebung #p.1.m =1, m=10,1,...; wie

man leicht sieht, hat man damit bereits alle nichtverschwindenden Ele-

mente. Es ergibt sich also
1 1 fir m=1, n=—(m-1),
" p—g |0 sonst

und damit x¢D,, wie schon in der Einleitung erwihnt.
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