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Herrn Professor E. Hlawka
zum 50. Qeburistag gewidmet

1. Einleitung. Sei p ein o-MaB, welches auf einem o-Korper von
Teilmengen eines Raumes X definiert ist, derart daf u(X) = 1.
Eine Abbildung ¢ von X in sich heiBt mepbar, wenn das Urbild ¢—*E
jeder meBbaren Menge E mefibar ist. Eine Menge E heiflit invariant
beziiglich ¢, wenn F = ¢~1E. Man nennt dann ¢ unzerlegbar, wenn jede
invariante Menge das MaB 0 oder 1 besitzt. In der metrischen Theorie
der Kettenbriiche betrachtet man die folgende von Marczewski einge-
fiihrte Abbildung des Binheitsintervalles {0, 1) in sich
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Knopp ([2]) hat einen Satz bewiesen, der in der Terminologie der Ergo-
dentheorie ausgedriickt, aussagh, daB & beziiglich des Lebesgueschen
MaBes unzerlegbar ist. Ziel dieser Arbeit ist es, diesen Satz auf J acobische
Algorithmen zu iibertragen, d.h. es wird bewiesen, die durch
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definierte Transformation des -dimensionalen Einheitswiirfels in sich
ist beziiglich des m-dimensionalen Lebesgueschen MaBes unzerlegbar.
Der Beweis folgt der Darstellung von Ryll-Nardzewski ([41), ist
aber aus verschiedenen Grinden erheblich komplizierter.
Den Jacobialgorithmus hat Perron ([3]) wohl als erster ausfithrlich
untersucht. Man ordnet jedem Punkt o = (ay,..., 0,) des n-dimensio-
nalen reellen euklidischen Raumes 1-1-deutig eine n-fache Zahlenfolge
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zu, wobei das Bildungsgesetz folgendes ist:

., 1 N ] '+
o = oty A =l ey A =

Dabei ist af? = [of], die nichstkleinere Zahl. Bildet man aus dieser
n-fachen Zahlenfolge Niherungsbriiche of)/wf) gemiB der Rekursions-
vorschrift:

(L2a)  of =of+alePd+... +alef), j=0,1,...,n

mit den Anfangswerten

o) = 8 py

fiir k+p <n, W0 &5, das Kroneckersymbol bedeutet, so zeigh man

Die n-fache Zahlenfolge ist bis auf folgende Einschrimkungen be-
liebig: Stets ist af) >af’ >0 und of) >1. Gilt einmal af) =a®, so
folgt weiters al’"" < al*D, gilt dabei wieder das Gleichheitszeichen,
so folgt obendrein of % < af*P und so fort. Dabei setzt man af® — 1
und of) =0 fir ¥ < 0. Fir die GroBen of gelten weiters die Ver-
schiebungsformeln
(1.2b) ot = wf),,
und fir die (n-+1)-Determinante det(w()) gilt:

det(wf) = (-1, 4,5=0,1,...,n.
Fir die Koordinaten «; des Punktes o erhilt man ferner die Darstellung
s _ ot afal 4 tofal)
o +of) o) +... + of] of)
Mit Hilfe_der obigen Determinantenformel beweist man dann folgendes
Resultat tiber die n-zeilige Determinante det(a;wf) — of)

1
off+off o)+ +of]al)
Im folgenden beschrinken wir uns auf den Bereich B® — {(e5) 1 0
< o < 1}. Es ist dann stets af” = 0, so daB in der n-fachen Zahlenfolge

(1.1)(0)61‘e erste Spalte weggelassen werden kann. Die Menge aller Punkte
#eBY, deren Entwicklung (1.1) bis zum »-ten Schritt durch

(14) det(gol)—of)) = 1,j=1,2,...,n.
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vorgegeben ist, einen LebesguemefBbaren Bereich B® dar. Bs gilt die
Abschiitzung, wobei mit 9R F das LebesguemaB einer Menge E bezeichnet
wird:

1
— < MBY <

n!(@2n 1) (@) (R

Ferner brauchen wir noch die Abschitzung des Verhiltnisses der
MaBe zweier ineinanderliegender Bereiche BU*+Y) < B®:

A4, MBE+Y 4,

(1.5) (k;:""”)"'“ < MBO < (REFDyH

mit den Konstanten

1
! (2n 41"+ (1)

= A, = nl(@n41)"

Wie erwihnen noch folgenden Satz: Betrachtet man die af) =
aay, ..., a,) als Funktionen in a,, ..., a,, 80 sind diese auf den Bereichen
BtV 1-1-deutig. Diese Bereiche sind rekursiv bestimmt: Durchliuft a
ganz B¢V, so wird B in abzihblbar viele konvexe, fremde Bereiche
B® gzerlegt, die dadurch charakterisiert sind, daB die » Funktionen af’
dort konstante Werte ks-,") annehmen. Der Beweis dieses Satzes und der
Abschitzung (1.5) ist in einer fritheren Arbeit [6] erbracht worden.

2, Verallgemeinerung des Satzes von Knopp. Bezeichnen wir mit
a = [af, &, a®, ...]
kurz die 1-1-deutige Entwicklung eines reellen Punktes
a = (a)eB? = {(z) | 0 < <1},
so definieren wir eine Abbildung von B® in sich gemiB

8lai, ai’, af, ...] = [a, af¥, ...].
Dies bedeudet

g 2, | @ Ty 1 1
R e o el R |

Es ist leicht zu sehen, daB § meBbar ist. Sei néimlich @ ein beliebiger Wiirfel,
Q = B, so wird @ in hochstens abzihlbar viele Teile @ ~ B’ zerlegt,
deren Urbilder ergichtlich meB8bar sind, denn das Urbild jedes B’ ist
eine abzihlbare Vereinigung von Bereichen B’'.

‘Wir beweisen ’

Samz 1. Die Abbildung 6 ist beziiglich des m-dimensionalen Lebesgue-
schen Mapes unzerlegbar.
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Beweis. Wir folgen der Methode von Ryll-Nardzewski ([4]). Wegen
der Terminologie sei im ibrigen auf den Artikel [1] verwiesen. Sei B
invariant beziiglich 8, d.h. z¢F genau dann, wenn J(x)<F und sei ME
=d <1, 5o zeigen wir d = 0. Mib x(») sei die charakberistische Funk-
tion von E bezeichnet. Ist nun nach (1.2a) und (1.3)

o)+ o) (af) + ;)

() s
a3’ ;] (u)_{ Zw(y) a(,,)+w)

(2.1)

() = [a.'ll’ a';,, ey

I N
=Sl
so ist &8"(y;) = (@;). Daher ist
n
w§Fh +,~"S"‘ ol @
=1

) =g | ———————
w”,;"l)—}—Z;wS?wj
i<

fiir (#;) eB. Wir schétzen als erstes die Dichte von I in einem Bereich
B® ab:

M (B~BY)
(2.2) TomBY
(1) )
[ +Zw£ m:
Jx()dy ( S S o) % @) A
B o*B0) #250)
» . l
Dabei ist do = dodw,...ds, und 4 = (08 S ofz)
Es ist nimlich
B _ (b4 S0l off— (0 + Soya)oly) _ af)— suel
a; (0§ + ) o) i+ Yol a;

Mit Hilfe von (1.4) folgt das Ergebnis, Liegen keine Hinschréinkungen
vor, wie sie in der Einleitung beziiglich der Entwicklung erwihnt wurden,
so ist 8’BY = BO; ein B® dieser Bigenschaft mennen wir ein gutes
BY. Liegen einige Emsehrankungen vor, so nennen wir das B") schlecht.
Es ist dann ndmlich §"B® nur ein Teilbereich von BO.

Wir betrachten zuerst den Fall guter B®. Es ist dann

1 1
W(EHBM) _Df !X 501 Adﬂ'/‘
MBY T T 1 '

hn..@
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Da 04/0x; < 0 auf ganz B®, d.h. 4 dort fiir jedes 2; monofon abnimmt,
wird das Integral im Zahler bei festem ME = d < 1 maximal, wenn
modulo einer Nullmenge ein einfach zusammenhingender Bereich ist,
der den Nullpunkt enthilt, etwa der Bereich @. Da dann bestimmt
M(BO—G) =1—d >0 ist

M (E~BM)
TTopg® <k<<1
mit ciner festen Zahl %. Fiir ein beliebiges B" geht dieser Schluf nicht,
da M’ BY = (n!)~! werden kann. Wir benotigen daher

HrEssATz 1. Zu jedem BY wund su jedem ¢ > 0 gibt es ein v, sodaf

(2.3) MBM = Y MBIk Y MBET g,

wobei alle BY disjunkt und gut sind, d.h.

8* B = BO po=v+1,.. v+

Da wir uns wur fir kleine ¢ inleressieren, konnmen wir verlangen
) Ve < MBY,

Y Ve <k < 1.

Der Hilfssatz besagh, wir konnen jedes B® durch abzihlbar viele
gute BY approximieren.

Beweis. Sei B® vorgegeben. Es gibt offenbar ein BC™) < B® mit
den beiden Eigenschaften

1) El > (p)HOHD (21 4-1),

(@) gL+ = O,

Man wihle etwa ein y > (n!)YC+Y (2n—|—1) und nehme als defi-
nierendes n-tupel
(0, 1, L k)

= (y—n+l,y—n-+2,...,7).

Tatsichlich gibt es natiirlich unendlich viele BV < B®, die (1) und (2)

erfiillen. s ist nach (1.5)

MBUY  pl@nF1) wl@n41) 1
MBY TRy T ATi =¢<1
(T ™) 4
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Bezeichnen wir mit @C+Y) die Vereinigung aller schlechten B¢+ -
< BY, so gilt sicher
MO+ < (1—q) MBY.

Fassen wir in B® alle guten B®+Y zusammen, so ist
MBY = Zc_mB(w_u) L MECHY,

Wir betrachten nun die guten B®*Y < @+! uynd fassen den Rest zu
AF+Y zusammen:

MBY = Y MBI I MBOH MO+
und es ist dann
MO+ < (1— )2 IMBM,

So fortfahrend schlieBt man leicht: Zu jedem & > 0 gibt es ein », = »y(e),
so daB (1—g¢)® < e und (2.3) erfillt ist.
Sind nun a) und b) erfiillt, so folgt

MBABY) _ FRBEAB)+...+ TMBABE) 4
MEO S MB"

= k+ <EVe <k < 1.

€
S
Bezeichnen wir mit diam B” den Durchmesser eines B™, so beweisen
wir nun:
HILessATz 2. Zu jedem B® und zu jedem & > 0 gibt es eine abedhlbare
Menge von B® = B™, so dap

(2.4) 2) MBY = YMBH 45,
b) diamB® < e.

Der Hilfssatz besagt anschaulich, daBman jedes B" durch hochstens
abzéhlbar viele B* beliebig gut approximieren kann, wobei diam B¥ < ¢
ist. Es ist zu vermerken, daB aus dem Beweis hervorgehen wird, daB
die Restmenge, deren MaB nach (2.4) kleiner als ist, eine Vereinigung
abzihlbar vieler B® < B® darstellt.

Beweis. Es ist unter Beriicksichtigung von (1.2b) nach (1.3)

3
o+ X ol afr
=1
b=
w‘(]:z fz wgf:?')a?(v«i-n)
=1
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Nach einiger Rechnung folgt daraus:

R A T 1
P I I o e e

o (e
PERR L G

L ot (e
alr+™ wlr™ w[(;;fn—l)

Da nun stets ol k) < ofo) folgt

oft™ < 1 . o) n
ST | S I R | W)
of ol
t G- pED | % oA
ay " ke, Y Won
)|l
+ a;:i-n)kg-i.n—l) a; wg;l—i-n—l) :
Da nun bestimmt fir (a;)eB®
(o)
. .
o— ::) < diamB@
WDon
und stets o™ >1, oft™ = o't folgt
wlt™ diam B® diam BC+Y diam BC+™—Y
G | S 3D g0 TR g e

Da die Abschitzung fiir jedes (u;)eB**™ gilt, so folgt aus der Dreiecks-
ungleichung

. (rany diam B diam B+
diam BO+ gz(m b )

Ferner ist diamBU+Y < diamB© fir B*Y < B®) und daher
hem o 20iamBY
diam B = —W .
Sei nun Z{+"Y > 2", so ist
diam B®

diam BU*™ < o
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Sei & > 0 vorgegeben, 5o gibt es ein v, = (&), so daB fiir ein Bt

gilt

< B®

diam B®
diam BU+"0 < ——1%,—— <e
Tatsichlich gibt es sicher unendlich viele BU+" < B®) mit dieser Rigen-
gchaft. Da nun wegen (1.5)

Ay
(v+» ] - (*)
MBE+ <TEE B,
50 wihlen wir BC+0 so, daB jedesmal
O > AN =1 L vy,

und somit
MBE+0 < pINBY

mit p <1 wird. Es ist dann 9N (BM—BC+) < (1—p)MBM, Fassen
wir daher in BY alle B+t mit diam BC*"0 < ¢ zusammen, so gilt

MBY — ZCD?B("J""U)—{—CJR@(”*‘”O)

wo MOCHD < (1—p)IMBY. In jedem B+ = @+ fagsen wir alle BO20)
zusammen, fiir die diam BT < ¢ und es ist daher

MBM = Z SR BE+7) + 2 IR BE+) + MO+

mit MOt < (1—p)2MB®. Wie im Hilfssatz 1 schlieBt man weiter:
zu unserem s> 0 gibt es ein N = N(e), so daB (1—p)¥ < ¢ und (2.4)
erfiilllt ist.

Zuletzt brauchen wir noch

Hrrrssarz 3. Sei @ ein beliebiger Wiirfol, ¢ < B, so gibt es cine
abzihlbare Menge von B®™, so daf

M@—UBY) <
mit

a)  Ve< MY,

b)) F4+Vegk <1,

Beweis. Sel @ ein Wiirfel mit Ka,ntenlange a. Wir wihlen & > 0,
Tber das wir noch verfiigen werden. Zu diesem & > 0 gibt es nach Hilfs-
saio;z 2 eine Uberdeckung des B, in welchem B™ liegt (bestimmt in
B etwa), durch abzihlbar Vlele elementfremde B™, wo entweder
diam B® < &' oder YOMBW < ¢'. Die Flichen des Wurfels werden dem-

hn..@
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nach von abzihlbar vielen B eingeschlossen, deren Gesamtmal
< &' (2na" ' +1) < e ist, wenn nur ¢ geniigend klein ist. Die Bedingun-
gen a) und b) sind stets erfiillbar.

Bs folgt nun sofort

ME~D)
me

<k <1

tiir jeden beliebigen Wiirfel @ = B®. Da diese Wiirfel eine Uberdeckung
im Sinne von Vitali bilden, folgt aus dem Lebesgueschen Dichtesatz
d =0 (siehe etwa [5], p. 117).

Man wird vielleicht fragen, warum man diesen Satz nicht schon
auf die Abschitzung M(E~BM) < ¥MBY anwenden konnte. Dies
liegt daran, daf es micht gelingt zu zeigen, die B iiberdecken im Sinne
von Vitali. Die Folge der B, die ein festes # enthalten, ist namlich
nicht regulir. Regularitédt der B whre nimlich mit folgender Approxi-
mationsaussage gleichwertig:

ie=1

o
o

. K

t— 7 | <+
w(v))n+1

mit einer Konstanten K = K (B®). Dies ist bestimmt fiir alle aeB®
nicht richtig, wie aus dem Gegenbeispiel in [3], Seite 67, Anmerkung
unten, etwa hervorgeht. Ob es fiir fast alle o richtig wire, scheint ein
sehr schwieriges Problem zu sein.

Aus Satz 1 folgt nun unmittelbar

Sarz 2. Ist A eine Aussage dber die Folge der Blemente der Jacobi-
schen Kettenbruchentwicklung eines Punktes ©eB® und hat A die Bigen-
schaft, daf sie bei jedem x<B®, dessen Eniwicklung im Sinne von Perron
storungsfrei ist, entweder fir alle & (m) richiig ist oder fiir keines, so hat
die Menge Z der x, fiir die A richtig ist, das Maf O oder 1, sofern Z mefbar
18t.

Beispiele zu diesem Safz sind in meinen Arbeiten [6] und [7] ent-
halten.

Zuletzt danke ich noch Herrn Dr. W. Philipp fiir niitzliche Hinweise.
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The expression of a polynomial
as a sum of three irreducibles®

by
D. R. HAvEs (Tennesgee)

1. Introduction. Let % be a finite field of ¢ elements, and let k[«]
denote its polynomial ring. The leading coefficient of a polynomial M
in k[#] is denoted by sgn M. If sgn M = 1, the polynomial is said to be
primary. The “absolute value” of a polynomial A4 in k[z] is defined by

(1.1) |4| = g4,

A polynomial A is even if it is divisible by an irreducible P such that
|P| = 2; otherwise, A is odd. It is clear that even polynomials can occur
only over the finite field of two elements.

According to a famous theorem of Vinogradov, every sufficiently
large odd integer can be epxressed as a sum of three primes. In this paper,
we prove the following analog of Vinogradov’s theorem for the polynomial
domain %[x].

TrroREM 1.1. Let M be an odd polynomial in k[wx] of sufficiently
high degree r (i.e., v is greater tham o fized positive constant which depends
only on k). Suppose a, f, and y are any three non-zero elements of k& such
that o+ B+ = sgn M. Then there exist primary irreducibles Py, Py, and
P, in k[x], each of degree r, such that

(1.2) aP,+fPy+ yPy = M.

The restriction that M be odd is necessary. Consider, for example,
the even. polynomial M = o" over the finite field of two elements. We
must choose a = f = y =1 sinee there is no other non-zero element
of the field. If we were to have &” = P, +P,+P;, then we would have
P,(0)+P,(0)+P,(0) =0 upon substituting ® =0. Now for ¢>1,
P,(0) 5 0 since otherwise P, would not be irreducible. Hence, Pi(0) =1
and P,(0)4+P,(0)+P3(0) =1+1+1=150, a contradiction. Thus,
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