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DIE FASTDIREKTEN ZERLEGUNGEN
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Jeder universellen Verkniipfung von allgemeinen Algebren zu einer
neuen Algebra entspricht ein Zerlegungsbegriff: Die Darstellung einer
gegebenen Algebra als Ergebnis der Verkniipfung anderer Algebren.
Zweck einer Zerlegungstheorie ist die Untersuchung algebraischer Struk-
turen durch Zuriickfiilhrung auf “einfachere” Algebren; im Mittelpunkt
stehen dabei der Vergleich der Zerlegungen ihrer “Feinheit” nach und
die Frage nach der Existenz nicht verfeinerbarer Zerlegungen.

Im allgemeinen ist die Existenz nicht verfeinerbarer Zerlegungen
nicht zu erwarten; andererseits kann es aber auch verschiedene nicht
verfeinerbare Zerlegungen geben.

Es zeigt sich, daf vollstindige Verbinde —— bis auf Isomorphie
im Sinne von § 2 — hochstens eine nicht verfeinerbare direkte Zerlegung
besitzen konnen (§ 8). Wichtige spezielle Zerlegungen sind als feinste
direkte Zerlegungen gewisser vollstindiger Verbidnde charakterisierbar.
Die Zerlegung einer abelschen Torsionsgruppe in maximale priméire
Untergruppen (siehe [5], S. 161, exercise 1) ist die feinste direkte Zerlegung
des Untergruppenverbandes; die Zerlegung eines kommutativen Ringes
mit Eins und absteigender Kettenbedingung fiir Ideale in Noethersche
primire Ringe (siehe [8], S. 205, Theorem 3) ist die feinste direkte Zer-
legung des Idealverbandes; die Zerlegung eines Hilbertraumes in die
Eigenrdume eines vollstetigen symmetrischen Operators (siehe [7],
S. 336, Theorem 6.4-B) ist die feinste direkte Zerlegung des Verbandes
der topologisch abgeschlossenen invarianten Unterrdume (§ 8).

* Dissertation, Bonn 1964, Teil I. Diese Abhandlung wurde in groBen Ziigen
auf der Tagung fiir Allgemeine Algebra in Warschau, 7-11 September 1964, dar-
gestellt. Eine Zusammenfassung und Erginzung der vollen Dissertation hefindet sich
in diesem Band (8. 364-367).
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Diese Erkenntnis inspiriert einerseits die Idee der “treuen” Zerle-
gungen (§ 5): das sind Zerlegungen einer Algebra, die in einem gewissen
“Strukturverband” der Algebra, nédmlich im Kongruenzrelationenverband,
eine direkte Zerlegung induzieren. Anderseits lehren die angefiihrten
Beigpiele, dall man sich bei der Konstituierung einer moglichst effizienten
Zerlegungstheorie nicht auf direkte Zerlegungen der Algebra beschriin-
ken darf: Weder die Summe der Primirkomponenten der Torsionsgruppe
noch die topologisch abgeschlossene Summe der Eigenriume des voll-
stetigen symmetrischen Operators im Hilbertraum ist das volle direkte
Produkt der jeweiligen Unteralgebren. Die geringe Tragweite einer Theorie
der treuen direkten Zerlegungen erhellt schlieflich daraus, daBl bei end-
lichstelligen Operationen jede direkte Zerlegung der Algebra, die den
ganzen Kongruenzrelationenverband direkt zerlegt, notwendig endlich
ist (§ b).

Damit ist die Etablierung eines umfassenderen allgemeinen Pro-
duktbegriffs legitimiert: Die Verkniipfung von endlich vielen Algebren
soll nach wie vor das direkte Produkt liefern; im Falle unendlich vieler
Faktoren sollen — bei Verzicht auf Eindeutigkeit — aufler dem vollen
direkten Produkt auch die erwiihnten Summenbildungen in Gruppen
resp. Hilbertrdumen erfalt werden. Nun gibt es zwar bereits Verallge-
meinerungen des direkten Produkts, welche das “schwache” direkte
Produkt der Gruppentheorie umfassen: J. Hashimoto’s “L-beschrinktes
direktes Produkt” ([4], S. 92) und das direkte Produkt beziiglich einer
ausgezeichneten Familie von Unteralgebren bei L. N. Karolinskaya [6].
Keine dieser bekannten Verknipfungen liefert jedoch die direkte Summe
von Hilbertriumen (§ 1). Diesen Mangel behebt das in dieser Arbeit
konstituierte “fastdirekte Produkt”, das auch die von Hashimoto und
Karolinskaya eingefithrten Verkniipfungen enthiilt; das fastdirekte Pro-
dukt 146t sich abstrakt charakterisieren als umfassendste universelle
subdirekte Verkniipfung von Algebren, die bei endlich vielen Faktoren
das direkte Produkt liefert und in einem gewissen Sinne voll assoziativ
ist (§1).

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die der fastdirekten Pro-
duktbildung entsprechende Zerlegungstheorie. Die fastdirekten Zerle-
gungen einer Algebra sind reprisentierbar durch Mengen von Kongruenz-
relationen der Algebra (§ 2); deshalb kann die Zerlegungstheorie rein
relationentheoretisch aufgebaut werden: alle Definitionen und Sitze
bleiben sinnvoll, wenn man an Stelle von Algebren Mengen 4 mit einem
die Identitit enthaltenden, voll durchschnittsabgeschlossenen System €
von Aquivalenzrelationen in A betrachtet. Deshalb handelt es sich in
Wahrheit um eine Theorie der die Menge A fastdirekt zerlegenden Teil-
systeme eines solchen Hiillensystems € iiber Ax A; treue fastdirekte
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Zerlegungen induzieren direkte Zerlegungen von ¢, betrachtet als voll-
standiger Verband (§ 5) (}). .

Zu jedem nichtleeren System von treunen fastdirekten Zerlegungen
der Menge A mit dem Hiillensystem ' gibt es eine feinste gemeinsame
Vergroberung; die grobste Zerlegung entspricht der trivialen Darstellung
von A als fastdirektes Produkt von sich selbst. Es kann hichstens eine
nicht verfeinerbare treue fastdirekte Zerlegung geben; diese ist dann die
feinste und damit das System aller treuen fastdirekten Zerlegungen
ein vollstindiger Verband unter der Relation der Verfeinerung. Aller-
dings braucht es im allgemeinen nicht einmal zu zwei treuen fastdirekten
Zerlegungen eine gemeinsame Verfeinerung zu geben; in wichtigen Spe-
zialfillen jedoch — bei induktivem € oder falls o-o" = Ax A fir jedes
Zentrumselement o von € mit seinem Komplement o'e(C — bilden die
treuen fastdirekten Zerlegungen einen beschrinkt vollstindigen Ver-
band. Das System aller treuen direkten Zerlegungen ist sogar bei be-
liebigem (' ein beschrinkt vollstindiger Verband (§ 7).

Herrn Professor Dr. Jiirgen Schmidt habe ich fiir seine mannig-
fachen Anregungen zu dieser Arbeit ganz besonders zu danken.

§ 1. Fastdirektes Produkt. Die Operationen f; der hier betrachteten
Algebren (4, ( f,,-).id) werden als iiberall ausfithrbar und eindeutig voraus-
gesetzt: f; ist eine eindeutige Abbildung von A% in 4 ; dabei sind I und K;
vollig beliebige Mengen.

Das direkte Produkt ><(Ay, (fu)ig) einer Familie von Algebren
teT’ B

(Aey (fu)ia) des Typus (K;)y ist eine Algebra (A, (fi)iq), deren Grund-

menge A das direkte (cartesische) Produkt > A4, der Grundmengen A4,
tel

ist und deren Operationen f; komponentenweise erklirt sind: Versteht
man unter pr; die kanonische Projektion von 4 auf A4;, so hat man fir
jede Folge (a;)x, vom Typus K; in 4

Yy filan)ne, = fu(Pritu)res,;

die Projektionen pr, sind dann Homomorphismen per definitionem.
Subdirektes Produkt der Algebren A; ist jede Unteralgebra A’ des direk-

() Nicht jedes solche Hilllensystem € iiber 4 <A ist Kongruenzrelationen-
verband einer algebraischen Struktur in 4 mit tiberall ausfithrbaren Operationen;
es gibt aber stets partielle Operationen (fi)ir in 4, so daBl C gerade aus den Kon-
gruenzrelationen der partiellen Algebra (4, (fi)icz) besteht. Trotzdem ist die hier
entwickelte Zerlegungstheorie nicht anwendbar auf partielle Algebren, weil dort
direkte Zerlegungen nicht durch Mengen von Kongruenzrelationen ohne Riickgriff
auf die Operationen der Algebra charakterisiert werden kinnen.

Es sei noch hingewiesen auf die Moglichkeit der Reprisentierung von Zerlegun-
gen durch Systeme von Homomorphismen; siehe etwa Goldie [3].
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ten Produkts mit der Kigenschaft, daf die Kinschrinkungen der pr,
auf A’ noch surjektiv auf A4, sind.

Ein subdirektes Produkt von eminenter Bedeutung ist das schwache
oder diskrete direkie Produkt der Gruppentheorie: Ist der Typus (K;),
der Algebrenfamilie (A4,),r endlichstellig, d. h. sind alle K; endlich,
und besitzt jede Algebra A; eine einelementige Unteralgebra {e/;}, so ist

die Menge aller ae >< A; mit prya = ¢, fir fast alle {7 eine Unteralgebra
tel'

des direkten Produkts der 4, und somit offenbar subdirektes Produkt.
Eine von L. N. Karolinskaya [6] angegebene Verallgemeinerung dieses,
diskreten direkten Produkts besteht in der Ersetzung der einelementigen
Unteralgebren {e;} durch beliebige Unteralgebren 4; < A4;: Die Menge

aller ae >< A, mit priacA; fir fast alle teT ist Unteralgebra des direkten
teT

Produkts der A4, und daher subdirektes Produkt, falls entweder alle
A; = O oder kein 4, = @ und dabei fast alle 4; -« @. Dieser Begrift
laft sich in naheliegender Weise noch weiter verallgemeinern, auch auf
Algebren mit beliebigstelligen Operationen: Sei (A;).p eine Familie
von Algebren A; eines beliebigen Typus; ein subdirektes Produkt A’
der A, heile K-Produkt, wenn es Unteralgebren 4; = A, und einen Fil-
ter Fg iiber dem Indexbereich 7' gibt, so daB A’ gerade die Menge aller

ae > Ay mit priaed; fiir Fe-fast alle teT ist.
teT

Eine idhnliche Verallgemeinerung des diskreten direkten Produkts
stammmt von J. Hashimoto [4], S. 92; fordert man von seinen
“L-beschrinkten direkten Produkten” zusitzlich die Subdirektheit, so
erhilt man gerade die H-Produkte: das sind subdirekte Produkte A’
der A4;, zu denen es einen Filter Fy iiber T gibt, derart daB fiir jedes
a'ed’ gilt: A’ ist die Menge aller ae > Ay mit pra = pria’ fiir Fy-fast
alle teT. == '

Trotz der formalen Ahnlichkeit sind K- und H-Produkt unver-
gleichbar; dafl nicht jedes K-Produkt ein H-Produkt ist, lehrt das ein-
fache

Beispiel 1. Sei 7' die Menge N der natiirlichen Zahlen, jedes
Ay =D ={0,1, 2} ohne Operationen (d. h. I = @), jedes 4; = {0, 1},
Fy der charakteristische Filter von N. Das zugehorige K-Produkt A’
ist dann die Menge aller ae D™ mit prya = 0 oder 1 fiir fast alle neN .
mithin enthilt 4’ die Folgen ¢, = (0)uey und ¢; = (1)py; wire A’ ein
H-Produkt, so miilite (da pr,c, # pr,e, fiir alle ne N gilt) der zugehorige
Filter Ky die ganze Potenzmenge von N sein.

Ebenso leicht zeigt man, daBl auch nicht jedes H-Produkt ein K-Pro-
dukt ist:

Beispiel 2. Sei 7' = N und, fiir neN, 4, = {0,1} mit der null-



FASTDIRERKTE ZERLEGUNGEN, I 43

stelligen Operation g™ — 0 und den einstelligen Operationen f3 (meN)
mit
0 fir m #n,

fg:)l/' — . (*TEAn)
1 fir m = n.

Die Menge aller ae{0,1}" mit pr,e = 0 fiir fast alle neN ist offenbar
ein H-Produkt der A4, mit dem charakteristischen Filter von N, aber
kein K-Produkt, weil jede Algebra 4, keine Unteralgebra auler sich
selbst enthiilt und deshalb jedes K-Produkt das volle direkte Produkt
der A4, ist.

Man kann allerdings durch eine weitere Verallgemeinerung des
K-Produkts das H-Produkt mit erfassen, nimlich indem man statt der
ausgezeichneten TUnteralgebren beliebige Teilmengen Ay < A, zuliBt;
tiir das H-Produkt geniigen bereits einelementige A;. Aber selbst dieses
erweiterte K-Produkt umfaBt nicht die direkte Summe von Hilbert-
raumen:

Beispiel 3. Sei 7 = N, jedes 4, ein Hilbertraum und A’ die di-
rekte Summe der 4,. Wire A’ ein K-Produkt der 4, beziiglich der aus-
gezeichneten Teilmengen A, und des Filters Fg, so hiitte man zunichst
ein FyeFg, derart daB, fiir jedes neF,, 4, einen von 0 verschiedenen
Vektor enthielte; sodann kénnte man zu jedem neF, mit beschrinktem
A;, ein a,eA, finden mit

%;sup{l[w“ : meA;b} e ”anHv

also hitte man ein ae A’ mit pr,a = a, fiir alle n e ¥, mit beschrinktem 4,,,
damit auch 2aed’ und schlieflich F, = {neN :2pryacd,}eFg. Als
Element von Fg wire F, ~ F, jedenfalls unendlich; wegen 2pr,a
—= 2a,¢ A, fir jedes neF, mit beschrinktem A, miiBte dann aber, fiir
unendlich viele neF,, A, unbeschrinkt sein, was offensichtlich unmo-
olich ist. '

Ein weiterer Nachteil des K-Produkts ist sein Mangel an Assozia-
tivitdt: Man kann zum Beispiel ein K-Produkt A’ einer gewissen Al-
gebrenfamilie (A;);y und eine Klasseneinteilung P von T' angeben, der-
art daB A’ keinem K-Produkt der (A®)gp kanonisch isomorph ist,
wobei A® = {(pria).s:aed’}. Diesem Manko kann durch Zulassung
weiterer subdirekter Produkte abgeholfen werden; dazu zunichst eine
Prizisierung des Begriffs “subdirekte Verkniipfung”:

Definition 1. Eine (universelle) subdirekte Verkniipfung ist eine
aunf der Klasse aller Algebrenfamilien erklirte Funktion 77, die der Fa-
milie (A4;).r eine (beliebige) Menge [] A, von subdirekten Produkten

teT

der A eindeutig zuordnet. Die subdirekte Verkniipfung 7/ heilit asso-
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ztativ (*), wenn fir jede Familie (4;).p, jedes A'¢[[ A, und jede Klassen-
el

einteilung P von 7T gilt: fiir jedes SeP ist A® — {(pria)s: aed’}e]]| Ay,
teS

und {((prya)s)se : @A’} —kanonisch isomorph zu A’ — liegt in [] 4.
SeP

Beispiele assoziativer subdirekter Verkniipfungen gsind das sub-

direkte Produkt — [[A, ist die Menge aller subdirekten Produkte

teT'
der A; —, das direkte Produkt — [[A, = {>< A}, falls alle 4, =+ 0
teT' tel'
oder alle 4; =0, sonst [[4, =@ —, das diskrete direkte Produkt
tell’
beziiglich einer Familie von Unteralgebren — [[A; besteht aus allen
teT

subdirekten Produkten A’ der 4,, zu denen es Familien (A4;)., von
Unteralgebren A; < A, gibt, derart daf aeA’ genan dann, wenn pryacA;
fiir fast alle te7.

Die einschrinkenden IForderungen an eine mdéglichst umfassende
Verallgemeinerung des diskreten direkten Produkts lassen sich nun exakt
formulieren: Es soll sich dabei um eine assoziative subdirekte Verkniipfung
handeln, die auf endlichen Algebrenfamilien — d. h. auf Familien (A4,).,
mit endlichem Indexbereich 7' — mit dem direkten Produkt iiberein-
stimmt. Eine “moglichst umfassende” soleche Verkniipfung bietet sich

dann unmittelbar an: Sei [[*A4, die mengentheoretische Vereinigung
tel’

aller [[A;, wobei /I eine assoziative subdirekte Verkniipfung ist, die
tel

auf endlichen Familien mit dem direkten Produkt iibereinstimmt;
trivialerweise ist /7™ eine subdirekte Verkniipfung und liefert fiir endliche
Familien das direkte Produkt; die Assoziativitit von /7™ erschliefit man
ebenfalls unmittelbar aus der Definition. Das ist die fiir diese Arbeit
fundamentale

Definition 2. Die subdirekten Produkte in |[[*A; heillen fast-

teT

direkte Produkte der Algebrenfamilie (A;), .

Eine iiberraschend einfache Konkretisierung dieser abstrakten De-
finition liefert

SA1Z 1. Ein subdirvektes Prodult A’ der Algebren (A).p ist fast-
direkt genaw dann, wenn zu beliebigen a,beA’ und U < T auch ceA’ mit
pric = pria fur alle te U und pric = pryb fiir alle teT— U.

Beweis. Man betrachte die subdirekte Verkniipfung //’, die jeder
Algebrenfamilie (A4;),y alle subdirekten Produkte mit der Bedingung

des Satzes zuordnet. Die Verkniipfung /7" ist assoziativ: Sei A’e[]' 4,
) tel'
und P eine Klasseneinteilung von 7'; natiirlich ist fiir SeP die Algebra

() Besser: assoziativ von oben; siehe meine Note [1].



FASTDIREKTE ZERLEGUNGEN, I 45

A® = {(pria).s : ae A'} subdirektes Produkt der (4,).g, und zu U < §
und @' = (prya)sess b = (Prib)seA® mit a,bed’ hat man ced’ mit
pr;¢ = prya fir alle te U und pre = prib fir alle te7 — U, insbesondere
also pric = prb fiir teS8— U, s0 daB ¢ = (prie)seA® die verlangte
Eigenschaft hat. Weiter ist A* = |((pria)us)ser: acd’} subdirektes
Produkt von (A®™gp, uwnd zu Q <« P und aF = (PTe@)ies)ser s
b* = ((prib)ies)sepe A* mit @, bed’ hat man wieder ced’ mit prc = pria -
fiir alle feSe@Q und prie = prd fir alle 1eSeP—Q, so daB ¢* =
((prﬂ(e),es)SEPeA* der Forderung geniigt. Dafl //' im Endlichen direkt ist,
schlieft man per Assoziativitdt durch Induktion: Fir T = {0,1} hat

man namlich zu A’ef|"A4; und beliebigen xeAd,, yed,, wegen der Sub-
e, 09 19 2
S

direktheit von A’,a,beA’ mit prya = x, pr;b =y, mithin existiert
ceA' mit pro¢ =prya =x, pric =pr;b =y, das heilt ¢ = (v, y)ed’.

Damit ist [['4, = [[*A; fir beliebige (A, gezeigt; daB umge-
teT teT

kehrt jedes fastdirekte Produkt die Bedingung des Satzes erfiillt, sieht

man leicht: Sei A'¢[[*4;, U= T und P ={U,T— U}; dann ist A" =
teT
{((pre@)ies)ser : wed’} das direkte Produkt von {(pria)p:aeA’} und

{(preb)er_v i bed’}, so daB also zu a,bed’ das Paar ¢* = ((pria).w,
(pred)er_u)e A* das verlangte ceA’ liefert. Somit ist [I* = II’, was zu
zZeigen war.

Trivialerweige ist das direkte Produkt fastdirekt; weiter sind K-
und H-Produkt fastdirekt: Ist A’ K-Produkt von (4;);r beziiglich der
Teilmengen A; = A; und des Filters Fx iiber 7 und setzt man, fiir be-
liebiges we > Ay, F, = {teT :priwed;} — also A’ = {we > Ay FreFg}

tel' tel'

—.s0ohat man zu a,.beAd’, UcT und ce Ay mit prie = prya fir teU
’ ’ ? or d
€

prie = pryh fiir te7'— U
F,=(UnAF)o ((T—=U)~ F) > Fy ~ FyeFy,

also F.eFx und damit ceA’. Schliefllich zeigt eine simple analytische

Argumentation, daf die direkte Summe der Hilbertriume A;({eT') ein

fastdirektes Produkt der 4, ist: Sind ndmlich a,be >< 4, mit »’ ||pral®> < co
teT teT

und Y [|prid||* < co und ist U = T, so konvergiert auch Y |prec|?, wenn
tel teT’

pri¢ = prya fiir te U und prie = prydb fir te7— U.

§ 2. Fastdirekte Zerlegungen. Zur Vermeidung trivialer Fallunter-
scheidungen wird vorausgesetzt, dafl alle im folgenden auftretenden
Algebren mindestens zwel Elemente enthalten.

Die Algebra A sei durch den Isomorphismus ¢ auf ein fastdirektes
Produkt der Familie (4,),p, abgebildet; dann moge das Paar ((A,;);ET,cp)
eine Darstellung von A als fastdirektes Produkt der A, heillen. Zwei
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Darstellungen ((As)er, @), ((Bs)hsesy %) von A sollen dquivalent heiBen,
wenn es eine eineindeutige Abbildung g von 7 auf S und dazu eine Fa-
milie (), von Bijektionen a; von A; auf By gibt, so daB, fir alle
tel, proyy = apryp (auf der linken Seite dieser Gleichung bezeichnet

“pr” die Projektionen von > B,, auf der rechten die von > A;). Die
seS ter

Abbildungen «; sind dann eo ipso Isomorphismen.

Jeder Darstellung ((At)teT7‘P) von A als fastdirektes Produkt ent-
spricht eine Familie (g;),» von Kongruenzrelationen o, — Gorpe I A.
Dabei ist wegen |4, > 2 jedenfalls o, # AX A fiir alle teT; weiter hat
man den

Hivessarz 1. Sind U, V< T wund (o< (o, so folgt U>V
teU teV

Beweis. Wire fyeV und ¢,¢ U, so hitte man a,bed mit pry, P
# pry, b, dazu wegen der Fastdirektheit von @A ein ced mit pre, e
= Pry, @@, Pripc = prypb fiur alle teU, mithin nach Voraussetzung
pripe = prypb fiir alle £V, insbesondere also pry,¢¢ = pry¢b mit Wider-
spruch.

KOROLLAR. Fiir s,teT mit s #t ist o5 # o04.

Somit bestimmt die zugehorige Menge R = {o;:te1} der induzier-
ten Kongruenzrelationen die Darstellung bis auf Aquivalenz eindeutig,
wenn man noch beachtet, daB die Darstellung ((4/o)wr, ¢*) mit ¢*a
= (e1a)ip tir aed zur Darstellung ((Ay)wr, ¢) dquivalent ist. Da um-
gekehrt dquivalenten Darstellungen offenbar dieselbe Menge R von
Kongruenzrelationen entspricht, reprisentieren die induzierten Kon-
gruenzrelationensysteme eineindeutig die Aquivalenzklassen von Dar-
stellungen : '

Definition 3. Eine fastdirekie Zerlegung der Algebra A ist eine
durch eine Darstellung von A4 als fastdirektes Produkt induzierte Menge
von Kongruenzrelationen in A.

-

Ist R eine fastdirekte Zerlegung von 4 und ((A)er, @) eine zuge-
horige Darstellung, so schlieBt man aus der Eineindeutigkeit von ¢

e =id (= Identitiit in A); weiter folgt aus der Fastdirektheit von
oeR

pd, fiir beliebiges S = R, ((MNo)'( () o) = Ax A. Hat man umge-
oeS 0eR—S

kehrt eine Menge R von Kongruenzrelationen in A mit diesen beiden
Eigenschaften und Ax A¢R, dann ist offensichtlich ((A/g)yr, ¢*) mit
pta = (0@)per (@eA) eine Darstellung von A4 als fastdirektes Produkt
der Algebren A/p mit R als zugehorigem Kongruenzrelationensystem.
Das ergibt den

SAtz 2. Eine Menge R von Kongruenzrelationen in A ist fastdirekte
Zerlegung von A genau dann, wenn

(1) ﬂQ = id,

oeR
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(i) (o) ( ) o) = AX A fiir jedes S < R,

peS peR—S
(i) Ax A¢R.
Die Direktheit der Darstelung ((Agwr,¢) von A als fastdirektes
Produkt der 4;, d. h. die Surjektivitit des Isomorphismus ¢ auf das

direkte Produkt >< A, vererbt sich auf #dquivalente Darstellungen.
tel’

Deshalb ist es sinnvoll, die den direkten Darstellungen entsprechenden
fastdirekten Zerlegungen direkte Zerlegungen von A zu nennen. Offen-
bar ist eine fastdirekte Zerlegung R von A direkt genau dann, wenn
es zu jeder Folge (a,),.r von Elementen a,e4 ein aeA gibt mit ga = pa,
fiir alle pe K. Damit hat man zu Satz 2 das
KOROLLAR. KHine Menge R von Kongruenzrelationen in A ist direkte
Zerleqgung von A genauw dann, wenn
i) MNe=id,
ecR
(il)* (M ea, = O fiir jede Folge (a,)eer von Elementen a,eA,
ocR

(i) Ax A¢R.
Die Bedingungen (i) und (ii)* sind ersetzbar durch die einzige For-

derung

';(; oa,| = 1 fiir jede Folge (a,),z von Elementen a,e4.

Die Bedingung (ii)* kann unter Voraussetzung der Fastdirektheit
abgeschwicht werden:

SATZ 3. Kine fastdirvekte Zerlegung R von A ist direkt genaw dann,
wenn es eine Einteilung von R in endlich viele Klassen Ry, ..., R, gibt,
derart dap, fiir jede Klasse R; und jede Folge (,),r, von Hlementen a,eA .,
Nea, #90 (t =1, ..., n).

R; .

) Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist mit » = 1 und
R, = R trivial. Die Umkehrung folgert man unmittelbar aus den charak-
teristischen Higenschaften des fastdirekten Produkts: Wegen der Asso-

ziativitit ist R* = {(No:¢=1,...,n} eine fastdirekte Zerlegung
el
von A, und mit der Direktheit im Endlichen hat man zu beliebiger Folge
(@)per @ie(Noa, (1 =1,...,7m) und ae()(()o)a;, mithin oa = pa,
0eR; i=1 geR;
fur alle peR. )

Fiir endliche Systeme R von Kongruenzrelationen sind die Bedin-
gungen (ii) des Satzes 2 und (ii)* des Korollars dquivalent und ersetzbar
durch die Abschwichung

(ii)) o-(o) = AX A fir jedes oeR,

oeR
o#0

wie man durch Induktion iber |R| beweist: Mit R erfiillt offenbar auch
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R—{o,} die Bedingung (ii)’ fiir ein beliebiges p,e R; dann ist aber per
Induktionsannahme fir jede Folge (a,),.r ein a'e()pa, und daher

() oa, = 0oty ~ ([ 0)a" # 0. o
oclR oeRR
2#Qg
DaB eine unendliche Menge R von Kongruenzrelationen in 4 mit
den HEigenschaften (i) und (iii) des Satzes 2 und (ii)’ noch keine fast-
direkte Zerlegung zu sein braucht, zeigt das
Beispiel 4. Sei A die Menge aller ae{0,1} mit pr,a — 0 fiir
fast alle ne N oder pr,a = 1 fiir fast alle ne N, ohne Operationen. Dann
erfillt das System R aller o, (neN) die Bedingungen (i), (i)’ und (iii),
aber nicht (ii): Sei nidmlich § die Menge aller Opr, Mit ungeradem #n;

dann ist offenbar, mit @ = (0),v, & = (1)pved, ((No)a ~( ) 0)b = O.
oS eeR—S

Fastdirekte und damit endliche direkte Zerlegungen sind ohne
Riickgriff auf die Elemente von A charakterisierbar; eine solche rela-
tionenalgebraische Kennzeichnung ist fiir unendliche direkte Zerlegun-
gen nicht mdoglich (3). Die fastdirekten Zerlegungen kann man in mehr
verbandstheoretischer Sprechweise beschreiben, indem man die Bedin-
gung (ii) ersetzt durch die Forderung: fiir jedes § < R sind die Relatio-

nen (o und () ¢ vertauschbar, und ihr Supremum im Kongruenz-
0eS oeR—S

relationenverband von 4 ist 4 X 4. Ganz analog modifiziert man die For-
derung (ii)’. Damit hat man in Algebren mit vertauschbaren Kongru-
enzrelationen eine rein verbandstheoretische Charakterisierung der fast-
direkten und somit der endlichen direkten Zerlegungen; im allgemeinen
kann man jedoch nicht auf die Relationenmultiplikation verzichten,
die ja im Begriff der Vertauschbarkeit steckt (*). Bemerkenswerter-
weise sind sogar fiir beliebige Teilsysteme U, V einer fastdirekten Zer-
|eeung R die Relationen () und (") e vertauschbar, denn es gilt

oeU o<V

HitrssAarz 2. Sei R fastdivekte Zerlegung von A und U,V < R;
dann ist ((Ve)(MNe)= () e.

oI ocV ocUNV
Beweis. Trivial ist ((e) (o) = () e¢; ist umgekehrt pa = ob
eV oV e UV

fiir alle pe U ~ V, so withle man ceA mit pc = oa fiir alle pe U, g¢c = pb
fir alle pe R— U, so dal also oc = ga = gb fir geV ~ U, o¢ = ob fiir
0eV—U c R— U und somit p¢ = pb fiir alle geV.

KoroLLAR. Die Bedingung (ii) von Satz 2 ist dquivalent der Kon-
Junktion der beiden Forderungen

(a) Die Relationen () o mit 8 = R sind untereinander vertauschbar.
0eS

(b) LMir jedes S = R st ((Yo)+( [) o) = Ax A.
0eS e R—S

(3) Siehe Teil II dieser Arbeit, Beispiel 12.

(*) Siehe Beispiel 6.
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Fiir endliches R geniigt an Stelle von (b)

(€) Fiir jedes peR dst o+ (o) = AX A (5) (“+” bezeichnet die
oeR
a0

Bildung des Supremus im Kongruenzrelationenverband).

Eine formal ganz dhnliche Kennzeichnung aller direkten Zerlegungen
gewinnt Hashimoto durch Einfithrung des Begriffs der “vollstandigen
Permutierbarkeit” einer Menge von Kongruenzrelationen ([4], 8. 90):
S heilit vollstindig permutierbar, wenn fiir jedes 7 < 8 und. jede Folge
(@y)seyr von Elementen a,eA mit

“ol( o+ ma)“az (01, ay¢e V)

oeV oel”
00y 0+#0y

stets () oa, 4 O ist.

oV )

SA1z 4 (Hashimoto). Die Bedingung (ii)* des Korollars zu Satz 2
ist dquivalent der Konjunktion der Forderungen (¢) und

(H) Das System aller Relationen (o mit U < R ist vollstindig per-

ecU
mutterbar.

Beweis. Sei R direkte Zerlegung von 4, 8 die Menge aller Rela-
tionen der Gestalt (Mo mit Uc R, V < § und (@5)ser eine Folge mit

oelJ
g ((Yo+ () 0)a,,
aeV oeV
0F0y G#0y

tir alle o;, o,¢ V. Dann setze man, fir eV, R, = {geR:p o o}, weiter

R' = |J B, und, fiir oeR', V, = {6eV:0>0}. Man hat ¢ — (o fir
oeV 0eR

alle ¢eV, daher
oa; = (N () ea;) = N (N ea,).

oeV oV oeR, R’ aeV,
Fir ge R’ und oy, 0,¢V, ist aber o,+ g, = p, im Falle ¢, = g, Wegen

(loco, und (Noco,
oeV aeV
050, 0#0y
also nach Voraussetzung ga, = oa,; daher existiert zu peR’ ein byed
mit (1) ga, = gb,, also ist schlieBlich (M) oa, = (M) pb, = O.
O'EVQ ae¥V eeR’
Ist umgekehrt R ein System von Kongruenzrelationen in A mit
den EKigenschaften (c¢) und (H), so ist zunichst, fiir jedes peR,

0'([o) = Ax A:
oceR

G#p

(°) Das ist eine korrigierte Fassung einer falschen Behauptung von Birkhoff,
der nur die Vertauschbarkeit der peR untereinander fordert (Birkhoff [2], p. 87,
Theorem 4).

Colloquiuvm Mathematicum X1V 4
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Fiir beliebige a, be A hat man ja a(o+ () o)b, im Falle ¢ # (o (sonst

geRR oeR
oF#e a#e
ist ¢ = Ax A4 und nichts zu beweisen) somit ga ~ (()o)b # @. Seien
oeR
a#e

nun a,eA(geR) vorgegeben; dann withle man ein beliebiges aeA und so

hat man fiir jedes oeR ein b,epa, ~ () o)a via Auswahlaxiom (¢); damit
oeR
ate

fiir o,, 0o R wegen b, ({)g)a und a M e)b,,
- T geR oeRR

0F0y 2709

bo, (M e+ ) 0)bgy,
0eR eeR
0701 0F#09

also (M) b, #© und schlieflich mit oa, = ob, fiir alle ge R auch () pa,
ocR = = o
+ @, was zZu zeigen war.

§ 3. Zerlegungskongruenzen. Diejenigen Kongruenzrelationen von A.
welche in fastdirekten Zerlegungen von A vorkommen, mogen Zerle-
gungskongruenzen heiflen. Die einzige einelementige direkte Zerlegung
ist T = {id}; daher kommt jede von id verschiedene Zerlegungskongruenz
o in einer fastdirekten Zerlegung R mit |R| > 2 und deshalb in der di-

rekten Zerlegung {o, ()¢} vor. Hat man andererseits eine von id und

oeR
oF#0

Ax A verschiedene Kongruenzrelation ¢ in A, welche ein mit ihr ver-
tauschbares verbandstheoretisches Komplement o im Kongruenzrela-
tionenverband C(A) besitzt, so ist {0, o’} eine direkte Zerlegung von A.
So folgt zur Kennzeichnung der Zerlegungskongruenzen der

SATZ 5. Bine von Ax A verschiedene Kongruenzrelation in A st
Zerlegungskongruenz genaw dann, wenn sie ein mit ihr vertauschbares
verbandstheoretisches Komplement in C(A) besitz.

Eine “innere” Charakterisierung der Zerlegungskongruenzen ist
im allgemeinen natiirlich nicht zu erwarten; ob eine Kongruenzrelation
ein Komplement besitzt, hingt ja von C(A) ab. Tmmerhin l&Bt sich
eine notwendige Bedingung angeben:

SATZ 6. Alle Aquivalenzklassen einer Zerlegungskongruenz sind gleich-
mdchtig.

Beweis. Sei o eine Zerlegungskongruenz, ¢’ ein mit o vertausch-
bares Komplement, a, he A beliebig. Dann ist die Abbildung, die jedem
wepa das Element von gb ~ ¢’z zuordnet, eine Bijektion von ga auf ob:
Sind @, @sepa und b ~ o', = b ~ o'®,, so folgt o'wm, = ¢'w, und
wegen |pa ~ o'x;| = 1 sofort ¥, = x,. Ist yepb und wepa ~ o'y, so hat
man o'w = o'y und daher {y} = ob ~ o'z, also ist y Bild von zega.

(6) Das Answahlaxiom ist enthehrlich. wenn ()¢ = id henutzf wird.
oeR



FASTDIREK TE ZERLEGUNGEN, I 51

In einem extremen Spezialfall ist diese Bedingung sogar hinrei-
chend:

Sarz 7. Ist O(A) das System aller Aquivalenzrelationen in A, so
ist jede von Ax A wverschiedene Aquivalenzrelation mit lauter gleichmiich-
tigen Klassen eine Zerlequngskongruenz.

Beweis. Sei o eine Aquivalenzrelation in A mit lauter gleichmiich-
tigen Klassen. Man wihle ein K e [p und zu jedem K eA/p eine einein-
deutige Abbildung fx von K, auf K per Auswahlaxiom, dabei fg als
Identitat. Dann ist das System aller o'w = {fxx: Ked[o} (xek,) eine
Klasseneinteilung von A: Zunichst ist zep'r; zu ye A existiert ein xe K,
mit f,,& =y, also yep'w; ist schlieflich uweo'w ~ o'y mit x, yeK,, so
hat man « = fg @ = fx,y mit geeigneten K,, K,ed[o wegen fr wekK,
und fr,yel, also K, = K, = K und daher # =y wegen der Hinein-
deutlgkelt von fr. Diese Klasseneinteilung definiert die Aquivalenzrela-
tion o', fiir welche |pa ~ o'b| = 1 fiir beliebige a,beAd: In der Tat ist
ja o'b = ¢’b" mit geeignetem b'eK,, daher f,,b'epa ~ o'b’; ist aber
cepa ~ o'b’, so gibt es ein Ked[p mit ¢ = fgb e K; also K = pa und
g =1 b

Dem Beweis von Satz 7 entnimmt man, dall es zu einer Zerlegungs-
kongruenz im allgemeinen mehrere mit ihr vertauschbare Komplemente
gibt. Durch triviale Beispiele belegt man, daB der Durchschnitt zweier
Zerlegungskongruenzen keine Zerlegungskongruenz zu sein braucht,
ja daB es nicht einmal eine groBte untere Schranke im System aller
Zerlegungskongruenzen zu geben braucht; dasselbe gilt mutatis mutandis
fiir die Beschriankung nach oben. Zerlegungskongruenzen sind im all-
gemeinen nicht untereinander vertauschbar. Schon an der Mehrdeutig-
keit des Komplements erkennt man, daB eine Zerlegungskongruenz
nicht zum Zentrum des Verbandes C'(A4) zu gehoren braucht; umgekehrt
sind Zentrumselemente von (C(4) nicht notwendig Zerlegungskongruen-
Zen:

Beispiel 5. Sei 4 = {0, 1, 2} mit der Operation f:

Ca 1] 2 l AXA
!”}a— 21|
Dann ist 0(4) = {id, ¢, 0, AX A} mit 5 s
Alo = ({0}, {1, 2}}, 4/0 = {{1}, {0, 2}};
¢ und ¢ gehoren zum Zentrum von ((A4), sind N

aber keine Zerlegungskongruenzen von A.
Bei Algebren mit vertauschbaren Kongruenzrelationen ist indes
jedes Zentrumselement von ((A4) trivialerweise Zerlegungskongruenz



von A — AX A ausgenommen —, denn in solchen Algebren sind die
Zerlegungskongruenzen ja gerade die von Ax A verschiedenen Kon-
gruenzrelationen mit Komplement in ¢(4).

Ist die Komplementbildung im Bereich der Zerlegungskongruenzen
eindeutig — etwa in distributivem C(4) —, so hat man eine Kennzeich-
nung der endlichen direkten Zerlegungen als Mengen von Zerlegungs-
kongruenzen mit rein verbandstheoretischen Bedingungen: Die endli-
chen direkten Zerlegungen sind dann nidmlich gerade die endlichen
Mengen R von Zerlegungskongruenzen mit den Eigenschaften (i) des
Satzes 2 und (c¢) des Korollars zu Hilfssatz 2. Im allgemeinen ist eine
solche Charakterisierung jedoch nicht moglich.

Beispiel 6. Sei 4 = {0,1,2,3,4,5} mit den Operationen f, g, h:

@01 ]2|3 |45 \

’ fa |2 3|4 |5 |0]1

‘ ga | 4 {510 |1 2|3 |

Cha |1 514 ]3]2)|
AA

Man rechnet leicht nach, daB C(4) = {id, o, 02, 05, 0, AX A} mit

Alo, = {{07 1}, {2, 3}, {4, 5}}: Afoy = {0, 3}, {1, 4}, {2, 5}},
Afoy = {{07 b5}, {1, 2}, {3, 41}, Ale = {{0, 2, 4}, {1, 3, 5}}.

Alle o; und o sind Zerlegungskongruenzen wegen o;'0 = AX 4,
0; ~ o =1id fiir i = 1,2,3. Die direkte Zerlegung {o,, o} ist verbands-
theoretisch nicht von {o;, 0} zu unterscheiden; trotzdem ist {o;, o4}
keine direkte Zerlegung von A.

§ 4. Das geordnete System der fastdirekten Zerlegungen. Man wird
die fastdirekte Darstellung ((Ai)wr,¢) der Algebra A feiner nennen
als die fastdirekte Darstellung ((By)uar, ¥) von A, wenn jede Algebra B,
durch gewisse A; kanonisch fastdirekt zerlegt wird, prizis: wenn es zu
jedem wueU eine Teilmenge 7', von T und dazu eine Injektion g, von B,

in > A, gibt mit prf,pryy = prp fiie alle ¢e7,; F, ist dann eo ipso
teT,,
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ein Isomorphismus auf das fastdirekte Produkt j,B, der (At)teTu. Diese
Relation ist vertriglich mit der Aquivalenz von Darstellungen, und man
rechnet leicht nach, daf die Darstellung 2 feiner ist als die Darstellung B
genau dann, wenn jede der durch B in 4 induzierten Kongruenzrelatio-
nen Durchschnitt gewisser durch 2 in A4 induzierter Kongruenzrelationen
ist. Das rechtfertigt die

Definition 4. Die fastdirekte Zerlegung R von A heilt feiner
als die fastdirekte Zerlegung § von A4 — symbolisch: R < § —, wenn
jedes oeS Durchschnitt geeigneter peR ist.

Zum Nachweis der Tatsache, dall das System F(A4) aller fastdirek-
ten Zerlegungen von A durch die Feiner-Relation geordnet wird, be-
darf es nur noch des Beweises der Antisymmetrie: Ist R < § und 8 < R,
so hat man zu o, €8 jedenfalls ein geR mit oy < o und dazu ein o, 8
mit ¢ < o,, also nach Hilfssatz 1 ¢, = 0, und daher ¢, = peR. Zur Ge-
winnung eines einfachen Kriteriums fiir das Bestehen der Relation <
zunichst

Hivrssarz 3. Sei R fastdirekte Zerlegung von A, und sei jedem
oeR ein 0" eC(A) zugeordnet mit o* > o und (M) ¢* = id. Dann ist o* = o

-

fiir alle peR. =R
Beweis. Zu g,eR und wogy ist (e ~ o5 = id und deshalb
R
Ggézeo
G (M e)xn oy = (e)w~ oy = {2}
celR oel?
Q'}ng Q'{’(’Q

mithin zg,y.

Damit beweist man leicht

SATZ 8. Die fastdivekte Zerlequng R von A ist feiner als die fast-
divekle Zerlegung S von A genaw dann, wenn zu jedem oeR ein oeS ewis-
tiert mit o < o.

Beweis. Sei B << 8 und R’ das System aller peR, zu denen es ein
oceN gibt mit ¢ = p; dann ist

(Ne=id =No=Ne)=)e,

oeR geS ceS geR oeR’
Do

mit Hilfssatz 1 also R’ = R. Liegt umgekehrt unter jedem geR ein oeS,
so setze man fir jedes oeS

*=eg>0
oeR
0o
und man erhilt mit
Mo =MN(Ne)=Ne=id,
oeS oeS peR 0eR

eo
via Hilfssatz 3, ¢ = o*.
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Man beachte, dafl im Falle R < S zwar zu jedem ced ein peR mit
o o o existiert, daB diese Bedingung aber nicht hinreicht fiir R << 8:

Beispiel 7. Sei 4 ={0,1,2,3,4,5,6,7}, ohne Operationen,
R = {01, 02y 03}, 8 = {01, 05} mit o, = ¢, und

A/, = {{0,1,2,3}, {4,5,6, T},
Ao, = {{0,2,4,6},{1,3,5, 7},
Alos = {{0,1,4,7},{2,3,5, 6}},
Ao, = {{0, 4}, {1, 5}, {2, 6}, {3, T}}.

R und 8 sind direkte Zerlegungen von A, es gibt zu jedem ced ein
oeR mit ¢ o o, aber es gilt nicht R < §.

Man iibersieht leicht sémtliche Vergroberungen einer fastdirekten
Zerlegung R: Ist 8 > R, so ist das System aller R, = {gpeR:p > o}
(0€8) eine Klasseneinteilung von R — kein R, ist leer, jedes oeR kommt
in einem R, vor, aus geR, N R, und ¢, # o, wiirde ¢ > 01+ 0, = AXA

folgen -, und zu beliebiger Klasseneinteilung P von R ist {()o: UeP}
o

fastdirekte Zerlegung und Vergroberung von R. Diese nach Hilfssatz 1
eineindeutige Korrespondenz zwischen Klasseneinteilungen und Ver-
groberungen einer fastdirekten Zerlegung R liefert einen Ordnungs-
isomorphismus zwischen dem vollstindigen Verband der Aquivalenz-
relationen in R und dem geordneten System aller Vergriberungen von R.
Damit hat man

SAarz 9. Die Vergroberungen einer fastdivekten Zerlegung R bilden
bei der Relation < einen vollstindigen Verband mit dem Nullelement R
und dem FEinselement {id}.

KOROLLAR 1. Besitzt A eine feinste fastdirekte Zerlegung, so ist 5(A)
ein vollstindiger Verband.

KOROLLAR 2. Gibt es zu R < F(A) eine gemeinsame Verfeineruny
R, so existiert eine maximale gemeinsame Verfeinerung S von R mit 8 > R,
némlich die grobste gemeinsame Verfeinerung zu R im Verband aller Ver-
groberungen von R.

KOROLLAR 3. N < F(A) besilet eine grobste gemeinsame Verfeine-
rung in F(A) genau dann, wenn es gemaw eine maximale Verfeinerunyg
zu R in F(A) gibt.

Wenn also R iiberhaupt eine gemeinsame Verfeinerung besitzt,
kann die Existenz einer grobsten gemeinsamen Verfeinerung sozusagen
nur daran scheitern, da es mehrere nicht vergroberbare gemeinsame
Verfeinerungen gibt; daf dieser Fall in der Tat eintreten kann — sogar
fiir ein System R von lauter direkten Zerlegungen —, zeigt das
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Beispiel 8. Sei 4 = {0, 1}", ohne Operationen, g, = Opr, (MelN);
dann ist R = {p, : neN} direkte Zerlegung von A und fir » > 1

B, = {OIQ”’ o0 () o

y=n-1

als Vergroberung von R ebenfalls direkte Zerlegung von A. Das System
R = {R,:neN} hat eine grobste gemeinsame Verfeinerung im System
aller Vergroberungen von IR, welche sich durch Berechnung des Durch-
schnittes der durch die R, in R induzierten Aquivalenzrelationen als R
selbst erweist. Es sei nun o diejenige Aquivalenzrelation in A4, die zwischen
a,beA genau dann besteht, wenn mindestens eine der drei folgenden
Bedingungen erfiillt ist: ,

(i) proa = pryb und prye = pr,b =1 tir fast alle neXN,

(ii) proa = pr,b und fiir kein ce{a, b} ist pr,c = 1 fir fast alle neN,

(iii) proa # prob und fiir genau ein ce{a, b} ist pr,c =1 fiir fast
alle neN.

Man bestitigt leicht, dal fiir eine beliebige Folge (a,),.y von Ele-

menten a,eA
[oe]

loag ~ [ enttn| =1
. n=1
ist; mithin ist 8§ = {6} w {0, : n > 1} direkte Zerlegung von A. Weiter
ist fiir alle neN

o0 o0
an (e =20 0o,
y="N r="n

daher S gemeinsame Verfeinerung zu R und schlieBlich die grobste ge-
meinsame Verfeinerung zu R unter den Vergroberungen von S. Mit
S # R hat R also zwei nicht vergroberbare gemeinsame Verfeinerungen
in &(4).

Dieses Beispiel lehrt zugleich, dal es nicht einmal zu zwei direkten
Zerlegungen eine feinste gemeinsame Vergroberung in &(A4) zu geben
braucht (eine gemeinsame Vergroberung gibt es immer, ndmlich {id}):
eine feinste gemeinsame Vergroberung zu R und 8 miillte ja gemeinsame
Verfeinerung zu R sein. Immerhin gilt aber

SATZ 10. Zu jedem endlichen System R von fastdirekten Zerlegungen
von A mit gemeinsamer Verfeinerung R gibt es eine grobste gemeimsame
Verfeinerung S. Besteht dabei R aus lauter dirvekten Zerlegungen, so ist
auch S direkt.

Beweis. Sei R = {Ry, Ry}, 8 = {01+ 0:2: 01€R, 02¢Ry}—{AX 4}.
Dann hat man mit Hilfssatz 2 fiir jedes oeS

o=1[)e;

0eR
e o
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weiter, zu jedem geR, g, eR,, pyeR, mit 0 > 0,, 0 > 0,, also 0> o+
+0s¢8; schlieBlich folgt fiir geR aus o> g;tp, und oo 01+ 02
(01, 01€ Ry, 02, 05¢Ry) 0, = o] und 0; = 0;. Somit ist S fastdirekte Zer-
legung und Vergroberung von R, selbstverstindlich Verfeinerung zu R,
und R, und wegen der Unabhingigkeit von R sogar grobste gemeinsame
Verfeinerung. Sind R,, R, direkte Zerlegungen von A, so ist fiir eine
beliebige Folge (a,),.s von Elementen a,eA

(Noa; = () ( M (o1t Qz)a'gl+92) =N0 91“';1 # O

geS 01y 09€Ry 01y
e1tog#Ax.A

mit geeigneten

’
e € M (01+ Q2)a’gl+gz = 0 Qally 1oy 7 Q.

egeRy egeRy
e1togFEAdxAd 01 togFAxd

a

Dem letzten Teil dieses Beweises entnimmt man noch das

KoROLLAR. Die direkten Zerlegungen R,, R, besitzen eine grobste

gemeinsame Verfeinerung in F(A) genauw dann, wenn () (0,+gy) = id.
oyel?
03¢}

Fiir fastdirekte Zerlegungen gilt das Korollar nicht (7).

Nach Satz 10 gibt es zu jedem nichtleeren System R von fastdirek-
ten Zerlegungen mit insgesamt nur endlich vielen gemeinsamen Ver-
groberungen eine feinste gemeinsame Vergriberung; diese Bedingung
ist insbesondere dann erfiillt, wenn eine endliche Zerlegung zu R gehort.
Ist sogar &F(4) endlich — also auch jedes ReF(A) endlich und daher
direkt —, so besitzt jedes nichtleere System von direkten Zerlegungen
von A eine feinste gemeinsame Vergroberung; mithin ist F(4) in diesem
Falle ein Supremum-Halbverband. Eine gemeinsame Verfeinerung
braucht es aber selbst in endlichem & (A) nicht zu geben; man betrachte
etwa das zu der Algebra 4 aus Beispiel 6 gehirende F(A):

fid;

N
N
v ’

N N
7 i

{91? o} {102, 0} {03, o}

Existiert zu einem endlichen System R < F(A) die grobste gemein-
same Verfeinerung 8, so ergibt sich S aus dem Beweis zu Satz 10 als
{RZ{;QR: opel fir alle ReR}—{Ax A}. Zu beliebigem RN < F(4) ist
dieses Summensystem grobste gemeinsame Verfeinerung, wenn es fast-
direkte Zerlegung von A ist. Indes kann es zu unendlichem R eine grob-

ste gemeinsame Verfeinerung geben, ohne daf { D or:opeR fiir alle
ReR

\\

() Siehe Teil IT dieser Arbeit, Beispiel 15.
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ReNy—{Ax A} fastdirekte Zerlegung ist. In einem extremen Spezial-
fall, ndmlich wenn O(A4) alle Aquivalenzrelationen in A enthilt, ist jedes
Element einer grobsten gemeinsamen Verfeinerung zu beliebigem
RN = F(4) darstellbar als D op mit preR fir alle ReR; der Beweis
Rejt

dieses Sachverhaltes ist relativ verwickelt und braucht wegen der ge-
ringen Bedeutung der Aussage fiir die allgemeine Theorie hier nicht
wiedergegeben zu werden. Als eine Art Umkehrung fiir beliebige Algebren
gilt

Sarz 11. Sei R < F(A) und S eine fastdirekle Zerlegung von A,
derart daf jedes oeS darstellbar ist als D op mit opeR fiir alle ReNR.

ReR
Dann ist S grobste gemeinsame Verfeinerung zu R.

Beweis. Mit Satz 8 ist S gemeinsame Verfeinerung zu N. Ist 7’
eine beliebige Verfeinerung zu R, so folgt, wieder mit Satz 8, T < §:
Lige namlich unter 7,e¢7 kein oeS, das heillt 7, 3 o fiir alle oeS, so
gibe es zu jedem ceS wegen o = N oY) mit geeigneten o) eR fiir alle

ReR
ReX ein R,eRN (Auswahlaxiom) mit 7, 3 o, also

id=No=N[Ye)> Nk, =N(N7> N7 #id.

oeS oS "Ren oeS zeT el

(o) TH#T,
IDQRG 0

Ist C(A) der ganze Aquivalenzrelationsverband von A, so ist also
die Existenz einer grobsten gemeinsamen Verfeinerung zu beliebigem
N = F(4) eine innere Eigenschaft von R: eine grobste gemeinsame

Verfeinerung existiert genan dann, wenn { Y op: ppeR fiir alle ReR}
ReR
eine fastdirekte Zerlegung S enthélt; S ist dann die grobste gemeinsame
Verfeinerung zu R. Ist dabei S und damit jedes ReR direkt — simtliche
- Vergroberungen einer direkten Zerlegung sind ja direkt —, so besteht S
gerade aus denjenigen Komposita Y or # Ax A, die sich bereits als
ReR

2 or mit endlichem RN’ = N darstellen lassen; denn man hat allge-
ReRt’

meiner zunéchst

SATz 12. Sei C(A) induktivy, R < F(A) und S eine direkte gemein-
same Verfeinerung zu R. Dann ist jedes o,e8, welches sich als Kompositum
Yor (opeR fir alle ReR) darstellen liPt, bereits das Kompositum
ReR

> or iiber ein endliches RN < N,
ReR’

Beweis. Bekanntlich ist bei induktivem C€(4) das Kompositum
von Kongruenzrelationen darstellbar als mengentheoretische Vereini-

gung aller endlichen Komposita der betreffenden Relationen, also

\ |
o= Yon=U (Y ox).
Rent RCTR - pap
Nendl.
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Man wihle ein beliebiges ae4 und dazu eine Folge (a,),s von Ele-
menten a,eA, derart dall a, = a und, fir o # oy, oa, # ca, was wegen
o # Ax A per Auswahlaxiom maoglich ist. Sei schlieBlich » das Element

von () oa,; dann gibt es wegen aoc,b ein endliches R’ = RN, so daB ach
oeS
fir alle oeS mit 0 > ) pgp, und weil fir kein von o, verschiedenes
REER’ .
gelS, aob, nach Konstruktion von b, hat man

5
0= N o= Dor,
oeS ReR’

¢ F e
ReR’ R

denn 8 ist Verfeinerung zu jedem ReR.
Die Direktheit der Verfeinerung § in Satz 12 ist wesentlich:
Beispiel 9. Sei 4 die Menge aller ae{0,1}¥ mit pr,a = 0 fiir
fast alle neN, ohne Operationen; weiter sei fiir neN o, = g, und fiir
no=1

n oo
Rn - {q()v, Qo M m Qv}

r="n+1

Die R, sind direkte Zerlegungen von A, und ihre grobste gemein-
same Verfeinerung in &(A4) ist R = {p, : ne N} nach Satz 11;

o = ;(Qo f\v=Q+lQu)
15t aber nicht als endliches Kompositum darstellbar.
Ferner gilt als Erginzung zu Satz 11 der
SAtz 13, Sei R < F(A) und 8 eine fastdirekte Zerlegung von A,
derart daf sich jedes oS darstellen laBt als D o mil opeR fiir alle ReR.
Dann gehért jede Relation = :

: Wl
Oy = 2‘ er (oreR),

ReR
die sich als endliches Kompositum D op darstellen lift und von Ax A
verschieden ist, zu S. B

Beweis. Als ) op iiber ein endliches R’ < R ist
ReR’
do = () 0;

oeS
U:)O'O

wegen o, # AX A gibt es ein ¢e8 mit ¢ > ¢,, aber ein von ¢, verschie-

denes o = ) o miiBte an mindestens einer Stelle R, einen anderen
ReR

Summanden Q;go haben als ¢, = > or, also wire ¢4 o, > Q’RO"I_ ORr,

ReR
= Ax A.
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Im allgemeinen ist weder die Existenz einer grobsten gemeinsamen
Verfeinerung zu N < F(4) noch die Existenz einer gemeinsamen Ver-
teinerung zu N eine innere Eigenschaft des Systems R. Eine sehr spe-
zielle Aussage entnimmt man noch dem Korollar zu Satz 10: Bei distri-
butivem (/(A) besitzen zwei endliche direkte Zerlegungen von A stets
eine (direkte) grobste gemeinsame Verfeinerung in &(4). Auch die Frage
nach der Existenz von nicht verfeinerbaren fastdirekten Zerlegungen
ist im allgemeinen schon bei endlichstelligen Operationen negativ zu
beantworten: '

Beispiel 10. Sei A die Menge aller ac{0, 1} mit pr, a = 0 fir
fast alle neN oder pr,a = 1 fiir fast alle neN, mit den zweistelligen
Operationen f,, (meN):

prpa fir n =m
Profm(a, b) = (n,meN; a,bed).
pr.b  fir n #E=m

Die Relationen g, = o,, (neN) sind Kongruenzrelationen dieser
Algebra und Zerlegungskongruenzen — {p,, () 0,} ist direkte Zerlegung

meN

m==n
von A —, und jede Zerlegungskongruenz g ist Durchschnitt gewisser oy,
das heit o = (M) (0n-+ 0), denn g, o ist entweder o, oder Ax A: Sei

neN
a(pn+ 0)b fir alle neN; dann gibt es, zu jedem neN, u,, v,ed mit

pr, %, = prya, pr,v, = pr,b und wu,pev, per Auswahlaxiom (denn ist
prya = pr,b, so genigt w, = v, = a, andernfalls gibt es Uy, Ve A mit
uyov, und pr,u, # pr,v,); zu einem mit o vertauschbaren Komple-
ment o’ existiert sodann ein ceA mit age und cp’b; somit, fiir beliebiges
neN, @ = f,(ity, @)0fn(Vn; )y fulVny€)0fa(Vn; b) =D, also — wegen
0no =id — ¢ = fu(v,,c¢) und daher pr,c = pr,v, = pr,b; mithin
ist ¢ = b und deshalb apb. Man erhiilt demnach jede fastdirekte Zerle-
gung von A durch eine Klasseneinteilung von R = {o, : ne N}, aber hochs-
tens endliche Klasseneinteilungen von R definieren fastdirekte Zerle-
gungen: Hat man niimlich eine Einteilung von R in die unendlich vielen
Klassen K, (neN), so kommen sowohl in der Vereinigung R, aller K,
mit ungeradem = als auch in der Vereinigung R, aller K, mit geradem n
Relationen p, mit beliebig hohem Index » vor, so daB also, mit & = (0),.~,

b= 1)ned, (Ne)an () e)b=09.

QERI Q€R2
Rine endliche fastdirekte Zerlegung S ist hier aber immer ver-
feinerbar: Mindestens ein o,eS8 ist Durchschnitt unendlich vieler g,,
darunter g, ; ersetzt man in § die Relation o, durch g, und () on, SO
2n 2%
n:k-no
erhiilt man eine fastdirekte Zerlegung von 4, welche echte Verfeinerung
von S ist.
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Trivialerweise gibt es zu jedem endlichen A eine nicht verfeinerbare
fastdirekte Zerlegung; nicht ganz so evident ist

SArz 14. Enthdlt C(A) alle Aquivalenzrelationen in A, so qibt es
eine wicht verfeinerbare fastdirekte Zerlequng von A.

Beweis. Bekanntlich gibt es bei unendlichem A eine Bijektion ¢
von A auf die Menge aller x¢{0,1}" mit pryz — 0 fiir fast alle aed;
offenbar ist das System aller o, o (@ed) eine nicht verfeinerbare fast-
direkte Zerlegung von A (8).

Eine nicht verfeinerbare direkte Zerlegung braucht es selbst in die-
sem Spezialfall nicht zu geben; man betrachte dazu nur eine abzihlbar
unendliche Menge ohne Operationen, in der es aus Michtigkeitsgriinden
nur endliche direkte Zerlegungen gibt, von denen jede eine direkte echte
Verfeinerung besitzt.

Allgemein gibt es immerhin eine in der Praxis wichtige hinreichende
Bedingung fiir die Existenz einer nicht verfeinerbaren fastdirekten Zer-
legung:

Sarz 15. Ist das System der Zerlegungskongruenzen von A aufstei-
gend oder absteigend lingenendlich, so ist §(A) lingenendlich, jede fast-
direkte Zerlegung von A endlich und somit direkt (vgl. [5], S. 154, Theo-
rem 9).

Beweis. Sei N eine nichtleere Kette von fastdirekten Zerlegungen
von 4, R, SeR und U < R ~ 8. Dann ist

N o= () o

e R-U ceS—-U

denn sei etwa R < S; dann gibt es einerseits zu jedem oeR— U ein
geS— U mit ¢ > g, andererseits ist jedes oeS— U Durchschnitt gewisser

oeR—U. Also kann man jeder Menge U < K = (J R, zu der es ein
ReR

ReR gibt mit U = R, die von R unabhiingige Relation 1y = ()
0eR-U

zuordnen; 7y ist entweder Zerlegungskongruenz oder Ax A. Weiter
gibt es zu jedem endlichen System V von in K maximalen Relationen
ein ReNR mit V = R; denn ist V, < R, eN, V, c R, eN, jedes oeV;
(¢ =1,2) maximal in K und etwa R, < R,, so gibt es zu jedem
0:€ V', ein g, e Ry mit g, o g,, wegen der Maximalitit von o, also g, = o,,
mithin V, < R,. Ist nun das System Z(A) aller Zerlegungskongruenzen
von A einschlieBlich Ax A4 aufsteigend lingenendlich, so ist jede auf-

(8) Das System der Oprge 186 sogar micht verfeinerbare subdlrekte Zerlegung
von 4; vgl. Birkhoff [2], p. 92, Theorems 9 und 10.
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steigende Kette von endlichen Systemen von in K maximalen Relationen
endlich: Sei & eine solche Kette, dann ist {r;: Uef} eine aufsteigende
Kette in Z(A4) und daher endlich; denn zu U,, [7,eR existiert ein ReN
mit U, v U, = R, weshalb aus U, = U, stets Ty, < Ty, folgt. Auler-
dem ist die Zuordnung U — 7y auf & eineindeutig, weil Ty, = Ty, und
U, o U, c R mit Hilfssatz 1 die Gleichheit U, = U, nach sich zieht.
Daraus schliet man sofort, dafl die Menge J} aller maximalen Elemente
von K endlich ist, so daB es also auch ein R, eN gibt mit ¥ < R, .
Ist aber peR, ., so enthilt die Menge aller o"¢ X mit o’ > p ein maxi-
males Element %, welches zugleich maximal in K ist, daher zu M gehort
und wegen M < R, .. gleich ¢ ist: M = R .. Jedes RN ist nun Ver-
groberung von R .., und wegen der Endlichkeit von R, . sind alle ReR
und R selbst endlich. Ist Z(4) absteigend lingenendlich, so ist fiir jede
aufsteigende Kette & von endlichen Systemen von in K maximalen Rela-
tionen das System {ﬂ o: UeR} eine absteigende Kette in Z(A4) und da-

her endlich: Aus U, < U folgt ja () o > () e¢. Die Zuordnung U — () o
QEUI & QEUz QEU

ist iiberdies auf K eineindeutig; denn ans (o= (o und U, v U,
eV ecU

c ReN folgt, nach Hilfssatz 1, U, = U,. Dall'aus entnimmt man wie
oben die Endlichkeit des Systems M aller in K maximalen Relationen,
weiterhin M < R, eNR; ist schlieBlich geR,,., so hat das System aller
7y Mit e und ¢’ > p ein minimales Element 7,.. Dann ist aber p*
maximal in K: Wire namlich o'« K mit o' o 0% o # 0" und o' eR,eR,
0" eR,eR, so hiitte man notwendig R, < R,, hieraus sofort Ty C Ty
und 7, # 7., was der Minimalitit von 7, widerspriche. Die weiteren
Schliisse sind dieselben wie oben.

Zusammen mit dem Korollar zu Satz 10 gewinnt man hieraus noch
das

KoROLLAR. Ist O(A) distributiv und Z(A) aufsteigend oder absteigend
langenendlich, so gibt es eine feinste fastdirekte Zerlegung R von A; R ist
endlich, also dirvekt, und weil jede Zerlegungskongruenz Durchschnitt ge-
wisser oelR ist, ist Z(A) sogar endlich. -
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