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Einige Bemerkungen iiber den Raum
der abgeschlossenen Mengen

yon

Harry Poppe (Greifswald)

. X sei ein topologischer Raum; mit F(X) (§,(X)) bezeichnen wir
das System aller abgeschlossenen (nichtleeren abgeschlossenen) Mengen
von X. Wir verwenden im folgenden der Rinfachkeit halber nur §,(X),
obwohl die Ergebnisse auch fiir §(X) gelten. Die Arbeit besteht aus
zwei Teilen, die von einander unabhingig sind. Im ersten Teil unter-
suchen wir im AnschluB an die Arbeit [9] die Regularitit einer bestimm-
ten Klasse von Topologien fiir ,(X); in zweiten Teil wird der (Haus-
dorffsche) abgeschlossene Limes betrachtet. Insbesondere zeigen wir fiir
einen metrischen Raum X: Stimmen in §,(X) die metrische Konvergenz
nach Hausdorff bzw. nach Busemann (fiir Fréchet-Folgen) mit der ab-
geschlossenen Konvergenz iiberein, so muB8 X kompakt bzw. finit kom-
pakt sein.

1. In [9] haben wir Topologien 7 v 7; fir §,(X) betrachtet, wobel
& ein additives (d.h. endlich vereinigungsabgeschlossenes) System von
Teilmengen von X ist und die Topologien 7z und 7; wie folgt definiert
sind: rg durch die Basis

K8 8eBu {@,F(X) mit S)={AdF(X): AnS=0}
und 7; dureh die Subbasis
{{G]: @ offen in X} mit [(]={AdeF(X): 4~G#0T}.
Dann gilt:
(1) X sei ein beliebiger topologischer Raum, S sei additiv. Dann geniigt
(%O(X ), T8 V n) genau dann dem T,-Aziom, wenn & folgende Bedin-

gung erfillt: Zu jedem Paar A, B aus FoX) mit ACB und 4 + B
existiert ein SeS mit SAnA=@ und B~ 8 #0.

(2) X sei ein T,-Raum, S sei additiv. (Fo(X), e v 71) ist dann und nur
dann Hausdorffsch, wenn X “G-lokal” dst, d.h. wenn zu jeder Um-
gebung U eines Punktes © ¢ X eine Umgebung V von @ mit VC U
und Ve& existiers.
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Wir beschrinken uns jetzt auf den Fall, daB & ein additives System
offener bzw. abgeschlossener Mengen ist und untersuchen die Regularitiit
von (m(X) y T8 V n). (Binen topologischen Raum nennen wir regulér,
wenn er das 7T,-Axiom und das Tietzesche Trennungsaxiom erfillt.)

S bestehe nun zunidchst aus offenen Mengen. Dann kénnen wir
sofort notieren:

(8) X sei ein Ti-Raum, S sei additiv und es sei | J{S: SeB} =X,
(& X), 1s v ) geniigt genau dann dem T-Awiom, wenn & eine Basis
der offenen Mengen von X ist.

Beweis. Sei @ offen, X, we @, dann ist X— G5 (X—6G) u {z}, also
existiert nach (1) ein H ¢ G mit (X— @)~ H =0 und (X~@) v {@}) ~
~ H + 0; folglich ist » ¢« H C G. Seien umgekehrt 4, B e §,(X) und 4 § B:
sei # ¢ B und # ¢ 4, da G Basis ist, gibt es ein He S mit 2 e HC X — 4,
woraus H~ A =0 und H ~ B # @ folgt.

Wir nehmen also jetzt an, daf & eine additive Basis der offenen
Mengen von X ist. In diesem Falle ist dann aber (§y(X), s V 7) stets
reguléir, denn es gilt sogar:

(4) X sei ein beliebiger topologischer Raum, & sei eine additive Basis
der offenen Mengen. Damn st (&,(X),rg v ©) nulldimensional (im
Sinne der Tleinen induliiven Dimension). (1)

Beweis. Zunfichst zeigen wir, daB das System
{8 A[Hy]nwn[Hy,): Se6, H;, G}

bereits eine Basis fiir 7g v v bildet: <S> ~[H;]~ ... ~ [Hy], 8 €S, Hj offen,
sel ein beliebiges Basiselement von g v 75 es ist Hy — | {Gh: i e I}
mit Gf €S, k=1,..,n; offenbar gilt [Hy] = |J{[GL]: i ¢ L}, also ist

S AHIAn[Hy) =S~ U {[Gi‘l]: el moonJ {{G%]: in eI}

= U ALGLI A oo ALGLT: (1) ey Gn) € Iy X oo X In} .
Weiterhin gilt nun

By ATHL] o AHA S 1 = (8 A [Hyl A oo ~ [Ha]

fiir 8e@ und HieG: sei 4 <S> ~[|[Hi'® % und 4 ¢ <S>~ [Hil,
dann gilt A ~ 8 #0 oder 4 ~ H;= 0 fiir (wenigstens) ein j, im ersten
Falle ist 4 €[8]ers V 11, also gilt [8] A (8> ~ N [Hd) = @ und damit
[8]1~ <8 # @, was nicht moglich ist; im zweiten Falle ist A e CH,
woraus sich analog wegen (H;> ~ [Hy] @ ein Widerspruch ergibt.

Damit haben wir also eine Basis aus offen-abgeschlossenen Mengen
fiir (Fy(X), e v ) erhalten.

(*) Nach [9] ist (Fo(X), tg V7;) andererseits im Ty,-Raum.
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Nun betrachten wir den Fall, daB S ein (additives) System abge-
schlossener Teilmengen von X ist. Zuniichst beweisen wir einen Hilfs-
satz. Sind P, Q, ..., Qs Teilmengen von X, so bezeichnen wir mit
(P; @15y @n) die Menge {4 eFy(X): ACP und AnQi#0, i=1,..,n}.
(5) MILFsSATZ. X sei ein Ty-Rawm, G sei ein additives System von Teil-

mengen von X; H,y, ..., H, seien offene Mengen

(a) Ist S beliebig, so gilt:

S ~N[H]=(X—8; H—8, ..., H,—8).
(b) Bestehi &S aus abgeschlossenen Mengen und ist 8 e S, so gilt

(X—8, H,—8, ..., H,—8)C® ~ N [Hi e ™.

Beweis. (a) ist klar.

Zu (b): Es sei A eFy(X), 4 ¢ (X—F, Hi—B4, ..., H,—8) und <9,> ~
~[G] ~ ... ~ [Gnm] sei eine beliebige Umgebung von 4; wir haben dann
ACX—8, A~Hi—8+#0, i=1,..,n und ACX—8,, 4~ G0,
E=1,..,m; ist also a;ed ~ Hi—8, so ist a;¢ X—§, und, da X—8,
offen ist, gibt es ein ys e (X —8,) A (Hi—8), i=1,...,n; da A~ (Gz—08) # O
und Gr—0,; offen ist (k=1,..,m) gibt es ein 2z ¢ (X—8) ~ (Gr—8,);
dannistaber {yi:t = 1,..,n}u {z: k=1,...,m} e (X8> A N [Hi]) ~ (8> ~
A~ [Gx]). Nun kénnen wir folgenden Satz beweisen:

(6) Sarz. X sei ein T,-Raum, S ein additives System abgeschlossener
Teilmengen von X. Dann gilt: (i}o(X), T V ‘L'z) ist dann und nur dann
reguldr, wenn (Fo(X),vs V 7)) das Ty-Awiom erfillt und wenn & der
folgenden Bedingung gendigt:

(M) Ist AeF(X), Sc¢@ und ACX—S8, so ewistiert ein §; ¢S mit

ACX—-8,CX—8,CX-8.

Bemerkung. (N) ist die Normalitétsbedingung fiir einen topologi-
schen Raum, eingeschrinkt auf diejenigen offenen Mengen, die Komple-
mente von &-Mengen sind.

Beweis. (&,(X),rg v ) sel regulir: Bs sei A eFo(X), S¢S und
ACX—8; dann ist 4 e (8) und folglich gibt es ein §8; ¢ S und offene
Mengen Hy, ..., Hy, 50 dab A e{SD A N [HICBy ~ N [Hi® 1C <8
gilt. Nach (5) erhélt man

X8, e (X—8s; HiRy, ey Bn—B,) C B A TILHA S,

also X—8; € <8); insgesamt gilt also A CX—§, C X—8§, C X—8, dh. die
Bedingung (N). Ferner erfiillt ein regulirer Raum das T;-Axiom.

S erfillle die Bedingung (N) und fiir (§(X),7s v 7z} gelte das
T,-Axiom.
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Es sel 4 e§y(X) und <8) A[H] A ... ~ [Hy] sei ein beliebiges Bagis-
element von 7g V1, das 4 enthdlt (wir kénnen X #* H; annehmen);
es gilt also ACX—8 wnd A ~H; # O fiir i = L,.,n: 86l ag;ed ~Hy
wegen X—H;G X—H; U {a;} gibt es nach (1) ein S, ¢ @& mit aie 8,
und X—H;C X—4§;; nach (N) gibt es dann T; ¢ S mit X—-H,CXx-1,
CX-T;CX—-8, i=1,..,7n, woraus (ae) 8,CVi=X-X—T,C T,
C H, folgt und V; ist offen (2). )

Wegen 4 C X—8 gibt es nach (N) ein 8, ¢ S mit 4 CX-8, Cm
CX—8; es ist dann A € <S,) ~ () [V] und wir zeigen:

B> n Ve 1 C(X=R8;, Ty, ooey Ta) C (8 A () [Hs

es el Be (8> n (\[Vi] und B ¢ (X—8y; Ty, ..., Tn), es gilt also B ¢ X,
oder B~ T =@ fiir ein j e {1,...,n}; im ersten Falle ist dann [X—X—5;],
im zweiten Falle (T;> eine Umgebung von B, woraus ein Widerspruch
20 B e (8> ~ [ [Vi] folgt. Die zweite Tnklusion ergibt sich unmittelbar.

ForeerUNGEN.

(a) Bs sei Gi={KCX: K abgeschlossen und kompakt}. X sei ein T,-
Roum; donn sind folgende Aussagen dquivalent:
(@) (Fo(X), 7o, V v) ist Hausdorffsch.
(B) Jede Umgebung eines Punkies e X enthdlt eine abgeschlossene
und kompalite Umgebung.
() (Bo(X), 7, v w) dst regulis.

Bew.eis. () =(B) gilt nach (2); wir zeigen noch () =(y): Sz enthilt
alle einpunktigen Teilmengen von X und daraus folgt nach (1) leicht,
deB (%O(X),rgi v n) ein T,-Raum ist; wir mitssen also noch die Be-
fhglmg (N) nachweisen: es sei S e Sty AeF(X) und ACX—8; X—4
ist offen, also existiert nach (B) zu jedem we§ eine offene Menge 7,
und ein 7, e S; mit 2eVyC T, und Ton A =0; es ist SCVq u..
e Vi Clgy e U Ty = 8,eCr und 4 A8 = g; nun gilt X8,
CX~8: istb yel, so existiert ein je{l, .,n} mit yeV,, und es ist
Vo o (X—8,) = @, folglich ist ¥ ¢ X—8;; insgesamt gilt also 4 C X8,
CX—-8,CX—-8, dh die Bedingung (N).

i Bemerkung:‘ Essei Gy ={KCX: K kompalkt}; offenbar gilt dann
fir §,(X) (und fir §(X)) e Vi Crg, Vo Ist nun (§(X), ey V Ty
Hausdortfsch, so gilt sogar Te; VTt =1g, V 7, denn nach [4] (Satz 3.8a)

ist (sogar.fﬁr ‘einen beliebigen Raum X) F(X), 75, v ) kompakt. Diese
SchluBlweise gilt aber im allgemeinen nicht fiir Fo(X).

(") Diese SchluBweise zeigt, daB aus d -Axi i
v e em T,-Axiom und aus (N) das 7,-Axiom
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(b) X sei ein T)-Boum, & = F(X). Dann ist (Fy(X),7s v 71) genau dann
reguldir, wenn X mormal ist.

Dieser Satz wurde von Michael [8] bewiesen.

2. X sei ein topologischer Raum. Ist (4,);er eine Moore-Smith-Folge
in §(X) (bzw. in P(X)), so definiert man bekanntlich:

liminfd,= {# ¢ X: zu jeder Umgebung U von gibt es ein Ende
Iy von I mit A~ U @ fir ’l:EIU},

lImsupds= {# ¢ X: zu jeder Umgebung U von z gibt es eine kon-
finale Teilmenge Iy von I mit A; ~ U = @ tiir i eIg}.

Gilt liminfd,=limsupd;= A, so heiBt (4,) “abgeschlossen kon-
vergent” gegen A und A der “abgeschlossene Limes” von (A:); wir
schreiben A;->4.

Bemerkungen:

a) Da bekanntlich konfinale Teilfamilien von Moore-Smith-Folgen
nicht fir alle Belange ausreichend sind (}), koénnte man es fiir zweck-
miiBiger halten, limsup.d; zu ersetzen durch

limsup*4s = {z ¢ X: zu jeder Umgebung U von « gibt es eine Moore-
Swmith-Teilfolge (Bikex, von (Aq) mit By~ T 0 fiir ke Ky} .

Offenbar gilt limsup 4 Climsup* 4;; wir werden jedoch gleich sehen,
daB beide Mengen sogar gleich sind.

Bs sel F'={0,1} das zusammenhiéingende Punktepaar, d.h. offene
Mengen seien @, {0}, F. Ist (X, F) die Menge der stetigen Abbildungen
von X in F' und bezeichnet y, die charakteristische Funktion der Menge
4 CX, so kann man §(X) mit C(X, F) mittels der Abbildung §(X)> A —»
x4 € (X, F) identifizieren (entsprechend §y(X) mit O(X,F)— {1a}) (4)-

Wir benétigen nun noch den Begriff der “stetigen Konvergens” fiir
Abbildungen zwischen zwei topologischen Réumen:

(1) X, Y seien topologische Riume, (fi)ie; sei eime Moore-Smith-Folge
aus Y55 (f,) konvergiert stetig gegen fe Y%, f¢—s> f, wenn zu jedem x ¢ X
und zu jeder Umgebung V von f(z) eine Umgebung U von @ und ein
g eI emistieren mit f,(U)CV fiir i >4, (5).

Nun gil: .

(8) (Adier sei eine Moore-Smith-Folge aus Ty X) (oder aus P (X)), es sei

A eFo(X) (e P(X)). Dann sind folgende Aussagen dGquivalent:

(®) Man vergleiche etwa [7].
(%) Siehe [1], 8. 27,
(%) Beztiglich der stetigen Konvergenz vgl. man [10].
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(o) ZA;’S’XA;

(B) limsup*4;C A4,

(v) limsup4;C 4.

Beweis. (x)=(B): Sei 4 ¢ limsup* 4, und « ¢ 4; dann ist y (2) =0,
d.h. nach («) existiert eine Umgebung U von # und ein 4, ¢ I mit y 4 T)
C {0} und damit 4;~ U =@ fir i>14,; wegen x elimsup*A4; existiert
zu U eine Moore-Smith-Teilfolge (Bi)kex, mit B ~U # J; sei By = A,
zu i, gibt es dann ein %, e Ky, so daB & >4, fiir k >k, gilt; also gilt
Ay nU=0 und 44 ~ U= By U +#G Widerspruch.

(B) =(y) ist Klar; (y)=(«): es geniigh die » mit y (#)= 0, also ¢ 4
zu betrachten; dann ist @ ¢ limsup 4., d.h. es existiert eine Umgebung
U voun # und ein 4, mit 4;~ U=0 fiir i>4, dh. y, (T)C{0} fir
i3>

Die Aquivalenz von (2) und (y) findet man in [1]. Aus (8) folgt un-
mittelbar limsup* 4; = limsup 4,

b) Fiir liminf gilt analog:
(Ai)ser sei eine Moore-Smith-Folge aus FoX), es sei A e Fo(X). Dann
gilt Ar>A genau dann, wenn A Climinf A, ist.

%)

Diese Aussage findet man auch in [4], wo der abgeschlossene Limes
eingehend untersucht wird.

Wir betrachten nun zunéchst einen metrischen Raum (X, g). In
Fo(X) kann man Metriken einfithren, zom Beispiel die Busemannsche
Metrik (vgl. [3] oder [11]):

ep(4, B) =sup{la(z, 4)—a(z, B)|exp(—o(p, @)): = « X},
dabei ist p ein beliebiger Punkt aus X und «(#, A) bezeichnet den Ab-
stand von {w} und A4; die Metriken g, und g, fiir p, g ¢ X sind uniform
und damit topologisch dquivalent.

Ist (X, o) nicht beschrinkt und betrachtet man nur o(4,B)
= sup{la(z, 4)—a(®, B)|: <X}, so kann o(4,B) unendlich werden
und ist damit nur eine Spanne (écart) auf Fo(X). o(4, B) kann man
noch etwas anders schreiben; dazu sei @(4,B)= sup{a(y, 4): y < B}.

(10) Fir A, B e,(X) gilt:
o{d,B)=max{a(4,B), a(B, 4)}.
Beweis (°): Ist max{a(4, B), a(B, A)} endlich, so existiert zu be-
Liebigen ¢> 0 ein y B mit &(4,B)—e< a(y, 4) = |a(y, 4)— a(y, B)|

(*) Rinow ([11], 8. 57) zeigte dies fiir beschrinkte 4, B € Fo(X)
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<o(4,B), also hat man a(4,B)<o(4,B); analog gilt a(B,4d)
<o(d,B). Ist etwa @(4, B) = + oo, s0 gilt

+oo=sup{a(y, 4): y ¢ B} = sup{la(y, 4)—a(y, B)]: y ¢ B} <
also o(4,B)= +oco, d.h. man hat auch hier max{a(4,B),a(B,4)}

< o(4,B). Umgekehrt sei » heliebig aus X; zu ¢>0 eXlsmert ein.
Ys ¢ B mib o(#, ¥s) < a(x, B)+e, foglich ist a(w 4) < alye, 4)+ olm, ¥s)

o(4,B),

< a(ye, A)+al@, B)+e, dh. es gilt aw,d)—a(z, B)< a(y,, ) +¢
< &@(4, B); insgesamt erhélt man so
|a(2, 4)— a(w, B)| < max{&(4, B), a(B, 4)},
also
o(4, B) <max{a(4, B), a(B, A)}.

Die Spanne o ist uniform &#quivalent zu beschrinkten Spannen ([2],
8.11-12); wir verwenden hier als Schrinkungstransformation f(u)
= min{u, 1} fiir 0 < % << 4-c0: Wir setzen also o* = fo o, d.h.

o¥(4, B) = min{c(4, B), 1} = min {max{a (4, B), (B, 4)}, 1}

fiir 4, B eFy(X). Man sieht leicht, daB dann o* eine Metrik fiir F,(X)
ist. Man kann jedoch noch auf eine andere Weise zu o* gelangen: wir
wenden die Schrinkungsformation zunéchst auf (X, o) an, d.h. wir setzen

o*: o*@,y) = »¥), 1},
Dann igt (X, o*) ein metrischer Raum und die identische Abbildung
von (X, o) auf (X, o*) ist ein uniformer Isomorphismus und damit eine

topologische Abbildung, d.h. es ist F((X, o)) = Fo((X, ¢*). Da (X, ¢¥)
beschréinkt ist, so ist

ox: ox(4, B)=max{@*4, B), a¥(B, 4)}
eine Metrik fiir {,(X), wobel a* die @-Bildung beziiglich der Metrik o*
bedeutet, d.h. es ist

a*(4, B) = sup {int {min{e(s, y), 1}: acA}: y ¢B}.

min {p(x

Wir zeigen zundichst, daf
int{min{e(a, ¥),1}: a e A} =

gilt: fir a4 gilt o(a,y) = inf{o(a,y)

> minfint{g(a, y): ac 4}, 1}; ist nun min{e(a, y), 1} >

ethilt man sofort min{inf{o(a,y): a4}, 1} =2
Folglich. gilt:

0y(4, B) = max {sup{min{a(y,A), 1}: y ¢ B}, sup{min {a(w, B), 1}: aceA}} .
Wir kénnen nun zeigen:
(11) Fiir A, B «Fy(X) gilt o%(4, B) = 04(4, B).

Fundamenta Mathematicae, T. LIX

min{inf{g(a, y): a4}, 1}
: ae A} und folglich min{o(a,y), 1}
z fir aed, so

12
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Beweis. a) Bs sei @(4,5)>1 oder a(B, 4)>
=1; sei etwa &(4,B)=sup{a(y, 4): yeB}=1:

(«) es sei @(4,B)> 1, dann existiert ein y, ¢ B mit a(y,, 4)> 1,
woraus sup{min{a(y,A), 1} ye B} > 1 und damit sup{min{a(y, A),1}:
yeB)=1 folgt; da auch sup {min{a(®,B), 1}: w4} <1 ist, so gilt
ox{d, B) =1;

(B) ist @(4, B) =1, so gilt a(y, 4) < 1 fiir y ¢ B, also min {a(y, 4),1}
= a(y, A) und damit ist wieder sup {min{a(y, 4),1}: y B} =1.

b) Bs sei etwa a(B,4)<a(4,B)<1, also o*(4,B)=a(4, B);
dann ist a(y, 4) < 1 fir jedes y e B, also ist sup{min{a(y, 4),1}: ye B}
= g*(4, B); analog ist sup{min{a(e, B), 1}: 5 ¢ 4} = (B, 4) < o*(4, B);
d.h. es gilt auch im Falle b) a*(A B) = o*(4, B).

Wir setzen nun fiir 4, B e Fy(X) 0,(4, B) = o*(4, B)= 04(4, B) und
nennen g, die Hausdorfjsche Metrik fir §(X). Auf der Menge §(X)
aller beschrinkten Mengen aus §o(X) ist die Spanne o offensichtlich eine
Metrik und uniform #quivalent zu g,. Diese Metrik hat Hausdortf [6]
angegeben. Hausdorff hat auch den Zusammenhang zwischen der metri-
schen Konvergenz beziiglich ¢ und der abgeschlossenen Konvergenz
untersucht. Er zeigte:

(a) Ist (An) eine Fréchet-Folge aus Fo(X) mit o(4da,
so folgt AnSA.
Ist. X kompakt, so folgt aus A4 auch o(An, 4)

1; dann ist o*(4, B)

A)“”O7 A4 Egb(x)y

—0.

Busemann [3] bewies:

Ist (An) eine Fréchet-Folge aus Fo(X) mit op(dn, 4)—0, A eFy(X),
so folgt An—>A.

Ist X finit kompakt (d.h. gilt fir X der Satz von Bolzano-Weierstrass),
s0 folgt aus An—>A auch gp(An, A)—>0.

Wir wollen nun noch zeigen, dafi die Kompaktheit und die finite
Kompaktheit sich sogar durch das Zusammenfallen von metrischer und
abgeschlossener Konvergenz charakterisieren lagsen.

(12) SATZ. (X
(a) Folgt in Fo(X) aus An—>A stets pg( Ay,

, 0) sei ein metrischer Raum.,

A)-50, so ist (X, o) finit

kompakt.

(b) Folgt in Fo(X) aus An—>A stets og(An, 4)—0, so ist (X, )
kompalkt.

Beweis. (a) Annahme, es existiert eine beschrinkte abziéhlbare

Menge M = {&,, &, @,, ...} (wir konnen x; # x; fiir ¢ # j annehmen), die
keinen Haufungspunkt besitzt. Bs sei Fp = {#y, #u}, F = {&,}; dann gilt
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F,,—>I’ es ist FCliminfF, Climsup®,; sei g elimsupF, und ¢ % m;
da g nicht Hiufungspunkt von M sein kann, existiert eine Umgebung
U von g mit U ~ M C {g} im Widerspruch zu ¢ ¢ limsupF,. Nach Voraus-
setzung gilt dann gy (Fy, F')—0;

Qaro(F n F )
= sup {|a(a, @, o)) — a(e, @)l exp [~ o(a, z): 2 < X)
= sup {|min{e (@, %), o(@, &)}~ o(z, )| exp (—o(w, %)): weX};
ey ist
|min{e (#n, %o), @ (@n, ®n)}— o (@n, @) exp (*‘@(““n; o))
== 0 (%n, @) €X] (““9('”127 wo)) < ool F) >0,
d.h. es gilk
@ (#n, @) exp (—9(%; 5”0)) =03
hieraus folgt, daB die Menge {zn= g(m, #s): n =1, 2,3, ...} unendlich
(es ist @y 7 @, ® =1, 2, ...); nach Voraussetzung ist aber {z,: n=1,2, ...}
beschrinkt und damlt besmyt (21) eine konvergente Teilfolge 2n,—p;
dann. folgt 2n,exp(—en,)—pexp(—p), also ist fexp(—pf) =0 und damit
ist f=0; d.h. es gilt g(my, #n,)—0, also Ty =Ty Im Wlderspruch dazu,
dzpB M keinen Hiufungspunkt besitzt.
(b) Ist X nicht kompalkt, so existiert eine Menge M = {w,, @, ...}
in X, die keinen Hiufungspunkt besitzt; es gilt wieder F—F und daraus
folgt

0g{Fn, F')—0;
0Py ) = 0y(Fa, ') = max {sup {min {afy, {m, )}, 1): ¥ < o)},

sup {min{ a(w, {e}), 1}: @ € {m,, mn}}}
= max{o, sup {0, min {e(zy, #s), 1}} = min {o (z,, 2n), 1}} ;

mit min {g(xy, @x), 1} 0 gilt aber auch o(wx, )0, Widerspruch.
ForemruNe. Im allgemeinen sind die Metriken op und o wicht topologisch
und damit auch nicht uniform dquivalent. Bs gilt jedoch: Die identische

Abbildung von (Fo(X), 0y) ouf (FolX), 0p) 45t unijorm stetig.

Beweis.
0s(4, B) < sup {|a (@, 4)—

und ¢ ist uniform #quivalent zu g, .

Zum SchluB der Arbeit wollen wir noch einen Satz von Rinow ([11],
8.72) iher die Konvergenz der Graphen stetiger Funktionen  verall-
gemeinern. Allgemein kann man folgende Aufgabe betrachten:

By ist
a(@, B): o eX} =g(4,B)
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X und Y seien fopologische Réume, Y sei Hausdorffsch, es gei
je ¥5; I'(f) bezeichne den Graphen von f, d.h. die Me];ge I
= {(#,y) e X x ¥: y=f(@)}. Ist f stetig, so ist I'(f) abges.chlossen in Xxy.
Die Abbildung I': f~I'(f) von ¥¥ in P(X x ¥) ist eincindeutig; es ist
I(C(X, ¥)) CFy(X x ¥). im bezeichne irgendeinen Konvergenzbegriff in
0(X, Y) (oder in ¥%), a-lim bezeichne den abgeschlossenen Limes. Die
Frage lautet nun: Welche Bedingungen miissen X und Y erfiillon, damit
(0(X, ¥),lim) wnd (I'0(X, T), a-lim) (im Limessinne) homdomorph sind?

Wir betrachten hier als Konvergenzbegriff nur die stetige Konver-
genz (siehe (7)). Der folgende Satz ist bekannt ([5]; der Beweis wird hier
jedoch mit Hilfe der Aquivalenzen (8) und (9) gefithrt).

(13) SArz. X, Y seien topologische Riume, Y sei Hausdorffsch; (fi)ier sei
. " 8
eine Moore-Smith-Folge in (X, ¥) (oder in YX) mit f—>f e C(X , Y.
Dann gilt T{})>T(f).

Beweis: a) Wir zeigen xp(;,)—ixp(f); es geniigt ein (x,y) ¢ I'(f) zu
betrachten, dann ist yrp(#, y) = 0 und y # f(z); es existieren also Um-
gebungen Vy,V, von y bzw. f(z) in ¥ mit V, ~V,=@; wegen ft—s> f
gibt es eine Umgebung U von # und ein ¢, mit f(U)CV, fir > 4;
dann gilt aber fir ¢ >4, UxVy~ I'(f;) = @, d.h. esist yrpy(U xV,) C {0}
und U xV, ist Umgebung von (x, y).

b) Es bleibt noch I'(f;) SI'(j) zu zeigen: Wi, ..., W, seien offene
Mengen in XX Y mit I'(f) n Wi @, k=1, ...,n; sei (wz,/ (@) ¢ I'(f) AWy,
dann gibt es Umgebungen Uy von ax und Vi von f(wg) mit Uy XV C Wy;
nach Voraussetzung gibt es dann iz el, k=1, ..., %, mit fi(zs) C Vi fir
1> sel dpel mit 4y >4y, ..., % > 1x; dann ist aber I'(fi) ~n Wi %0
fir ¢ >4, und k=1, .., n.

‘Wir erinnern noch an folgende Definition: Ein topologischer Raum
heiBlt lokalperipherkompakt, wenn jeder Punkt des Raumes eine Um-
gebungsbasis, deren Umgebungen eine kompakte Begrenzung haben,
besitzt. Als teilweise Umkehrung von (13) beweisen wir nun:

(14) Barz. X seilokalzusammenhnigend, Y sei ein Hausdorffscher, lokalpe-
ripherkompakter Rawm; (fi)ier set eine Moore-Smith-Folge in C(X, Y),
es sei fe O(X,Y) und es gelte T(f-;)—'i]“(]‘). Dann folgt f¢j>f.

Beweis. Es gelte f¢—8>f nicht. Dann gibt ey einen Punkt ¢ ¢ X und
eine Umgebung ¥V von f(x), so daB zu jeder Umgebung U e U (w) eine
konfinale Teilfamilie (fi)sr,, existiert mitfi(TU) ¢ V fiir ¢ e Iy. (1). Dabei sei
U(#) eine Umgebungshasis aus zusammenhingenden Umgebungen von .
Die Begrenzung 5(V) von V darf man nach Voraussetzung als kompakt
wihlen. Sei U beliebig aus U(x); nach (1) gibt es eine Folge (@e,v)tery
aus U mib fiwiey) ¢V fir sely. (2). Nach Voraussetzung gilt I'(f)

©
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CliminfI'(f:), d.h. zu der Umgebung U x¥ von (@, 7(2) gibt es ein
Ende Iy und Punkte 2,y € U mit filzip) € V fiir { e Iy, (8). It = Iy ~ Iy ist
konfinale Teilmenge von I und nach (3) und (2) gilt fiir $e I}y: f4(T) A
AV #@ und f(U) A (Y=V) £ 0; da fy( U) zusammenhsingend ist, muB
fU) A B(V) @ fiir ¢ e Iy gelten; d.h. es

) b ) : gibf: Dy € U mit ff('vw) € b(V)
fiir ¢ e Ip; b(V) ist ein kompalkter Raum; also gibt es eine Moore-Smith-

Teilfolge (bzv)rex, von (]‘g('vi,v))“,% und ein yy e b(V) mit bey->yp.
(yp)veuw ist ebenfalls eine Moore-Smith-Folge aus b(V) (U(x) wie
iiblich gerichtet), d.h. es existiert eine Teilfolge (2p)per von (yp) mit
2p—y €b(V). UXW sei eine beliebige Umgebung von (2, y) (wir kénnen
U< U(z) und W offen annehmen); zu U gibt es ein P mit U, C U fiir
p = po; Setzen wir Uy = Up,, s0 ist U,C U; wegen b, —~yu, tnd W
offen gilt by, e W Liir % > k(¢ Ky,); nach Konstruktion igt (br,zo)kexy
Teilfolge von (fi(vi, U)),ep s 561 Brv, = fo(04,0,); danm ist also ’

I'(fu)» (Wk, Uoy fik(luik,bo)) ceUyxWCU X W; (fik)ké{iEKuoi

F=>ko}

ist eine Teilfolge von (fy), d.h. wegen limsup*I'(f,) CT'(f) (vgl. (8)) ist
(,y) e I'(f), d.h. es ist y = f(s) im Widerspruch zu yeb(V).

(15) TForemmruna ([11], 8. 72). X und Y seien metrische Riume, X sei
lokalzusammenhingend, Y sei lokalkompakt, (fu)nen sei eine (F'réchet-)

Folge aus CO(X,Y), es sei fe 0(X,Y) und es gelte I'(f,) —%I’(f).
Dann folgt fu 7.
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