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STUDIA MATHEMATICA, T. XXVI. (1966)

Sur la convergence d’une série d’opérateurs
par

B. STANKOVIC (Novi Sad)

Dans le corps des opérateurs introduits par J. Mikusiriski [1] nous
étudions les conditions de convergence pour la série:

(1) D ndd,  a>o0,
i=0
olt 1 50 et y; sont des nombres complexes.
C. Ryll-Nardzewski [2] a traité cette série pour a =1, et pour
0 <a<1, y;=1/i!. Avec la méme méthode on a, pour Ia série (1),
le théoréme suivant qui contient, pour « = 1, celui de Ryll-Nardzewski:
THBOREME. 8% ewiste un nombre § > a tel que

@) lim supa®™ [y,| < oo,

la série (1) converge pour tout A compleve.
8%, au coniraire, il emiste un nombre n >0 tel que

(3) all(na) 2 9% 0 = n,,

la série considérée diverge pour tous A # 0.
Démontrons d’abord le lemme suivant:

LeMvE. Supposons que pour tout tgeN il ewiste au moins un i > Ty
tel que y; 0. Alors, pour que

(4) o= D nk'sf, fe0,
i=0

80it une suite appartenant & Panneaw des fonctions continues O [1] 4t faut
et il suffit que f emiste ot que fN(0) = 0 pour tout ieN.
Démonstration. Des relations

oy = pf +y1 8%, o, = On1tyad"s™f, 0> 2,
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on déduit que, s'il existe une fonction feC telle que (0,) = €, on a a"ef

= goe0 ou y, = 0. D’aprés I’hypothése, il existe, pour tout e, au

moing un § >, tel que 8% = g;¢0, c'est-i-dire

i

f=1% = {fg*—l—:—@m—_lyi(u)du},

g (ia)

Q’ol les propriétés de f. D'autre part, si f a les propriétés mentiondes,
alors s*of = [E- {40 Q. peN, p>a, et le lemme est dé.
montré.

Démonstration du théordme. Considérons la fonction

ic0
flu,t) = f 2'exp(st—2°)de, 0 < o<1,
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On a §™{f(0, )} = {f(na, 1)}, (0, 0) =0, icN, et

2 —(na+1)o
— (GOS E\E) I (ﬁa_-l‘];)
o 2 o

[flna, 1) <

Reprenons la série (1)

Zym "0, 1)} = 2 ad™{f(na, 1)}.

N=0

En utilisant 1a majoration pour f(na, 1) et Phypothése du théoréme
pour ¢ choisi tel que 8 > afs, la série m]ménque

Zynl"f(nay t)
= 0
converge uniformément dans tout intervalle [0, t].
Pour la deuxidme partie du théoréme supposons que f(t) ne soit

identiquement 0 dans aucun entourage de zéro et que la gérie S’ Y A" 8"0f
n-=o

converge uniformément dans tout intervalle fermé [0, t,] pour un A fixe.
Alors ynl"s“‘ff—>0 uniformément dans tout intervalle [0, %,].

D’aprés 1ol Jermme on a f(0) = 0, ieN, et 1a formule de Taylor pour
f(t) donne:

110 = e, 0<o<1,

1 119

Oonvergence d'une série d'opérateurs

Soit k,eN et tel que 0 < kpa—n =1, <a, et p > a, peN, alors
"n(p_")

f (u—7)
I'(kpp—kya+1)

tﬂ- ( ”u n—1
fo = H(.f J’(k,,a—
ol

flr D (z)dz,

{ L g— )

Nt ket — ¢fna
| Fp—Twarmy? ()] = .

On sait que |y, A"s"f] < & n = ng, 0 <1 < £,. En vertu de 'hypothése

du théoréme, on a la majoration:
il < 2 2 0
2% [yx,| T(bpa—70+1)I(rn+1)

<t <ty

kﬂ
<K (Iz“’ ) (kyY»"Y, K étant une constante.
7
Quand f5 < |A]#, la fonection f(f) est identiguement zéro pour 0 <
< t,. Cela est en contradiction aveec I’hypothése faite sur f(t), et la série
(1) ne converge pour amncune valeur de A.
Voici encore une propriété intéressante de la série (1):

ProOPOSITION. Si la série (1) converge dans le corps des opérateurs
pour A = Ay # 0, elle converge aussi pour tout A.

Démonstration. Si la série converge pour 1 = 4,, il existe une
fonction feC telle que 2 v A%"°f est une série d’6léments de ¢ qui con-
=0

verge unformément da.ns tout intervalle fermé 0 < < t,. D’aprés le lem-

me on a pour peN et p > a:

00 t
Sty = S
k=0

Soit w >0, w = (Ljw)'* et F(u)

(1— w)F@=*) -
du.
Ta—rarm |
= f(wu). Nous allons montrer
que la série > yu(4, w)¥s™ converge dans le corps des opérateurs:
¥=0
hed w)Ho-e)

gyk(znw p = 2 nwfmp

Pour # = wt on a

plep+1)
Tat) (w)du

F(p—a

2% @) (fep+1)
; f Ty +1)f (w)du
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et cette série converge uniformément dans toub intervalle fermé [0, ,].
La série précédente converge uniformément dans tout intervalle [0, zy/w].
Mais elle converge aussi pour toub |A| < w|iy|.
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On integrals of functions
with values in a complete linear metric space
by

D. PRZEWORSKA-ROLEWICZ and 8. ROLEWICZ (Warszawa)

In paper [5] S. Mazur and W. Orlicz gave a definition of a Riemann
integral of a function xz(f) determined on a set in a Euclidean space with
values in a complete linear metric space X (F-space in Banach’s termi-
nology [3]). In that paper it was shown that the space X is locally
convex if and only if each continuous funection x(?) is integrable.

In this note some conditions of the existence of a Riemann integral
will be given. This will permit us to extend the integral method of Banach
algebras (4], [5] to the theory of locally bounded algebras [11], [12].
As a particular case, the existence of analytic functions of many elements
will be proved.

At the end of the paper we will show what difficulties arise concern-
ing the definition of the Lebesgue-Bochner integral in the case where X
is not a locally convex space.

1. Let L be a set in the n-dimensional Euclidean space E". And
let |-] be some measure determined on L. We will assume that the
measure of the whole I is finite.

By a partition 4 we shall mean a decomposition of the set I into

a union of closed sets L = U L; such that [L; ~ Lyl = 0 for i #j. We

will write 4 = (I, .. ,L,,) We say that the sequence of partitions
= (L, ..., I}) is normal if the largest diameter of I} tends to 0:

Iim sup suplt—¢| =0.
Tosoo i<y LbeT]

Let X be a complete linear metric space. Let x(f) be a function
determined on I with values in X. Let 4’ = (I, ..., L;,) be a normal
sequence of partitions. Let #ieIi. We write

Zw AT 7B

1=l

8@, 4, t) =
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