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All gets defined above are open and (J U, > 4 = A. Hence there
Zed

exists a finite cover U, Uy ..., Us, of the set 4, where @, a,, ...,
z ed. I ye ¢~H(U%), then for o' = ¢(y)eU, we have |fz(2')] >1—¢,
and, from (iv), Tf(y) > 1— &g, hence yeV,. Thus V, = ¢~ (U,) for wed,
whence

U Ve = i!l‘pvl(vxi) = ‘7’_1(101 Us) = 971 (4).

i=1

n n
Now, ﬂ Gy U1 V%. =@ (because G, ~ V, =) and
= tm=

n
QG%. ~ (p_l(A) =0.

n

Since Dl G, is a neighbourhood of the point ¥,, ¢~ 1(4) is a closed set in ¥.
In particular ¥, = ¢~ '(X) is closed in Y.

(vi) f(@)-Tf(y) = f(a) - If (y) for f, [ <C(X), weX, yeQ,.

Indeed, we consider the function g = f'(x)-f—f(2)-f' (» is fixed).
Then g(x) = 0 and Tg(y) = 0 (by (i)) and this yields (vi).

_Now, let a(y) = T1(y), where ye¥ and the function 1¢C(X) is

defined by 1(2') =1 for o' eX.

Then, since 1e8;, |a(y)] =1 for yeQ,, veX, and from (vi), T
= fle(¥)) - a(y) for ye¥,, g.e.d. “ ’ ) Tf(y)
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Sur une représentation de la prédiction
d’un processus stationnaire régulier

par

7. IVKO VIC (Beograd)

En partant de la définition de la prédiction dans [4] on en donne
dans ce travail les représentations (#) eb (4x), analogues & la représenta-
tion de la prédiction lindaire basée sur la décomposition de Wold. On
profite, dans le cas discret, des propriétés de Vespace de Hilbert exposées
dans [1], et dans le cag continu la construction est semblable & celle
contenue dans [2].

Soit #(f), —oo <t < oo, UN ProCcESSUS strictement stationnaire sur
V’espace (R = {w}, F,P) et F'_, un corps borelien engendré par les
événements {o: x(t)eKy, ..., #(tx)eKy} pour tout ; <1, <t et
K., ..., Ky (8léments du corps borelien du plan complexe). Soit ensuite H
un espace de Hilbert dont les éléments sont les variables aléatoires y sur
(2, F,P) & dispersion finie: [ ly{w)?dP < co; produit scalaire: (2, y)

g

= B{zy} = b{ #(w)y(w)dP. Nous supposerons dorénavant que le processus

x(t) est & dispersion finie B{lo(®)*} = E{jx(0)]*} < oco. Désignons par "
le sous-espace H, dont les éléments sont les variables aléatoires & disper-
sion finie et mesurables sur F' .. L'opérateur U,z(t) = z(t-+t) peut

_ &tre isométriquement élargi sur tout Pespace H, de fagon que U;, —oo <

t < oo, soit le groupe des opérateurs unitaires. L’espace H sera tou-

. jours séparable dans le cas d’un processus x(t) & paramétre diseret. Dans

le cas dun paramétre continu, pour que lespace H soit séparable,
il suffit que le processus #(f) soit continu en moyenne quadrati-
que [B].

On définit 1a prédiction Z(t, v) du processus z(f) dans Pinstant ¢+ 7,
relativement au passé jusqu'a Dlinstant i, comme l’espérance mathé-
matique conditionnelle: &(t; 7) = E{w(t+ 7)|F* ..} [4]. Considérant
@’aprés [4] le processus z(t) comme une courbe dans P’espace H on réduit
Ia prédiction & la projection &(f,7) =P, [#(t+7)]-

—00

Te processus x(f) sera dit régulier si le corps borelien M ¥, est
i
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trivial, c’est-&-dire #’il ne contient que les événements de probabilité
0 gt 1. Dans Vespace H cela équivaudra au fait que (H’ , est un espace
vide. t

LEMME 1. 2(f) éant un processus stationnaire régulier, on aura
() ¢HL o, s <t (s et t élant deuw instants arbitraires fixés).

Démonstration. Si w(t)¢H® ,, le processus x(t) étant stationnaire
on aura @ (¢4 ) ¢ HZ pour tout 7. Supposons, au contraire, que z(t)eH° '
§ < t. D’aprés [5], chaque élément de H? ., peut &tre représents comm;?;;.
limite d’une snite de fonctions bornées continues ¢, k(a;(tl) s weey B(8)
by eyt < 5. ’ R

Cependant, si Pon a w(f)eH>,, ¢ <i, on aura (i) H 1% ot
appliquant ce procédé un nombre de fois suffisant, on peut, pour tout r,
faire en sorte que l'on ait ’

o(t) =Lim (@), ..., 2(k),

N0
ottty ..., % <7 Ona donc w(t)eH,, pour tout », et alors z(f)e N H o,
r

=@, ce qui est une contradiction.
A. Cas dun paraméire discret.
‘ Tmﬁonﬁ@ 1. Un processus stationmaire @y, t= ..., —1,0,1,...
a p‘am?netm discret sera régulier si et seulement si Pespace H™., (f, choisi
arbitrairement, mais fixé) est irréductible par rapport & Vopérateur U™
‘ Démonstration. Un sous-espace non-trivial de H%, contient an
moins un @, s <1, fixé. Cependant, I'élément U~*+'z, sort de HY,,
eei qui, d’aprés le lemme 1, contredit & la condition de régularité. Done,
%I _O’w n’admet pas de sous-espaces non triviaux invariants par rapport
& Popératenr U, ce qui signifie que H%,, est un sous-espace irréducti-
ble [1].
Le sous-espace O U'HY,, est invariant par rapport aux opérateurs U
et U™, il réduit done U~ [1]. Comme H%, o (M U'HY,, on déduit de
'y LA B !
Pirréductibilité du sous-espace HY,, que (M U'HY, =@, [1], ce qui est
. A ] ¢ :
éqmvalen.t 4 la définition de la régularité du processus x(f).
Considerons le ,,wandering” sous-espace [1] D = H"_m ~(UH ).

Soit 5%, jeJ, ot J est un ensemble dénombrable, base dans le sous-
espace D.

) THBOREME 2. 8¢ m, est un processus stationnaire régulier & paramdtre
diseret, on a

t
Ty = Z 2 0&9” Uvnb(]‘), Gsi)k = (mt-—lcy b(i))'

foJ nw-—oc0
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‘Démonstration. Comme H®  est irréductible, on a

oo 3o,

f=-~00

(1], et pour e H o, il vient

0
Xy = 2 Ty

== —00

ot y,eD ot y, = X ¢, On a done
JeJ

Q
@ = Z 2 DT,
jeJ n=—o0
En appliquant alors ’opérateur U ot en changeant les indices, on obtient
enfin la représentation ci-dessus.
COROLLATRE. 8i 2, est un processus stationnaire régulier & paraméire

discret, on a

[

(%) bt =D D dhaTW”

jeJ N=—0c0

avee Derrevr de prédiction

r—1
0 = lgye— (I = D) ) 1efDP

jeJ n=0

On cherche, dans le cas de la prédiction linéaire, la projection de
@y, sur la fermeture linéaire L(w;t), engendrée par #(s), s <t La dé-
composition de Wold pour les processus stationnaires et linéaires régu-
liers (OL(w; 1) =0) & paramdtre discret sera

i
@y = 2 Cnbi,
[3], ou b, = U'b, est une suite orthonormée. On déduit immédiatement
cette décomposition de notre représentation; le ,,wandering” sous-espace
D = L(2;0) ~ (U L(; 0))* étant dans ce cas un sous-espace & dimen-
sion 1.

B. Cas d'un paramétre continu.

Nous appliquerons dans ce cas un procédé semblable & celui de
Hanner [2]. Désignons par H(a,b), a <b, le complément orthogonal
de H®,, dans H® .. Si yeH, alors y(t) = U,y sera un processus station-
naire régulier.
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Définition. La mesure spectrale aléatoire de l'intervalle (a, b) par
rapport & y(?) est

b
7Y (a,b) = Prap| [ y(0)at]-

a
(On comprend l'intégrale dans le sens ordinaire de Riemann.)
LEvME 2. La mesure specirale Z¥(a,b) o les propriétés swivantes:
pour tout a < b <<ec
Z'(a,b) L Z¥(by0), Z¥(a,b)+2"(b,0) = Z"(a,0),
et st [lyll >0, on a ||Z¥(a, b)|| > O.
On déduit facilement la démonstration des deux premiéres pro-

priétés en partant des propriétés géométriques des espaces de Hilbert.
Nous démontrerons la troisiéme propriété indirectement. Si

b
PH(,,,,,,[ [fyvma) =o,

on aura

b
[yt 1 Ha,b).

D’auntre part

b
| [vwar| = lo—aye)l >0, a<t<b,

et
b

fymar 1 B,
ce qui donne ‘
b

[yatenz,

ol y(to)eH‘if,o, t, > a, ce qui contredit au lemme 1.
Les variables aléatoires Z*(a, b) seront dorénavant normées de fagon
que [[Z%(a, b)|| == b—a, ce qui se fait aisément si Lon prend

b—a v
Za i "
au lien de Z¥(a, b). Suivant [2] on définit
ZY0,1), t>0,
7y =1 o, t=0,
—Z%t,0), t<o0.
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Z¥(1) est un processus & accroissements stationnaires et orthogonaux
et Z¥a, b) = Z¥(b)—Z*(a).

Désignons par L(Z’) la fermeture linéaire sur Z'(f), —oo <1 < oo.
Dlaprés [2], pour tout zeL(Z”) il existe g(u)eL, tel que

o0

2= fg(u)dZ”(u)A

-—00

et réciproquement. On a aussi
| [omazzw| = [ lgerau.

Désignons par L(Z"; 1) la fermeture linéaire sur ZY(s), 8 <1 Le lemme
guivant est important: \

LEMME 3. Si yeH, on o L(y;t) = L(Z";t) pour tout t.

Démonstration. Désignons

a(6) = Py W@] o6 BE) =Py o, [VE)]

pour ¢ <t On a alors y(s) = a(s)+ B(s). Lie lemme sera démontré, si
Pon démontre que §(s) = 0 pour toub § < i. Sous Thypothése contraire,
on aura pour toub s;, 8; <1, a(s:) | B(ss), e’est-d-dire L(a;t) L L(B;1) et
L{B;1) = L(y; 1) ~ L(a; )*. Les sous-espaces L(y;t), L(a;t) et L(B;1)
sont évidemment invariants par rapport & lopérateur unitaire U_y
(to > 0 fixé). D'aprés [1] le sous-espace L(y; t) réduit 'opérateur U_,,
ce qui signifie qu'il est invariant par rapport & (U_g)* = Ugys 8> 0.
Done, L(y;t-+1,) € L(y; 1), en contradiction avec le lemme 1.

Si 9, jeJ, est une base dans l'espace séparable ", Oon a &vi-
demment B ., = Y L(Z";1) (en posant 22 = z,

el

THEOREME 3. (f) étant un processus stationnaire régulier & paramétre
continu et continu en moyenne quadralique, on 4

1

o)=Y [(t—8)dz"), §Ow)eLs.
jeoJ ~o0
Démonstration. On &

2(0) = X e, Dol = (O
; p

fed
eb

0 -
b = [ gN(s)az(s), gD (u)eL,.
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1 s’ensuit que
0

w(0) = > [¢"(s)dz(s).
joJ —oo
Lapplication de l'opérateur U, donmne la représentation en question.
COROLLAIRE. x{f) élant un processus stationnaire régulier & paramétre
continu et continu en moyenne quadratique, on @
i

bit;z) = D' [7(t+-9)az")

JeJ —~o00

()

avee Verrewr de prédiction
ot = o(t+1)—&(t; DI = D) [lgD(s)lds.
7T

On obtient la décomposition de Wold en introduisant la mesure
spectrale Z”(a,b) par rapport au processus #(f) lui-méme. Alors x(s)e
L(Z%;t), ¢ <1, et enfin [2]

i
o) = [gt—s)az"(s), g(w)eL,.
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Pointwise convergence of distribution expansions
by

G. WALTER (Milwaukee, Wise.)

The behaviour of Fourier series of distributions with respect to global
properties has been extensively studied ([6], [5], [2]). The same is true
for other orthonormal systems ([3], [7]). However, the introduction of
the concept of value of distribution ([4], [8], [6]) has raised the question
of how the orthonormal expansion of a distribution behaves locally. To
this question and related ones for other orthonormal systems we address
ourselves.

1. The theorems giving local criteria for pointwise convergence of
expansions of functions with respect to Fourier series are well known.
Algo it is well known that Fourier series of distributions converge in the
sense of distributions. It is clear (from the example of the § distribution)
that a distribution can be very well behaved locally and still not have
its Fourier series convergent at any point. It is also clear (from the same
example) that at some points the Fourier series of some distributions are
(C, 1) summable. Thus the question we pose first in this section is: which
ones at which points?

First we need a few remarks. Throughout we use the Ky(t,) to
denote the (C,k) kernel with respect to the orthonormal system {p,}
on the finite interval [a, b]. We use the ‘concept of value of a distribution
at a point in the form characterized by [4]. A distribution is integrable
over the interval [a, b] if its antiderivative has values at ¢ and b. This
differs with the definition in [5], but agrees with that used in [7].

TarOREM. Let {p,} be a constant preserving orthomormal sysiem on
[a, b] in class O°~' which for some we(a,b) is uniformly bounded and in
some neighborhood of = satisfies

()] < Eon®?

and whose (0, k) kernel satisfies

M
K17k
D R (t, #) < m

(te(a, b), t #x; n=1,2,...; k=1,...,0).
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