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proved if

L2 (1— m)’”’i

mD{‘Kﬁ(t,m)dt—+1 as

k — oco.

L2y

Again integrating by parts & times we find that

289 '
t—
f( w)Kﬁ(t,m)dt->1 as

j' n — oo,

T8y

which it does by hypothesis (iii).
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Nicht verbesserbare Strukturbedingungen

LASZLO LEINDLER (Szeged)

Einleitung. Das Haarsche System ist im Intervall [0, 1] folgender-
weise definiert: ¥ (2) = L und fir n = 0,1,...und k =1,2,...,2"

. o%—2 2W—1
1/2 fiir ZTe '2n+1 ) Tgn+T ’

2k—1 2k

(k) = o
wEO=N_VF

0 sonst.
‘Wir setzen

W@ = (@) wd @) = gm(@),

wobei m = 2" +k (n =0,1,...; k=1,2,...,2") ist.
Sei f(x) eine L[0,1]-integrierbare Funktion mit der folgenden
Entwicklung

f@)~ D omim(®).
m=1
Kiirzlich haben Ciesielski und Musielak [1], Uljanov [4] und Golu-
bov [2] u. a. fiir die Konvergenz der Reihen von der Form

(1) D leatm® (8> 0)

M=l

1
hinreichende Strukturbedingungen und fiir Y |¢,|"m’ in verschiedenen
m=k

Spezialfidllen Grofenordnungen gegeben.

In dieser Arbeit geben wir zuerst fiir die Konvergenz der Reihe
J'lem|’4(m) eine hinreichende Strukturbedingung, woraus fast alle be-
kannten Ergebnisse, die sich auf die Behauptungen beziiglich der Reihen
von der Form (1) beziehen, als Korollare folgen. Unsere Behauptungen
leiten wir aus dem allgemeinen Hilfssatz II ab, den wir durch Anwen-
dung der Ergebnisse von Golubov [2] beweisen.
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Aus dem Hilfssatz IT ergibt sich unmittelbar

Sarz I. Sei Alz) (®>=1) eine positive, monotone Funktion mit
EA2™ = A2 Y= K2 (K =1, n =1, 2,...). Geniigt f(x) der Bedin-
gung

1 1-2
@ I, 42, P =f%1_i,§2~(f o+ —F@Pat)?do < oo

mit p =1 und 0 < f < p, so konvergiert die Reihe

» oo

(3) D lewl? 2(m).

M=

Ist
1 o8
f AL [z) o i

(4) g = oo,
so gibt es eine Funktion f(x)eLipe (0 < « < 1), fiir deren Koeffizienten
die Rethe (3) divergiert.

Aus dem Satz I ergeben sich z. B. die folgenden bekannten Ergeb-
nigse:

Sarz A (Ciesielski-Musielak [1]). Geniigt f(x) der Bedingung

1
S wﬂ(”’) s yr
®) D <o (w8) = sup (of fe+ W —~fla) )

n=1

mit >0, y>= 0 und p = max(f, 1), so ist die Reihe

(6) el
=1
konvergent.

Die Bedingung (5) ist offensichtlich mit
F N ]
wj (@)
0

dquivalent. Daraus folgt I(f, 1,9, ) < co mit A(x) =¢" uwnd p =y,
also (6) folgt aus (3).

Aus dem Satz I folgt weiter die Folgerung I, welche die Unverschirf-
barkeit des Satzes A behauptet:

ForeeruNg I. Ist B <2(1+9)/(1+2a) mit »y 20 und .0 <a <1,
80 gibt es eine Funktion f(z)eLipa, fir deren Koeffizienten die Reihe (6)
divergiert.
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Diese Folgerung enthiilt zwei Ergebnisse von Golubov [2] (Satz VIII).
SAa1z B (Golubov [2]). 1) Ist p =1 wund

Vo(f) = {sup S~} <

1=1

mit B =1t <t <...<tp=1),

80 gilt fiir jedes B > 2p[(2-Fp) baw. fiir jedes y < 1{p—%

00

) Dlenl < oo bew. Zm”lcml < oo.
m=1 M==1
2) Fiir beliebiges p =1 gibt es eine Funktion f,(t) mit Vy(fy) < oo,
fiir die die Ungleichungen (7) mit p = 2p[(2+p) bew. y = 1/p—% nicht
erfillt sind.
Da die Beziehung

1.z

{[ ife+o)—foral™ <3P, (o'

gilt (s. [2], S.1292), 5o besteht mit A(z) =1 und § > 2p/(2-+p)

1 1
0(Q1)
If,1,p,B < f 052*[”2 do = 0(1)fmﬂ(1lz+1/p)—zdm < oo,
9

a

bzw. mit A(w) = 2” und y <1/p—%

O (1)z—*z® '
I(f, o, p,1) < f"—(“z;’i‘i,”f— = 0(1)[%"”“”2_7_‘(102 < oo,
]

woraus gich die Behauptungen (7) nach dem Satz I ergeben:

Ist f(»)eLip1/p, so ist V,(f) endlich. Aus diesem Grunde folgt die
Behauptung 2) des Satzes B aus der Folgerung I.

Aus dem Hilfssatz IT mit 1(x) =1 ergibt sich noch der bekannte

SAarz C (Golubov [2]). Sel f(z)elipa mit 0 < a < 1. Da'rm gelten
die folgenden Ungleichungen fiir p > 1:

im Falle « >1[p—3%

(.2, )" = 0 o)

k=n+1
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im Falle a <1fp—4%

(‘2": [cklp)ll" = O (nllr-1-e),

k=1

im Falle o =1[p—3%

n
(Z lexl?)” =
Fm1

wund die Abschdtzungen sind nicht verbesserbar.

Aus dem Hilfssatz IT mit f=p =1 und A(@) = l(x)¥" /2", mit
Riicksicht darauf, daf der (m-1)-te Koeffizient des Rademacherschen

0(flog (n-+1)")

Systems (r,,(z) = sgnsin2™ rx)
1 2m+1 1
Upyy = '172“‘—5 2 (6= ff(t)xk(t)dt)
F=2™1 0

ist, konnen wir den folgenden Satz ableiten:

Sarz II. Sei l(w) (2 >=1) eine positive, monotone Funktion mit
E@") 212" > K@ (K >1,n=1,2,...) und y > 0. Qeniigt f(z)
der Bedingung

1 l—z
1 v
701,90 = [C2([ eto—sona) @ < o,
so konvergiert die Reihe

(8) 2 U2™) lanl

M=l

(@m = [FO)rm(t)de).

Dieger Satz enthilt zwei weitere Siitze von Ciesielski und Musielak [1]
(Satz 4 und 5). ‘Das konnen wir #hnlich einsehen als im Falle des
Satzes A.

Aus dem Satz IT mit I(») = (logo)® ergibt sich noch

ForeErUNG IL. I8l f(x) eLipa (0 < a < 1), oder Vp(f) < oo mit P =
B =0 und y >0, so konvergiert die Reihe

Zm’la ¢

Maal

icm
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Wir haben in [3] u.a. bewiesen den
Satz D. Set 0 < B <2 und y eine beliebige reelle Zahl. Dann folgt
die Ungleichung

o

(9) D aalf+ halfyr < oo (an f f()cosnt)

sinnt
n=1

aus
2

f;,z—r}Tﬂz ([ a+o—rara)™ a < .

Endlich beweigsen wir die Unverschirfbarkeit des Satzes D, d. h. den

Samz III. Ist 8 <2(1+9)/(1+2a) mit y >0 und 0 < a<1, so gibt
es eine Funktion f(x)eLipa, fir deren Fourierkoeffizienten die Reihe (9)
divergiert.

Der Satz formt beziiglich der Fourierreihen das Analogon der Fol-
gerung I.

§ 1. Hilfssiitze. Wir geben den

Hiurssarz 1. Die Funktion

o0
2 2~ %e0s 2t e

i=1

p(@) = ga(a) = (0<a<1)

* gehort zur Klasse Lip o. Bezeichnet N, die Anzahl der Indizes k zwischen 2™

und 2™, fir die

a

2 2—m(a+1[2)

lex(@)] =

erfiillt ist, so gili die Ungleichung
N> E(a)2™
mit K(a), wobei K (a) eine nur von a abhingige Konstante ist.
Die Behauptungen des Hilfssatzes I sind in [2], S. 1284, auffindbar.

Hrvrssarz I1 Set A(») (x> 1) eine positive monotone Funkiion mit
A2}z 42" ) > EAQ) (K =1, n =1, 2,...). Dann gilt die Unglei-
chung .

%

a4l gr4l

(L) 2 2 amyent)

=% m=gr+1

1+l
A1
AT R A f flo+0=Fa

112n+l+s
wobei 0 < B <p, y >0 und n, 1 belichige natiirliche Zahlen sind.

ﬂlﬂ?
| " aa,
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Hs gibt eine Funktion f(@)eLipo, fir deren Koeffizienten gilt die
Ungleichung

n4l gv+1

12"
(1 Jm) a8
(1.2) Z Zlm)wmlﬂ) a, By, K) f ?:!mm‘ T .
y=n =gVl 1fon+i

Beweis. Nach der Definition von A(x) ergibt sich durech Anwendung
der Holderschen Ungleichung

on+1 an+1
(1.3) D' Am)lonl < EAE™Y D) leml’
mm=2tt1 ms=2M41
an+1
<K@z ST g, P,
m4+2"+1

Nach der Definition der Koeffizienten gilt die Gleichung

2n+1 2"1 (2k—1)/2n+1 1 »
P N B
m=gy1 k=1 |(gf—g)/2n+1

und so besteht auch .
on+1
e P
D) len
me=2"11
an (2k—1)/2n+1

< 27117/22 {(
k=1

(2k—2)/2n+1
_1/z"+1

(2k—1)2"+1

O —f(t+ —2-,%;1) i dt)llp (

(2k~2)/2n+1

dt) 1 -1/1:"’

<vem [ s+ g [
Daraus und aus (1.3) bekommen wir

n4l v+l

\ | k4
aq D> amlentt)

=" m=o¥41

n+11 1g—¥—1 1 \[p \PP
< Kyz Av(2v+1)2:'(1—}9/1)))'2#7(/1/17—!?/2) ( f ' fy— f(t+ F‘T) dt)

=m0 0

nl 1-2—*—1

<& Mweryrer( [ -ferara)

p=n ,

icm
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0(1)2 f /1.(/}1;/:31( -}_‘v- If(ty— f(t+2—v-1)|pdt) e i
=h g—v-3
<0(1) f 2f a;,_(ﬂl,,,lgl }‘ If(t‘*"z_"‘!)—f(w+t)|”dt)ﬂm "

+( f o+ —fora) ) a

(1]

nil 2= 1-2—v-1 y
<0(1)i’l [ 427 —fo+Pa)  dot

v=n g—r~3 0

—2 }'V 1 - !
;;T—(‘ﬁ//;% (f 'f(”*‘t)*f(t)lpdt)" ™ .

+0(1)”Z, ]

y=n g—v—3

Jetzt abschitzen wir das erste Integral

=7 ora -
f ”«/(T{Ql lf(t+ 277 f(w+t)‘ dt d
g—¥—3
mit ¢t = u—2a
2—7v—2 1—g—r=lyg
A 5 oo
= mv‘(ﬁr{;?l( f if (w277 1-—m)——f('u,),l”d'l,l,) "
_v 3 z
mit # = 27" — |
1/1'/ I pa \BYP
<o f S| [ ety —swpa) ™ ay
g—»—2 9a—=r—1—y
mit ¥y =2 und ¥ = t
l (llm

—oQ) f

1-y
([ vera et a
2—y—2

Daraus und aus (1.4) erhalten wir
a4l o+l

SIS st
¥+ m=g¥tl
(B, vy, K) 2 f

y="n 5—r—3

y—ﬁvlz+l

Zy-(}n{le( f If (¢ 2)— f(t)l"dt) " o,

woraus die Behauptung (1.1) offenbar folgt.
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Um die zweite Behauptung zu beweisen, unterscheiden wir zwei
Fille. Ist 0 < a<1, so sel f(#) = @(x), wobei ¢(x) die im Hilfssatz I
definierte Funktion ist. Nach dem Hilfssatz I gilt die Ungleichung

an+1

2 A(m) lcm]”

m=2"+1

(1.5) K" (2" N?, 2—2-"(‘*“/%
2r

oa

KK (a) 2— Q") 2nr . g Met Dy
T

B m)a
Cs(a, B, K) f =T
Vg1

Im Falle « =1 sei f(a
einfache Rechnung ergibt

on(f) = 27127 g
ist. Daraus folgt

) = 1—22. Bs ist klar, daB f(2)eLipl. Eine
on <m <27;-1—1

on+1

38y
(1.6) ( 2 A(m) |cm|ﬂ)y > K- (@M ame-try B
m=2"+1
@ myat
A S
/gL

Aus den Ungleichungen (1.5) und (1.6) ergibt sich (1.2) mit
Cy(a, f, K) = min(C,, C,) offenbar.

Damit haben wir den Hilfssatz IT vollstindig bewiesen.

§ 2. Beweise von Sétzen II und III.

Beweis des Satzes II. Aus dem Hilfssatz IT mit A(x) = I ()2

und p = # = 1 bekommen wir, daB
nl n4l PYas
DUl < 212 () o)

el me=gP41

1 v+1
<x n 2 l(m)”" y
AP
=R =gyl
1/2n+1
<o)
1/2"+l+3

lf") ( f fla-+)—F (0| ) do

gilt, woraus die Behauptung des Satzes IT offenbar folgt.

icm
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Beweis des Satzes III. Seien

ei'n logn

hd ginlogn
hlw) = D)=

12+a Z a/z
“ (nlogn)

Bekanntlich sind f;(#)elipa (0 < a < 1) und f,(@)eLipl (s. [5],
8. 243). Tiir die Koeffizienten dieser Funktionen die Reihe (9) divergiert,
weil wegen B < (1+y)/(3+ o) die Ungleichungen

€™ und  fy(2)

n~OPFDE .7 > p~'  und

(nlogn)~¥Pn? = n~
bestehen.
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