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By theorem 1, ||6(z, ¢ /)l < Cllfllp-

If g(w, t) is any function infinitely differentiable and with compach
support in E"x (0, co), then d(z,?;g) = 0.

Therefore d(x,1;f) = d(w,t;f—yg). Selecting g(x,1) so that If—gll,
is as small as we wish, it follows that 16(z, ;5 f)ll, = 0, and theorem 2
follows.

-
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(F)-Réume mit absoluter Basis

A. PIETSCH (Berlin)

Bine Folge von Elementen e,, ¢,, ... aus einem lokalkonvexen Raum
B wird als Basis bezeichnet wenn sich jedes Element z<® mit einer ein-
deutig bestimmten Folge von Zahlen £, &5,y ... in der Form
& = Efn €n

n=1

darstellen 148t, so daB die durch den Ansabz
<m; fn> = En

definierten Linearformen f, stetig sind .
Eine Basis {¢,} heiBt absolut, wenn fiir jede stetige Halbnorm p
und alle < E die Ungleichung

D, fudlp () < + o0

besteht. Die Existenz einer absoluten Basis hat fiir (F)-Rdume weit-
reichende Konsequenzen, weil man den linearen Raum der zu den Ele-
menten gehorigen Koeffizientenfolgen sehr einfach beschreiben und to-
pologisieren kann. Man darf sich deshalb auf die Betrachtung von
gewissen Folgenriumen beschrinken. Insbesondere zeigt sich, daB alle
Banachriume mit absoluter Basis zu dem Folgenraum I! isomorph sind.

Es erhebt sich folglich die Frage, ob es tiberhaupt (F)-Riume mit
absoluter Basis gibt, deren starker topologischer Dual ebenfalls eine
absolute Basis besitzt. Als Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit werden
wir beweisen, daB dieser Sachverhalt gerade fiir nukleare Riume eintritt,

Bine Binfithrung in die von A. Grothendieck [4] begriindete Theorie
der nuklearen lokalkonvexen Riume findet man in meinem Buch [7],
aus dem auch die Bezeichnungen und Definitionen iibernommen werden.

() In (¥)-Réumen sind die Linearformen f, automatisch stetig. Vgl. [2].
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1. Folgenrdume. Al erstes geben wir ein einfaches Verfahren zur
Konstruktion von (F)-Réumen mit absoluter Basis an, Zu diesem Zweck
wird eine beliebige Doppelfolge von reellen Zahlen ol betrachtet, die
den Bedingungen

o< < <... wd sup{efi=1,2,..3>0

geniigh. Dann ist der lineare Raum A aller Zahlenfolgen {£,} mit

!li{En} = 2 [€nl Qw < A+ oo
wal
ein (¥F)-Raum, wenn man ihn mit der zu den Halbnormen ¢; gehorigen
lokalkonvexen Topologie versieht (2). AuBerdem bilden die Einheitsfolgen
{0,...,0,1,0,...}
eine absolute Basis in 4.

Wir zeigen nun, da8 man auf die angegebene Art bereits alle (F)-
Riume mit absoluter Basis erhalten hat. Bs gilt némlich der folgende

DARSTELLUNGSSATZ. Jeder (F)-Raum B mit einer absoluten Basis
{en} 18t 2u einem Folgenrauwm A isomorph.

Beweis. Die Topologie von B kann aus einer Folge von Halbnor-
men p; erzeugt werden, die man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
als monoton wachsend voraussetzen darf. Weil die abgeschlossenen,
abgolutkonvexen und absorbierenden Mengen

G = {wsE: Zool‘l(wyfnﬂpi(eﬂ) < 1}

Nl

Nullumgebungen von E sind (®), miissen die Halbnormen

%(@) = D<@, fadlpelen)
M=l .
stetig sein. Deshalb folgt aus den Ungleichungen p;(») < ¢;(»), daB sich
die Topologie von F auch aus den Halbnormen g¢; gewinnen laSt.
Da die Doppelfolge {p;(e,)} den oben angegebenen Bedingungen
geniigt, konnen wir den zugehérigen Folgenraum A bilden, der durch
die Zuordnungen

E{f} = ) knen wmd K70 ={@, )}

n=1

isomorph auf B abgebildet wird.

(%) Diese Folgenriume nennt G. Kothe [6] gestuft.
(*) Jeder (¥)-Raum ist tonneliert. Vgl. [6], 8. 264, (3).
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2. Die Banachrdume FE(B). In einem beliehigen (F)-Raum E
bezeichnen wir die Gesamtheit aller abgeschlossenen und absolutkonvexen
beschrinkten Teilmengen mit B (). Ein Teilsystem B,(H) von B(H)

heiBt fundamental, wenn es zu jeder Menge B ¢ B (E) eine Menge B, B, (F)
mit B < B, gibt.

Jede Menge BeB(F) bestimmt einen Banachraum
B(B) = {weB: vepB fiir ein ¢ > 0}
mit der Norm '

Pe(®) = inf{o > 0: wepB).

Wenn B, (F) die Gesamtheit derjenigen Mengen BeB () ist, fiir
die E(B) isometrisch auf den Banachraum I* aller absolutsummierbaren
Folgen abgebildet werden kann, so gilt der

Sarz 1. Fir jeden (F)-Raum E mit einer absoluten Basis {e,} ist
B (B) fundamental.

Beweis. Nach Voraussetzung liSt sich die Topologie von E aus
einer monoton wachsenden Folge von Halbnormen p; erzeugen. Ist nun B
eine beliebige Menge aus B(E), 8o bestimmen wir positive Zahlen o; mit

6(@) = D)@, fdlpilen) < @ fiir  weB
Nml
sowie pi(e,,) < 0iPnl6y) fiir n =1, 2, ... und setzen

o = D27 6" ps(en) > 0.

]

Dann gehdrt die Menge

L= {weE: S'(wyfnﬂo'ﬂ < 1}
A=l
wegen
filr

gi(w) < 2'0; weLund i =1,2,...

zu B (H), und es gilt B < L. AuBerdem wird der Banachraum F(Z) durch
die Zuordnung x > {£,} mit

§n = (&, fadon

isometrisch auf den Folgenraum I' abgebildet, denn jede Folge {ei*.,,}el1
ist Bild des Blementes

(-]
-1
& = ano'n On s
n=1
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Wenn By, (B) die Gesamtheit derjenigen Mengen B <3 (B)
die F(B) isometrisch auf den Banachraum m
abgebildet werden kann, so gilt der

SArz 2. Fir jeden reflexiven (I)-Raum I, dessen starker topologi-
scher Dual By eine absolute Basis {fa} besitet, ist B, (B) Jundamental,

Beweis. Wegen der vorausgesetzten Reflexivitit von B gibt eg
Elemente e, eH mit

igt, fiir
aller beschrinkten Folgen

fir alle aelf'.

oy 6D,

De

a =
T

il

Hat man eine monoton wachsende Tolge von Halbnormen Piy AU
denen sich die Topologie von B erzeugen laBt, so ist die Menge der Hle-
mente

tn = [Palen)+117"e,
wegen
pilen) <1 fir

besehrénkt. Deshalb gibt es zu jeder Menge 4 ¢ B(B) eine Menge Be3(B)
mit 4 = B, die auch noch alle Elemente 6n enthalt.
Wird die Halbnorm pj durch den Ansatz

n =4

P5(a) = sup{|<w, ad|: weB} fir ael

definiert, so gehért die Menge
, M = {zeB: <@, f,] <pp(fa)}
zu B(F), denn fiir jede Linearform aeB’ gilt die Ungleichung

De

Kz, ad| < [<en, @) <@, fud

3
]
-

8

< |<3m a'>|p’B(fn) < - oo

N=

fir weM.

P

AuBerdem hat man 4 c B M.
Wegen en<B gilt

P3(fa) = <8, fud| = [Pa(en)+1]17" > 0.

Nun zeigh sich, daB der Banachraum Z(M) dureh die Zuordnung
@ — {£,} mit. .

& = pi?(f'n)—l <w; Jad

;sometrisch “aujf d.en Folgenraum m abgebildet wird. Weil B schwach
olgenvollstindig ist (vel. [6], 8. 301, (2)), existiert nimlich fir jede Folge
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{&,}em das Element
T = 2 591,17;9(fn) €n-
n=1

3. Nukleare (F)-Réume. Wir bezeichnen einen (F)-Raum E als
nuklear, wenn er die folgende Eigenschaft besitzt (vgl. [7], 4.1.56 und
4.3.3):

Zu jeder Menge A<B(B) gibt es eine Menge B<B(B) mit A < B,
so dap die identische Abbildung von B(A) in E(B) nuklear ist.

Bs gilt dann der

Sarz 3. Jeder (F)-Raum B, in dem die Systeme B (E) und B,,(B)
Sfundamental sind, ist nuklear.

Beweis. Ausgehend von einer Menge A « B (%) bestimmen wir Mengen
My, M,eB,(B) und Ly LyeBy (B) mit 4 ¢ My L, c M, = L,. Weil
dann die identische Abbildung von E(M,) in E(L,) vom Typus

m-—>0-—>m-—>T

ist, muf sie auf Grund eines von A. Grothendieck stammenden Satzes
nuklear sein (vgl. [5], 8. 65, oder [3]). Damit ist aber unsere Behauptung
bereits bewiesen, denn wir haben eine zu B(E) gehorige Menge B = L,
mit 4 = B gefunden, so da8 die identische Abbildung von E(A) in B(B)
nuklear ist.

Als Hauptergebnis erhalten wir nun das folgende

TewoREM. Fir jeden (F)-Raum B mit einer absoluten Basis {e,} sind
die nachstehenden Aussagen dquivalent:

(1) B st nuklear.

(2) Die zu der Basis {e,} gehorigen Linearformen f, bilden eine absolute
Basis in B

(8) Bs gibt in By eine absolute Basis {f,}.

Beweis. Da (2) — (8) trivial ist, und (1) - (2) aus der Tatsache
folgt, daB in K alle schwachsummierbaren Folgen sogar absolutsummierbar
sind (vgl. [7], 4.2.2), haben wir nur noch (3) — (1) zu zeigen.

Zuerst beweisen wir, daB jede Linearform aeF; Grenzwert von
einer Folge endlicher Linearkombinationen

m
Uy, = Z‘amnﬁb
n=1

mit rationalen Koeffizienten a,, ist. Zu diesem Zweck stellen wir a in

der Form
(=2
a = Za,,f,',
n=1
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dar. Weil die rechtsstehende Reihe absolutkonvergent ist, gibt es dann
in B; eine beschrinkte Teilmenge B mit :

D pslanfa) <+ o0

N=]

(vgl. [4], 8. 135, Cor. 4, oder [7], 1.5.8).
Nun bestimmen wir die rationalen Zahlen a,, 8o, daf

P3(tnfr— Omnfn) <M
gilt. Da es zu jeder auf Ey, stetigen Halbnorm p eine positive Zahl ¢ mit
p(b) < opp(d)  fiir alle bl (B)

gibt, bat man
m 00
pla—n) < D' D(onfa— tunfr)+ D P(anfn)
=1 . N=m-1

< 9["”"_1;}‘ Zoo: pB(anfrln)]-

N=MA-1
Deghalb gilt in H;, wie behauptet, die Beziehung
lima, = a.

Da wir soeben gezeigh haben, daB F; folgenseparabel ist, muB der
nach dem Darstellungssatz zu einem Folgenraum A isomorphe (F)-Raum
E anf Grund von [6], S. 421, (4), reflexiv sein. Nun folgt aber aus Satz
1 und Satz 2, daB die Systeme B,(F) und BV, (H) fundamental sind.
Somit ist B nach Satz 3 nuklear.
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The extended spectrum of completely non-unitary
contractions and the spectral mapping theorem

by
C. FOIAS (Bucharest) and W. MLAK (Krakéw)

Let H* be the algebra of bounded functions, analytic in the open
unit disk A4 = {z: |¢| < 1}. Suppose T is a completely non-unitary con-
traction [5] in the complex Hilbert space 5. There was developed in [6]
the functional calculus for H® and such T. More precisely, it was shown
that there is a unique representation % — % (T) (weH™) of H™ into a certain
operator algebra on #, such that

(1) %(T) = I for uy(2) = 1, u;(T) = T for u,(2) = 2.

(i) |u(T)] < suI; |u(2)| for weH™ (*).

[#l<

(iti) I un(€®) — u(e") boundedly, almost everywhere on <0, 2r),
then wu, (T) — «(T) strongly.

The restriction of the mapping u — u(T) to wued, the algebra of
functions analytic on 4 and continuous on —A, coincides with the functional
caleulus of J. von Neumann for 7 and S-analytic functions with § = 4
(for details see [1]). Let o(¥V) stand for the spectrum of the operator V.
Tt is known (see [1]) that for von Neumann calculus the spectral mapping
theorem holds true, i.e.

(*) o[u(T)] = wle(T)]

Tt is then natural to ask, how the things are going on with olu(T)]
and %[c(T)] in case where ueH™.

The present paper attempts to give a certain golution of this problem.
We always assume, if otherwise not stated explicitely, that T' is comple-
tely non-unitary comtraction.

1. We notice first that u(e") for weH™ is defined only almost every-
where by formula :

for wed.

u(e™) =-']i1inu(re“).

(1) |V| stands for the norm of the linear bounded operator |V| in #.
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