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Considérons maintenant la condition suivante sur B:

(H 4) Tout ensemble de mesure nulle est ensemble de divergence pour B.
Des propositions 3 et 4 résulte immédiatement:

PROPOSITION 5. Moyennant les hypothéses (H 1), (H 2), (H 3) ¢t (H 4),
ou bien toutes les séries de Fourier des feB convergent presque partout, ou
bien il en existe une qui diverge partout.

(On applique la proposition 3 avec E, = ensemble de mesure 2r,
B, = complémentaire de H,).

Reste, dans chaque cas particulier, & vérifier la condition (H 4).
On se borne ici & la vérification la plus simple.

PROPOSITION 6. Pour 1 <p < oo, LP(T) vérifie (H 4).

Preuve. Soit # un ensemble de mesure nulle. On peut le recouvrir
une infinité de fois par des ensembles fermés F, qui sont des réunions
finies d’intervalles, de mesures arbitrairement petites, par exemple,
| B, < 27" Soit g, la fonction caractéristique d’un voisinage de E,, de
mesure < 27", g, = on(xn) une somme de Féjer de y, d’ordre N = N (n)
agsez grand pour que g,(t) > % sur H,, et p,(f) = ng, (). On a

n
”pn“Lp(T) < m(@7 P, Palt) > D) sur B,

done (proposition 2) E est ensemble de divergence pour LP(T).

Des propositions 5 et 6 résulte le théoréme. Dans le cas p =1, les
propositions 3 et 6 permettent de passer aisément du premier exemple
de Kolmogoroff, d’une fonction sommable dont la série de Fourier diverge
p. p., & Dexistence d’une fonction sommable dont la série de Fourier
diverge partout (deuxiéme exemple de Kolmogoroff)(®).

(*) A. Zygmund, Trigonometric series, I, Cambridge 1959.

Regu par la Rédaction le 1.7. 1965
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Sur les ensembles de divergence des séries trigonométriques
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En application de I’article précédent (p. 301-304), on se propose de
démontrer:

THEOREME. On a Dallernative swivante: ou toutes les séries de Fourier
des fonctions continues convergent presque parfout, ou il en exwiste une qui
diverge partout.

La démonstration consiste & appliquer la proposition 5 (p. 304), aprés
avoir vérifié que Pespace ((T) des fonctions continues sur 7' vérifie la
condition (I 4).

Pour cela, B étant un ensemble de mesure nulle, on le recouvre,
une infinité de fois, par des ensembles F,, réunions d’un nombre fini
d’intervalles, de mesures |B,| < 2-%" 11 suffit alors de procéder comme
pour la démonstration de la proposition 6 (p. 304), en appliquant & B,
le lemme suivant:

LevMMe. Soit F une réunion finie d'intervalles sur T, de mesure ar
(0 < a < 1). II ewiste wn polynome trigonométrique p, de norme <1 dans
(1), tel que

1 1
S*(p,i));log; pour teF.

Preuve. Supposons F fermé; soit G un voisiﬁage de F, de mesure
2ar, et x(6%) la fonction caractéristique de &. Soit p(2) la fonction ana-
lytique dans le disque |2| < 1 dont la partie réelle est le prolongement
harmonique de y & 'intérieur du disque, normalisée de fagon que @(0) = a.
Posons, pour |z} <1,

f(2) = argp(2), g(2) =loglp(2)l

avec

™ k3
M) ~ 5 <fE@) <%

Studia Mathematica XXVI z. 3 20


GUEST


306 J.-P. Kahane et Y. Katznelson
ainsi h(2) = g(2)+if(2) est analytique dans le disque [2] <1, soit
h(z) = logat D,
1

Pour {eF, g(ré) tend uniformément, quand 7 ->1, vers une limite
> 0. Pour N assez grand, on a donc

2 * ZN'h (1__”—) i) > L1gl  gem)
(2) . n N Z3 ga .

Posons enfin
N

altty = # (Z (- 5] e*'"’) = aw{f(¢), 1),

1

p(t) = % e~ q(1).

On a bien, d’aprés (1)

I?llo < 1,
et
2 1 &
_ 4 —int -~ \7 P i
S, = g ) (1= 5 o,

done d’aprés (2)
1.1
[8w(p,#)] = —log— pour ieF,
™ a

et le lemme est démontré.

Regw par la Rédaction le 1. 7. 1965
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Weak*-sequential closure and the characteristic of subspaces
of conjugate Banach spaces*

by

R. J. FLEMING (Florida)

1. The notion of characteristic of a subspace of a conjugate Banach
space is due to Dixmier [2] and has been studied recently by Petunin [7],
[8]. If X is a Banach space and M is a subspace of X*, and U, = {feX*:
Ifl <7}, then the characteristic »(M) of M is the least npper bound of
all real numbers » such that M ~ U, is w*-dense in U,. In [3] there was
defined a number u(M) (denoted there by Oy) depending on the w*-
sequential closure K (M) of M. The purpose of the present paper is to
establish certain relationships between u(M) and y(M). In particular,
it is shown that if Kx (M) = X* and X is separable, then »(M) = 1/u(M).
Also there is given a strengthening of a result of Banach concerning
iterated w*-sequential closure.

The results in this paper are contained in the author’s dissertation
written at Florida State University under the direction of Professor
R. D. McWilliams, but the proofs have been somewhat simplified.

2, If X is a Banach space and M is a subspace of X*, let Ky (M)
be the set of all functionals in X* which are weak®limits of sequences
in M. If feKx(M), let

eulf) = inf{ﬂgp Wfall : {fu} = M, W*-Hmf, = f}.

In [4], McWilliams showed that @ is a norm on Kx(M) and that
Kx(M) is closed in the norm-topology of X* if and only if there exists
a real number C such that gy (f) < O||f]] for all fe Kx(M). Now let

#(M) = int{0: py(f) < O[] for all feKx(M)}.

Thus 1 < u(M) < oo

* Supported in part by National Science Foundation Grant GP-2179.
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