ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
X VIII (1966)

L’étude de la dérivée normale
du potentiel logarithmique de la double couche

par Z. SzmypT (Krakdw)

Cette note est une continuation de nos recherches [3] concernant
les propriétés de caractére intégrale du potentiel logarithmique de cou-
ches — simple et double — étendues sur le contour 2 d’un domaine
plan. L’étude détaillée de la dérivée normale du potentiel logarithmique
de la double couche y fait la partie principale: la démonstration des
Théoremes 5 et 6 sur cet argument (cf. le § 4) est basée sur le Lemme 2
(cf. le § 2) et sur les Théorémes 2 et 4 (cf. le § 3). Les applications des
théorémes de cette note sont données dans celle qui la suit directement.

§ 1. Notations. Une courbe située dans le plan de la variable
complexe z= x4y sera désignée par X et dite courbe simple fermée
lorsqu’elle admet la représentation paramétrique: 2= 2(s) pour 0 < s < I
ol (i) #(s) est une fonction continue avec sa dérivée premiére 2'(s) et
périodique de période L (L > 0), (ii) 2(s;) = 2(s;) aveec 0< s, < 83 < L
si et seulement si 8, = 0 et 8, = L. On suppose en plus que (iif) |2'(s)| = 1
lorsque 0 < s < L. X sera dite de classe 0" lorsque la fonction périodique
2(s) est de classe O". Si en outre la dérivée 2((s) vérifie la condition
de Holder avec l'exposant f, 0 < <1, la courbe X sera dite de
classe Cf. Nous dirons que la représentation paramétrique 2z = z(s),
0<s<L de la courbe simple fermée de classe (" (de classe (3) est
normale lorsque z(s) est une fonction de classe C" satisfaisant aux
conditions (i)-(iii). :

Dans la suite on désignera par ¢ un nombre positif, par # un nombre
réel arbitraire et par m un nombre non négatif. '

Soit £ le domaine limité par la courbe ZX: z=2(s), 0 <8< L,
et 8oit 7, le vecteur normal au point 2 de X' dirigé vers l'intérieur de 2
et v; le vecteur-unité ayant le méme sens. On désignera par Zy la courbe
donnée par 1’équation:

ol
(1) 2p(8) = @r(8)+ iye(s) = 2(8) + 72y .
On a 2 = Z,. L’é1ément d’arc de la courbe Z, sera désigné par ds,.

z=2(8), 0<s<UL,
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A chaque fonction f, définie sur la courbe: z = 2(s), 0 < s < L, on
fait correspondre une fonction f(s) = f[z2(s)], 0 <s < L. Nous chrons
que f est une fonction de classe O™(X) lorsque la fonction périodique 7 (s)
est de clagse O™

§ 2. Prolongement d’une fonction de classe C"(ZX).

LEMME 1. Soit 2= 2(s) = x(8)+ 1y (s), 0 < s <L une représeniation
paraméirigue normale de la courbe simple fermée 2 de classe O1. Soit A, le
rectangle: |r| < o, 0 < s < L ¢t P, son image par la transformation: ¢ = zr(s)
o'est-a-dire par la tmnsformatzon (cf. la relation (1))

(2) z=uw(s)—1y'(s), Yy=y(8)+ra'(s).

Soit 8, le ségment décrit par le point: y = w(0)—ry’'(0), y = y(0)4
+ra'(0) lorsque —p <7 < 0.

Sous ces hypothéses il ewiste un nombre positif g,, tel que la trans-
formation (2), continue dams A, admet la transformation inverse

r=Aia@,y), 8= p(@y)
qui est défini dans P, et continue dans Pg\S, . En outre si:

(@ny Yn) € Poyy  7n=A(%n, Yn), Sn= (®n, Yn) lorsque n=1,2,...,
Lm (@n, Yn) = (2, Y) €8y 7= 2A(2,Y¥)
N—-—>r00

alors la swite {(rn, Sn)} Me peut pas avoir plus que deuz points d’accumu-
lation: (r,0) et (r, L).

La démonstration du Lemme 1 est tout & fait élémentaire, c’est
pourquoi nous l'omettons.

COROLLATRE 1. 8i X est une courbe simple fermée de classe O}, alors
pour chaque |r| < g, la courbe X, est fermée et telle que 2 (s,) = 2r(8;) avec
8, < 8 81 et seulement si 8, = 0 et s, = L. Désignant par 2, le domaine
(ouvert) limité par la courbe X, ou |r| < g, €t par Qr sa fermeture on a

§-r = Qr () Zf ’ -P|T| = E_lrl\Q!rl .

Levume 2. Soit 2= 2(8) = x(s)+ 1w (8), 0 < s <L, une représentation
paramétriqgue normale de la courbe simple fermée X de classe O™ ot m > 1
et soit p(z) une fonction de classe O™(X), Ohotisissons un nombre positif v,
inférieur auw mnombre oy du Lemme 1 et en oulre assez pelit & ce que

(3)  E(r,s)=1—r[as)y"(s)=y'(s)2"(5)] > O
lorsque |r| <rg et 0 <8< L.

Supposons que les fonotions A(x,y), u(w,y) et Vensemble P, soient ceuw,
introduits dans le Lemme 1. Soit q(x, y) la fonotion définie dans Z’ensemble
Py oon 0 <7, <7y au moyen de la formule:

(4) Q(z,y) =P(s) ok s=u(z,y).
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Sous ces hypothéses la fonction q(z,y) est continue dans Vépiderme Py, et
& chaque k=1,2, ..., m oorrespondent des fonctions:

(5)  @rusT18)y Ky ka=0,1, .., k, Ethk=Fk j=1,2,..k
telles que

&
kg (@ 1 , :
©®) ‘a%rsa?‘y)= D) BBy, 9) 0 r=i(0,9), 5= p(@,y).

=1
Les fonotions (B) sont de classe O™ * dans Vensemble:
(7) —oo< 8 < +oo, |r|<n

périodiques de période L par rapport & la variable s et ne dépendent pas
de la fonction p. La fonction q(z,y) est de classe O™ & Pimtérieur de épi-
derme Pr.. En outre il emiste des fonotions p*(xz,y) de classe O™ dans le
plan tout entier et telles que

(8) P, y)=q(@,y) dams Prp.

Démonstration. Remarquons que la fonction #(s)= p[z(s)] est
périodique de période L. En vertu du Lemme 1 il en résulte que la fone-
tion ¢(x, v) définie par la relation (4) est continue dans I’épiderme Py, .
Vu le théordme sur les fonctions implicites, I'hypothése (3) entraine donc
les relations suivantes: '

0 L2V peEe,s, 28— paemEe, s
ol r = A(z, ¥), s = p(z, ¥).
D’autre part on a:
_ —y' () —rz"(s) _z'(8)—ry"(s)
(10) lz(.'v, y) - K(’I‘, 8) ) Aﬂ(ma y) - .K('I‘, 8)
Soit )
(11) @021 8) = (8)E(r,8), @,,,(r,s)=y'(s)/K(r,s).

On vérifie aisément que les fonctions (11) sont de classe 0™ dans l’en-
semble (7) et qu’elles sont périodiques de période L par rapport & la
variable s. Donc, en vertu de (9) et (11) les relations (8) se trouvent
démontrées dans le cas ot k=1. '

Supposons maintenant que pour chaque ¥ =1,2,..,noul<n<m
les relations (6) sont satisfaites, que les fonctions (5) soient de classe
0™ * dans Vensemble (7) et périodiques par rapport & la variable s, de
période L. Choisissons arbitrairement un couple (n,,7n,) des nombres
entiers tels que '
(12) 0<n <n, 0@;@% NNy =mn.
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D’aprés notre hypothése les fonctions @pu.(7,s) (j =1, ...,m), sont de
clagsse 0™ " dans l’ensemble (7), périodiques de période L par rapport

3 la variable s et on a
’ %

&g(z, y) <(1) i .
awmag’/m = 3_5_;10 (8) Pranai (7 8) -

Il en résulte que
a'n.+1 Ry

&,
w’ﬂ-lq"'(lay';l/’ Z (7) (Pﬂ].'i"l .ﬂ:l’f( )

ou ()

)= y'(8) — ra’'(s)

'—q')ﬂfmnl(T’ 8§ If("', S‘) +7()—8'791L11a31(7": 8) K(T, 6') H

(Pn1+1,7l2.1(?'-) S) = a’-

5 —y'(8)— rz'(s
‘pnr'-]‘nz’j(,’-’ 3) — aq)ﬂmzi(ry s) y —(K)(T’ s) ( ) +

el z'(8
+ 3 Prangi(?  8) K—()

| Pl )

(ry8)
(1=2,..,m),

_w'(s)

‘Pm+l,m,’n+1(" 8) - (p'n'lﬂl'”(,' ,S‘) K( )

1 est évident que les fonctions énumeérées ci-dessus sont de classe
™™ dang 'ensemble (7) et périodiques de période L par rapport
& la variable s.

D’une maniére analogue on démontre qu’il existe des fonctions
Primgs1i7 8) (G=1,2,...,n+1) de classe ¢™ """ dans D’ensemble (7),
périodiques de période L par rapport & s et telles que

n+1

ﬂ-+1 (1)
amﬂ]ayn|+1 2 p qpﬂhnl*‘ln’( 8) .
Jeal

En vertu du choix arbitraire de nombres n, et n, satisfaisant aux con-
ditions (12) les relations (6) se trouvent démontrées dans le cas k = n+1.
La premidre partie du Lemme 2 étant ainsi établie, passons a la
démonstration de la continuité des dérivEes d’ordre m de la fonction
¢(z,y) & Vintérieur de la couronne Py,. A cet effet considérons les rela-
tions (6) dans le cas k= m. Remarquons que quel que soient les nom-
bres ky = my, ky = my, my+my=m, 0 < m; < m, 0 < my <m, le second
membre de (6) est une fonction continue dans ’ensemble (7) et périodique
de période L par rapport & s. En vertu des propriétés des fonctions
Alw, y) et p(w, y) énumérées dans le Lemme 1, il en résulte que les
Q( 5 Y)
“drmay™

(*) Cf. (10) ainsi que la démonstration des relations (9).

fonctions sont continues & l’intérieur de Pr,.
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A

Voicli maintenant une remarque qui nous permettra d’achéver la
démonstration du Lemme 2 (%).

Remarque 1. Il existe une fonction h(x,y) de classe O dans le
plan tout entier qui s’annule dans £, et & Pextérieur de Q_, et est
-bgale & l'unité dans la couronne P, ().

Soit p¥(x, y) la fonction égale & ¢(x, y)h(z,y) dans P, et s’annu-
lant dans le complémentaire de cette couronne. I1 est évident que la
fonction p*(z,y) est de classe ™ dans le plan tout entier et que

p*@,y)=q(@,y) dans Pp.
Le Lemme 2 se trouve ainsi complétement démontré.

§ 3. L’étude du potentiel logarithmique de la simple et de
la double couche. Soit p(z) une fonction continue sur la courbe simple
fermée Z. On va considérer les potentiels suivants, dus'a la densité p:

(18) wll)= | p@)logle—Lldss, valt) = [ p(e)-logle—0]dss.
Py z

Soit encore v
Y
(14) will) = | p(2) 5 log|e—¢]ds;
> ’n;;

Commencons par rappeler quelques de nos résultats antérieurs
établis soit dans la note [2] soit dans [3].

THEOREME 1 (4). Soit m un nombre entier non négaiif. Supposons
que la courbe simple fermée X soit de classe O™+ lorsque m > 1 et de classe
C: lorsque m = 0. Sott p(2) une fonction de classe O™(ZX) et soit p(2) = p(2)

o* i
lorsque z € X et |r| < r,. Sous ces hypothéses les dérivées Evp(g) éﬁfw,(i)
(k= 0,1, ..., m) existent; elles sont continues lorsque [ e X el on a

k
)  imZ [ zm—loglzﬂ-quw k{vp(C):tﬂp(C)},
o 3s¢ p 98¢

k

1)  tm Jp(zﬂ>—-1og|zﬂ—cldsm 2 wald)Fap (0))
=0 Bsc 88;

(k=0,1,..,m)(),
uniformément par rapport a e X.

(*) Elle nous servira encore dans la démonpstration du Théoréme 6 (cf. le §4).
(* Cf. le Corollaire 1.
() Cf. [2]), théordmes 2 et 4.
() Les symboles ds, et ds, introduits au lieu de ds et ds, indiquent que o’est
le point z qui varie dans l’intégration.
2*
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THEORAME 2 (¢). Soit m wn nombre entier mom négatif. Supposo'ns
que la courbe simple fermée X z=12(s8), 0 < s <L, soit de classe omt?
lorsque m > 2 et de classe 01 lorsque m = 1. Soit p(2) une fonction de classe
™Y X et supposons qu'il existe des constantes ¢ > 0, 6> 0 telles que

5" s)— 5"V sa)| <elm—sf  lorsgue  0<s<s<L.

Soit p(2:) = p(=) lorsque z e X ot |r| <7
k

Sous ces hypothéses les dérivées ;;up t) (k= 0,1,..,m) emistent;
s

elles sont continues lorsque e X et on a
lim % fp(zr)loglzr—CIdsu=——,,up(C) ¥ (k=0,1,..,m)
—0 38 ; 2 38;

uniformément par rapport & e .
Dans la suite nous sera utile le lemme guivant, facile & démontrer (7).

LEMME 3. Soit X une courbe simple fermée de classe Op. Choisissons
arbitrairement une représentation paramétrique normale z = 2(s), 0 <s << L
de X et soit { = z(0).

Il exwiste alors des constantes ¢ >0, 0> 0 et des fonctions E(s, ag),
X(s,a), Y(s,0), W(s, a), U(s, o) continues dans le plan I: — oo < 8 < oo,
—oo < o< oo et telles que:

2 ,
%loglz—ﬂ = X(s, 0)|R(s, 0)(s—0a),

~_logle—¢| = U(s, o)/E(s, ) (s—0),
8¢

0 0
(17} a—n;10g|2—6|+ %;loglz—ﬂ = Y (s, 0)/[R(s,0)(s—0),
2 0
(18) a—szloglz—€|+37¢-10glz—€l = W(s, 0)[B(s, 0)(s— o)
et que
(19) R(s,o)=c lorsque 0<s<L, L[b<o<4L/5,

(20) |[X{(s,0)|<C|s—0lf, |X(s,0)]<Cls—aff, [W(s,0)|<Ols—0alf.

(°) Cf. [3], théordme 3. Dans le théordme cité nous avons admis qu’aussi dans
le cas m = 1 la courbe X est de classe O™ c'est-A-dire de classe (2. Mais si l'on
examine sa démonstration (cf. le lemme 5 de [3]) on vérifie aisément que cette hypo-
thése peut &tre substituée par la présente.

(") Cf. [2], lemme 11 et [3], lemme 3. Ce lemme nous a servi de]é, dans les démon-
strations des Théorémes 1 et 2 cités ci-dessus.
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8i X est une courbe de classe 0% avec k=2 on a

X(s,0)=Q(s,0)(s—0), Y(s,0)=T(s,0)(s—0),

(21)
W(s, o) = (s, 0)(s—0).

Les fonctions Q(s, o), T(s, o), M(s, o) sont de classe 0° " et les fone-
tions R(s, o) et U(s, o) sont de classe 0% dans Pensemble B.

THEOREME 3. Soit m un mombre emtier mon négatif. Supposons que
la courbe Z soit de classe O™*" lorsque m = 1 et de classe Cj lorsque m = 0,
Soit {p,(#)} une suite des fonctions de classe C°(Z) telle que

(22) limp,(2) =0  wuniformément par rapport & z e X.
P ok
Sous ces hypothéses les dérivées a—k'vp,(C) et a—kwp'(C) existent; elles
St St
sont continues lorsque £ e2 et on a ¢
L *
(23) lim — v, ({)=0 (k=0,1,..,m),
¥ —>00 53;
ak
(24) lim 5?"&0,,,(() =0 (k=0,1,..,m),
ysoo B5F . !

uniformément lorsque { e X.
Démonsgtration (8). Soit

0 0
wp,(C) = ‘ Py(2) [%logw—ll "*‘Effcloglz_ﬂ] ds; (»=1,2,..).
z

T est évident qué le systéme des relations (23) et (24) est équivalent
au systéme des relations (23) et celles qui suivent:

k
(25) 1im—3—kwp,(c) =0 (k=0,1,..,m)

] 33;

uniformément par rapport & ¢ e Z.
Soit {, un point arbitrairement choisi sur la courbe 2. On vérifie

- : a* %
aigément qu’il suffit de démontrer que les dérivées ﬁ'vp'(C), ﬁw,,'(i)
st 3

(k=0,1,..,m) existent, sont continues et que les limites (23) et (25)
existent uniformément dans un arec de X contenant {, et ayant la lon-
geur positive, indépendante de {,. Nous le démontrerons en nous servant

(*) La démonstration du Théordme 3 est analogue, mseis plus simple que celle
du Théordme 1.
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de la représentation paramétrique normale z=2(8), 0 < s <L de la
courbe X' telle que {, = 2(L/2). En effet, il découle du Lemme 3 que

L
(26) Bp,(0) = vp[2(0)] = [ [Bu(s) X (s, 0)[R(s,0)(s—0)]ds (v=1,2,...),

done, en vertu des relations (19), (20) et (22) on obtient:

(27) lim#%p(0) =0 uniformément dans l'intervalle L/ <o <4Lf5.

1—>00

8i X est une courbe de classe O™ avec m > 1 on déduit des relations
(21), (26) et (22) que les dérivées 65,’:’(0) exigtent et-qu’on a:

(28) imp(e) =0 (k=0,1,..,m),

uniformément dans Pintervalle L/b < o < 4L/b.

Les relations (27) et (28) entrainent ’assertion (23). D’une maniére
analogue, en s’appuyant sur (17) et (19)-(21) on démontre les relations (26).
Le Théoréme 3 se trouve aingi démontré.

Levme 4. Soit 2=2(s), 0 <8< L, une courbe simple fermée de
classe Cg et soit {p,(2)} une suile des fonctions définies sur X et telle que
la relation (22) soit satisfaite. Supposons en outre qu'il existe les constantes
¢>0 et 6>0 telles que

(29) | Dy(81)— Dulsa)| < C]8y— szln lorsque 0<s, <s$,<L (v=1,2,...).

Sous ces hypothéses il existe les dérivées up (£), continues lorsque

as;
Cel et ona

. .
lim e up,(§) =0  uniformément par rapport a4 {eX.
=500 [

Démonstration. On vérifie aisément (°) qu’il existe 1a dérivée

a ) «
és—cup'(C) et qu’on a:

80) 5o unl0) = [ [Ble)—=p(0)] - Logle—C] dsa-t
z
d 0
+24(0) ,,f (5 logle—t] + - logle—tlydoe (v=1,2, ).

. 0 . . "
Soit W(¢) = a_sc“”v@) et goit {, un point arbitrairement choisi sur la

courbe 2. Supposons, ce qu'on peut faire sans restreindre la généralité,

() Cf. (3], lemme 4.
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que (= 2(L/2). Soit, comme usuellement: = z(g), f’,(a); ¥, [2(a)].
En vertu de la relation (30) et du Lemme 3 on obtient:

L L

T _ ' [ﬁv(s)_ﬁv(a)] U(s, o) ~ { W(s) o)
Flo) = t./ R(s,0)(s— o) @5+ Br(o) R(s, o)(s — o)

En s’appuyant sur les hypothéses (22) et (29) et sur les relations (19)
et (21) on démontre aisément que

lim ¥,(¢) =0  uniformément lorsque Lih < o < 4Lf5 .
P00

Il en résulte que lim ¥,({) = 0 uniformément par rapport & { dans un

p—>00

arc de X de longeur 3L/b et contenent le point {,. Le point {, étant
arbitraire il s’en suit notfre assertion.

THEOREME 4. Sott m un mombre entier non négatif. Supposons que
la courbe X: z=12(s), 0 <s <I, soit de classe O™ lorsque m > 2 et de
classe Cf lorsque m = 1.

Soit {p,(2)} une suite des fonctions définies sur X. Supposons que les
fonctions P,(8) = p,[2(s)] sont de classe O™, qu'il ewiste des constantes
¢>0, 0>0 telles que

(B1) | BV (s)— P (se)| S cfsi— sy lorsque 0 <s, <8, <L,
et que
(32) lim 5®(s)=0 (k=0,1, .., m—1)

=00

uniformément dans Dintervalle 0 < s < L.
k
Dans ces hypothéses les dérivées :—ku,,v(C) (k=0,1,...,m;»=1,2,..)
8¢
existent; elles sont conlinues lorsque [ ¢ X et on a

i
lim 2 cup(8) =0 (k=0,1,..,m)

y->00 3,5:

uniformément par rapport & { e 2.

Démonstration. Si m = 1 le Théoréme 4 résulte du Lemme 4.
Supposons pour la démonstration par récurrence que le Théordme 4 soit
vrai lorsque m = # > 1. Admettons que X est une courbe simple fermée
de classe O0™** et que les relations (31) et (32) sont satisfaites lorsque
m = n-+1. Soit g,(z) la fonction définie sur la courbe Z' au moyen de
la formule '

glz) = Bu(s) (»=1,2,..)
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ol ¢ désigne une valeur. quelconque du parameétre telle que 2= z(s).
On démontre aisément (1°) que

) .
o nll) = .J g(2)log|e— ¢| s

. P _ 5 :
+J Dy(2) [38;10g|2*5|+a—8c10g|z—1:|]dsz (»=1,2,..).
Vu I’hypothése de récurrence les dérivées

k B
a—k fq,(z)log]z—quz (k=1,..,n; v=1,2,..)
ost 5

exigtent et on a
o .
lima—s” J g(2)logle—Clds: =0 (k=1,2,..,n),
$—>00 CZ.' '

uniformément par rapport & fe Z.
Soit

wt) = | oo [—aas—zloglz—tlJra%loglz-—cl] B (=1,9,.).
z

ke
Il suffit de démontrer que les dérivées %(p,.((:) (k=1,2,..,n5r=1,2,..)

S¢
existent et qu’on a:

k
im 2 gf0) =0 (k=1,2,...,n)
00 38;

uniformément par rapport & e 2.

On le démontre en appliquant le Lemme 3 (cf. en particulier les
relations (18), (19) et (21)). La démonstration est bien analogue & celle
des relations (23) et (24), c’est pourquoi nous nous dispensons d’en don-
ner les détails.

§ 4. L’étude de la dérivée normale du potentiel logarith-
mique de la double couche. Notations. A chaque fonction p(z)
définie dans un domaine D de la variable complexe 2 on fait correspondre

la fonction p(z, y) des variables réelles « et y définie pour (=, y) e D par
la, formule:

p(x,y)=p(2) lorsque 2= w4+ iy
et réciproquement.
La fonction p(2) sera dite de classe A™ dans le domaine D lorsque

la fonction p(x, y) est de classe C™ dans D, c’est-a-dire lorsque p(z, ¥)
posséde les dérivées partielles continues de 1’ordre m dans .D.

(1) Cf. [3], lemme 6.
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LeMME 5. Soit m un nombre entier non négatif. 8i m = 2 on suppose
que X est une courbe simple fermée de classe C™ et que les fonctions

(33) fl@y,9) (»=0,1,2,.), fol, y) = fz, y)

sont de classe O™ dans le plan H. 8i m= 0 ¢t m =1 on admet que X est
une courbe simple fermée de classe Ci et que les fonctions (33) sont conti-
nues (1). Supposons encore que

Lm f(z,y) =0
et qu'on a lorsque m > 1:

k
&EW]"(”7 V=0, ktk=%k k=1,..,m-1,

dans les deux cas la convergemce étant uniforme dans un domaine ouvert
contenent Q.

Sous ces hypothéses il existe les dérivées:
o
—kfff,(z)loglz——tldrz (k=0,1,..,m; v=0,1,2,..);
38; 0 :
elles sont continues lorsque { € X et on a:

. oF k- .
B9 m l [ tenogle—t|dr, =7 l [ 1e11ogle—¢) i,

) ak -
(35) lim s £ | flelogle —ldrs = 0

la convergence étant uniforme par rapport & ¢ € X pour chaque k=0,1, ..., m.

Démonstration. I est évident que le Lemme 5 est vrai lorsque
m=0 et m = 1. Supposons qu’il goit aussi vrai lorsque m= u, pu =1,
et admettons que la courbe X soit de classe 0**! et que les fonctions (33)
soient de classe 0" dans le plan (@, ). Remarquons d’abord (?) que
pour chaque fonction p(z) de classe A' on a

7
(36) a—scffp(z)loglzaﬂdrz
o
= cos(s;,m){ fp(z)cos(nz,m)log|z~C|dsu+ U g—zloglz—tldrz} +
Zy Qr

0
+cos(s;,y)‘ fp(z)cos(nz,y)loglz—t|ds,;+ I@Ploglz-—ﬂdtz}
T, Qr

T

lorsque e X et |r| < 1.

(1) Il suffit méme admettre qu'elles sont intégrables et bornées.
(*#) Cf. [8), formule (67), lemme 7.
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En vertu des Théorémes 2 et 4 et de I’hypothése de récurrence on
déduit de la formule (36) que les relations (34) et (35) sont vrai lorsque
m = u+1. Le Lemme 5 se trouve ainsi démontré.

LEMME 6. Soit m un mombre enlier mon négalif. On suppose que 2
est une courbe simple fermée de classe U™ lorsque m =1 et de classe Ci

lorsque m = 0. Supposons que les fonctions g,(w,y) (v = 0,1, 2, ...), go(z, ¥)
=g(®,y) sont de classe O™ dans le plan (x,y) et que

k
lim o ,ffa 5@, =0, khth=k k=0,1,.,m,
y—>00

wniformément dans wn domaine ouvert comtenant L.
Sous ces hypothéses il existe les dérivées

& rr 9
QL‘J g,(z)%—tlog|z—6|drz '(k =0,1,..,m; »=0,1,2,..);
elles sont continues lorsque [ e el on a:

hm—-—f {g(z)——log]z—ﬂdn——ffg(z)—log]z—ﬂdr,,

r—0 .S‘

(37)

hm——ffg, z)——log]z—é‘]drz =0
p—>00 38;

la convergence étant uniforme par rapport a & e 2 pour chaque k= 0,1, ..., .
Démonstration. Le Lemme 6 est évident lorsque m = 0. D'autre
part pour chaque fonction p(z) de classe A on a

38) | [ Dl gy logle—¢ldn
2
= cos(ng, w){ fp(z)cos(fnz, w)log|e — | dsr: + ff?—ﬁlog]z—ﬂdrz} 4

+cos(ng, y { fp (2)cos ( ,y)log|z—¢|dsn-|—jf 10g|z—¢|dr,}

lorsque |r| <7, et {e 2.
Dans le cas o m > 1 le Lemme 6 résulte de la relation (38) en vertu
des Théorémes 2, 4 et du Lemme 5.

LEMME 7. Soit m un nombre entier mon négatif et soit z= z(s),
0 < s <L une courbe simple fermée de classe C™*°. Supposons que p(z)
est une fonction de classe C™T*(Z) et soit p(z,y) un prolongement (3) de p
de classe C™** dans le plan E et tel que

(39) P,y )=p(2r)=p(r) lorsque z=a+iyeX et |r|<e (e>0).

(*) L’existence d’un tel prolongement assure le Lemme 2.



L’étude de la dérivée normale du potentiel logarithmique 27

Sous ces hypothéses on a (¥)

N
(40) lLim —; P (2) —-10g|zr | dsyz
=0 68; an; i

ik—ffA 210 |¢—Zldve (k=0,1 m)
38?9 p'an; g 50Tz =Wl ’

wniformément par rapport & { e X.

Démonstration. Soient: 0 < p< ¢, €2 et 2,,02_, les domaines
définies dans le Corollaire 1. On établit aisément en s’appuyant sur le
théoréme de Green et ensuite sur la relation (39) que

0
(41) [ pe) g logle—tldsp = | [ Aplogle—tldr—2mp(0),
e 2

2
(42) fp(zo) E”TZIOgIze_&'d'gez = ff Aplogle—{|dz (*).
Zp 2 ¢

L’agsertion (40) résulte du Lemme 6 ot des identités (41) et (42).

Notation. Considérons le potentiel vy({) défini par la formule (13)
et soit p(zr) = p(2) lorsque ze X et |#|<e ol ¢> 0. Supposons que
{ €2 et que la limite

(48) hm——fp(z, ——log|z,-—&'|ds.-z
raﬁo
N
existe et est finie. Elle sera désignée par ‘%'I’p(().
. ¢
. *
Les Lemmes 2 et 7 permettent d’exprimer la dérivée a—'v,,(d') au

anc
moyen d’une intégrale double. En effet, on a le corollaire suivant:
COROLLAIRE 2. Soit X une courbe simple fermée de classe C3, p(z) une
fonction de classe C* L) et { un point arbitraire de la courbe 2.

*
Alors la dérivée :—nvp(C) existe et on a:
t

o* d
mv,(é‘):‘ﬁ‘pra—mlogIZ—ﬂdrz

pour chaque fonction p(w,y) de classe O dans Q qui vérifie la condition (39).
(1) Le second membre de la relation (40) est une fonction continue sur la courbe
X en vertu du Lemme 6.
(1) A I’occasion remarquons qu'on & encore:

jlI_rfp'(z)3’%log,uz—g':nhr, fprloglz tldrz— azp(CH-f log|z-—g|da,

pour chaquo' fonction p(z) de classe A' dans 2.
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En rapprochant le Lemme 7 et le Corollaire 2 on obtient le théoréme
suivant: '

THEOREME 5. Soit m un nombre entier non négatif et 2 ume courbe
simple fermée de classe O™, Supposons que p(2) est une fonction de classe
O™ X) et que la relation (39) est vérifiée.

) ok [ & )
Sous ces hypothéses les dérivées ﬁ[@; fvp(f)] (k=10,1,..,m) exi-
¢ Long
stent; elles sont continues lorsque e X' et on a:

L

o*
a?'a_"v w(C) (k=0,1,..,m)

lim——{a e s J p(zr)—-—loglzr IdSrz} —

la convergence étant uniforme par rapport & [ e X.

Remarque 2. Supposons que X est une courbe simple fermée de
classe O] et que p(2) e OYZX), p(2) = p () lorsque z¢ X, || < & ol ¢ > 0.
En vertu du théoréme 4 de la note [3] ces hypothéses entrainent la
relation:

2 P
4 1im——{f 2 -2 Togle_,—t|ds._p—
(44) a0 O ;-_‘,p( ¢) g gle-o I —g2

[ el =

Ze

uniformément par rapport & e 2.
Mais les mémes hypothéses n’assurent pas d’existence d’une limite
finie (43) comme le montre ’exemple suivant:

EXEMPLE (%), Supposons que X est une courbe simple fermée de
classe 0%, % > 2, qui contient le ségment 0 < & < 2 de l'axe @. Soit p(2)
la fonction qui s’annule gur la courbe X' au dehors du ségment 0 < o < 2
ou elle est définie de maniére guivante:

o sur le ségment O0<a2<1,

PR =platiy)= {2—.'0 sur le ségment 1<o<2.

1 est évident que la fonction p(2), définie ci-dessus est de classe C°(ZX).
Bn vertu de la Remarque 2 la relation (44) est donc satisfaite si p(2/)
=p(2) lorsque z¢ X et |7| <e.

Nous allons démontrer que dans le cas considéré ci-dessus la limite
(43) n’est pas finie au point £ = 0. En effet, en admettant la relation (39)
on a alors:

v
(*) Cet exemple est assez voisip & un donné par Liapunov et exposé & la page 73
du mémoire [1],
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f_‘P(w —10g|~r-—C|dbrz— ‘ @ — dm—}-f 2— o) ——dz

2+r2 2+ 2

=7r{In(1+)—%In(44r*)}—rinjr|+2 {a,rc.t %— arctg -;L;} .

Remarquons que la fonction: -a%[rlnp']] = In|r|+1 tend vers l'infini

lorsque 7-—>0 tandis que les dérivées par rapport & » de deux autres
dléments de la somme qui intervient au second membre de la relation (45)
ont les limites finies lorsque 7 —=0. Il en résulte notre assertion.
Remarque 3. L’énoncé du théordme 5 de ma note [3] n’a pas été
suffisamment rigoureux. Pour le corriger, au lieu du symbole

0

) 0
T e6) O 0ot} = [ p(e) 5 logle—¢las

*
il faut y mettre la limite (43), c’est-a-dire la dérivée 3—an-vp(t), selon la
£
notation introduite dans la présente note.

THEOREME 6. Sott m un nombre entier non négatif. Supposons que
la courbe simple fermée X: 2z = 2(8), 0 < 8 << L soit de classe 0™ ot que
{p,(2)} soit une swite des fonctions de classe C™*(X) telle que

(46) hmp‘”< §)=0 (j=0,1,..,m+2),

uniformément dans Vintervalle 0 < s < L.
Sous ces hypothéses on a

o[ o~ .
lim — [ ;up,(C)}=0 (k=0,1,..,m;v=1,2,..)
v—-ooasc on (79

uniformément par rapport & { e X.
Démonsgtration. Soit g,(x, y) la fonction définie dans le domaine
P,, au moyen de la formule (1)

@25 y) = Dy($) ot s=ul@,y) (»=1,2,..).
En vertu du Lemme 2 (%) et de I'hypothése (46) on a

‘nk
lima i”(m’y) =0 (k=k+ky, £=0,1,...,m+2),
uniformément dans ’anneau Py,.

() Cf. § 2, Lemme 2.
(%) Cf. la relation (8).
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Soit h(z,y) une fonction quelconque, mais fixe, ayant les proprié-
tés énumérées dans la Remarque 1 ol 7, = 7y. Soit p)(z,y) (v=1,2,...)
la fonction égale & g,(x, ¥)h{x,y) dans P, et s’dnnulant -dans le com-
plémentaire de cette couronne. Il est évident que les fonctions p;(z, y)
sont de classe C™'* dans le plan tout entier et gu’on a:

. "p}(a,y)
uniformément dans ’ensemble 2_,.
En vertu du Corollaire 2 et du Théoréme 5 on obtient:
ok [ o* * rr 3
48 —|— =—fjA —logl|z—¢|dx, k=0,1,..,m).
(18) 38? on; p,(l:)] 83? ; P ong gl I = Ly ey 1)

Le Théoréme 6 résulte immédiatement des relations (47) et (48) en
vertu du Lemme 6 (cf. 1a relation (37)).
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