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Introduction. Dans la premiére partie de ce travail nous répon-
drons & la question suivante: quand un objet est un objet géométrique?
Nous y donnons quelques conditions nécessaires et suffisantes (les théo-
rémes 1 et 2 et le corollaire 3) ou bien seulement nécessaires (corollaire 2)
pour qu'un objet soit un objet géométrique. Il résulte de ces conditions,
en vertu du théoréme 3, que le probléme de détermination de tous les
objets géométriques se réduit, selon la conception admise dans ce travail,
b la détermination de toutes les décompositions invariantes (définition 1
et 2), d'indices (définition 4) au plus égaux au continu, de l’ensemble
de transformations déterminant les systémes admissibles des coordonnées.

Dans la deuxiéme partie nous considérons la possibilité de com-
pléter 1’objet f pour obtenir ’objet géométrique par I’augmentation du
nombre des coordonnées dang la composante de 1’objet f (les théorémes 5
et 6). Ce probléme était traité aussi par Schouten et Haantjes dans [10],

Dans la troisiéme partie nous donnerons les conditions nécessaires
et suffisantes pour que deux objets (théoréme 7) ou deux objets géo-
métriques (corollaires 4 et 5) soient équivalents.

Dans la quatriéme partie enfin nous donnerons les conditions né-
cessaires et suffisantes pour qu'un objet géométrique donné soit un co-
mitant algébrique d’un autre objet géométrique (théoréme 8 et 9).

Certains problémes traités dans les parties I, III, et IV furent trai-
tés aussi par M. V. V. Wagner [11] & I’aide des notions plus compliqués.
Aussi M. A. Zajtz s’occupe & présent d’une généralisation de certains
problémes présentés par M. V. V. Wagner.

I. Les objets et les objets géométriques

§ 1. Considérations générales, La notion d’objet et, en consé-
quence, d’objet géométrique se base sur la notion d’ensemble de systémes
admissibles des coordonnées, que nous obtenons d'un systémes primitif
des coordonnées i l'aide d’un ensemble fixé Z de transformations. Nous
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324 8. Midura et Z. Moszner

allons désigner les transformations de Z par T, Ty, T,, T, etc. et leurs
superposition Ty(T,) par I;T,. On admet, en général, dans la théorie
des objets géométriques, que l'ensemble Z est une pseudogroupe des
transformations [5] par rapport & la superposition, ou bien un groupoide
au sens de Brandt [2]. De plus on admet qu’il existe pour chaque deux
transformations T, et T, de Z une transformation T de Z pour laquelle
Ty= TT, (*). Ces suppositions nous admettons dans la suite de ce travail.

Les définitions de 'objet et de l'objet géométrique, données dans
la suite, ne sont pas identiques & celles introduites par J. A. Schouten
et J. Haantjes [10] (pour P'objet) et par A. Wundheiler [12] (pour I'objet
géométrique), mais il y a une liaison stricte entre ces notions.

L’objet est une fonction. f qui a I'ensemble Z pour domaine et un
sous-ensemble de m-idme puissance cartésienne (m est un nombre entier
positif) de 1’ensemble de nombres réelles (ou complexes) comme son
ensemble des valeurs, pendant que dans la définition classique, 1'appli-
cation f a comme source l'ensemble des systémes admissibles des co-
ordonnées.

Nous désignons les éléments de ce sous-ensemble- (c’est-a-dire les
guites & m éléments de nombres réels (complexes)) par w,, w,, ..., ete.
et nous les appelons composantes de 1’objet f. Nous dirons que les termes
de ces suites sont les coordommées des composantes ou plus simplement
les coordonnées de I’objet. Nous désignons par 2 l'image de ’ensemble Z
par la fonetion f: 2 = f(Z).

En utilisant la définition clagsique de l’objet géométrique et en la
transformant en nouveau langage on peut appeler un objet f comme
géométrique sil'on peut calculer sa composante w, pour la transformation
T, 4 1'aide de sa composante w; pour la transformation T, et & I’aide de la
transformation T de ’ensemble Z satisfaisant & la relation T, = TT,,
c’est-h-dire si l'on peut donner la régle de transformations de la forme

(1.1) f(Tz)'=F(f(T1); —T) ou  w,=F(uw, T),

ou F' ne dépend ni de T, ni de Tj.

Comme on le sait bien il y a des objets qui ne sont pas géomé-
triques. -

Il se pose la question: quand un objet est un objet géométrique,
c’est-a-dire & quelles conditions doit satisfaire la fonction f, pour qu’on
puisse donner la régle de transformation de la forme (1.1) pour I'objet f¢
Le théoréme 1 donne une réponse & cette question.

Avant de formuler ce théoréme, nous allons donner quelques défi-
nitions. '

(*) Il existe des groupoides n'ayant pas de cette propriété et il existe des grupoides
avec cette propriété qui ne sont pas des groupes (voir [0], p. 18-15).
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DEFINITION 1. La famille {Z:};¢s des ensembles Z; (oi1 l’indice ¢
parcourt un ensemble §) disjoints et non vides est appelée décomposition

de Yensemble Z, si Z = tUSZ¢ Les ensembles Z; sont appelés les com-
€

posantes de cette décomposition.

DEFINITION 2. La décomposition {Z:} est appelée invariante par
rapport & une opération ‘o’ définie dans 'ensemble Z (dans le cas con-
sidéré par rapport & la superposition des transformations) s'il existe,
pour toute transformation T de Z et tout ¢, de S, un #, de S tel que

T-2,,C2,
ol
T- Zh—{Tz V(T1€le et Ty = ToT,)}.

DEFINITION 3. La décomposition de Pensemble Z déterminée par
un objet f (défini sur I’ensemble Z) est une décomposition définie comme
suit. Nous formons 1’ensemble

TN ET: (TeZ et f(T) = o)},
pour chaque o de l’ensemble 2, et nous posons

Z=JJ"({e}).

Nous désignons par {w} l’ensemble qui ne contient qu'un élément co.
Par analogie nous allons désigner par }4{ un seul élément de l’en-
semble A qui n’a qu'un élément.

THEOREME 1. Pour qu’un objet f, défini dans Vensemble Z, soit un
objet gbomébtrique il faut et il suffit que la décomposition déterminée par f
sur Vensemble Z soit invariante par rapport & la superposition des trams-
formations de Z.

Pour démontrer que la condition est suffisante, il suffit de donner
pour Pobjet f une régle de transformation de la forme (1.1). Supposons
que w, = f(T,), w,= f(T,) et T,= TT,. Considérons les ensembles
o) et T f'({w,}). La décomposition de Z déterminée par 'objet f
étant invariante, la fonction f est constante sur l’ensemble T'-f “({w,})
et puisque T;ef '({w,}), nous avons TT, e T -f '({w}). Il en résulte,
en vertu de Ty, = TT, et w,= f(T,), que la valeur constante de objet f
sur l’ensemble T-f"l({cu]}) est égale & w,. Posons

= (T f{w))

pour un w arbitraire, appartenant & l’ensemble £ et pour une trans-
formation T arbitraire, appartenant 4 l’ensemble Z. La fonction F ne
dépend que de f, T et w. En outre w, = F(w,, T). Alors nous voyons

23 *



326 8. Midura et Z, Moszner

que F est unc fonction, qui définit la régle .de transformation pour
I'objet f, done la condition énoncée dans le théoréme 1 est suffisante.

Pour démontrer que cette condition est aussi nécessaire, supposons
que I'objet f soit un objet géométrique de la régle de transformation
(1.1) ‘et considérons la décomposition de l’ensemble Z détermmée par
Tobjet; f. Supposons que cette décomposition ne soit pas invariante,
c'est-a-dire qu’il existe un 7T, de l’ensemble Z et un w, dans l'ensem-
ble £, tel que pour tout w appartenant & Pensemble £, il n’est pas vrai
que Ty f ({ws}) Cf ' ({w}). T1 en résulte que la fonction f prend sur
Pensemble Ty-f~ ({w,}) au moins deux valeurs distinctes w, et w,, c’est-
a-dire qu’il existe deux transformations T,, et T, (de l’ensemble
Ty f({w,))) telles que o, = f(T,) # f(T,;) = w,. Il existe done dans
I’ensemble f~ ({w,}) des T'; tels que T¢= T,yT:. Mais comme T'; ¢f ™ ({wy}),
nous avons f(T;) = ws. En substituant dans (1.1) la transformation T,
(pour ¢ = 1, 2) au lieu.de la transformation 7, nous obtenons: w; = f(T,)
=F(f(T:), Ts) = F(wy, Ty), ce que contredit & linégalité w, # w,. La
condition du théoréme 1 est donc nécessaire.

D’une fagon analogue nous pouvons démontrer le

THEOREME 2. Powr qu'un objet f défini dans Vensemble Z soit un
objet gbométrique il faut et il suffit que Vensemble f(I'- fX ({w})) soit au
plus de puissance 1, pour tout w de Pensemble Q2 et pour toute transfor-
mation de Vensemble Z.

Il en résulte que chaque objet comstant (c¢’est trivial, car dans ce
cas cet objet est un scalaire) ainsi tout objet univalent (c’est-d-dire un
objet pour lequel la fonction f est biunivoque) est un objet géométrique:

A tout -objet géométrique défini sur 1’ensemble Z correspond une
décomposition invariante de 1’ensemble Z, notamment la décomposition
déterminée par cet objet. On peut poser la question suivante: peut on
choisir pour chaque décomposition invariante de l’ensemble Z un objct
tel que cette décomposition donnée soit identique 3 la décomposition
de Z dictée par cet objet? Le théoréme 3 denne la réponse A cette que-
stion. Avant d’énoncer ce théordme, nous allons donner la définition
suivante:

DEFINITION 4. Nous appelons indice de la décomposition d'un en-
semble Z la’ puissance de la famille des composantes de cette décom-
position.

THEORBME 3. Pour qu'une décomposition invariante d’un ensemble Z soit
une décomposition délerminée par wn objet géométrique défini swr Z il faut
et il suffit que Vindice de cette décomposition soit au plus égal aw continu.

Ce théoréme résulte du fait que la puissance de m-idme (ol m est
un entier positif) puissance cartésienne de I’ensemble des nombres réels
est égale au continu.
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I1 résulte de nos considérations précédentes que pour obtenir tous
les objets géométriques définis sur ’ensemble Z, il suffit d’indiquer toutes
les décompositions invariantes de l’ensemble Z, ayant l’indice au plus
égal au continu. Dang le cas ol la puissance de I'ensemble Z est au plus
continu, toute décomposition invariante de ’ensemble Z satisfait & cette
condition. _

Supposons maitenant que l’ensemble Z des transformations déter-
minant les systémes admissibles des coordonnées forme un groupe .que
nous désignerons par G. Cest le cas, par exemple, si Pon considére les
objets géométriques purement différentiels ot le groupe Ly, considéré
par J. Haantjes et G. Laman [8], joue le réle de I’ensemble Z.

Dang la suite nous allons considérer de fagon plus exdcte les dé-
compositions invariantes du groupe @.

THEOREME 4. Pour qu'une décomposition {G¢}, ot t e S, du groupe G
soit imvariante il faut et il suffit qu’elle soit ume décomposition de Ven-
semble G en classes d’équivalence & gauche par rapport & un sous-groupe G*.

Pour la démonstration il suffit de remarquer que: "

(a) la décomposition de l'ensemble Z définit de fagcon connue la
relation d’équivalence I,

(b) Yinvariabilité de la décomposition de l’ensemble Z est équi-

valente & la condition suivante
AN [aRb=(0-a)R(c-b)],

a,b,ceZ
¢’est-d-dire A la compatibilité 3 gauche de la relation R avec la loi ,,-”’,

(c) le fait que la relation R est compatible & gauche avec la loi ,,-”
du groupe G est équivalent au fait que la décomposition initiale est la
décomposition de ce groupe en classes 3 gauche suivant un sous-groupe G*
(voir [3], p. 68, 69).

COROLLAIRE 1. Pour gu'ume décomposition {Gilies du groupe G soit
invariante il faut et il suffit qu'il existe pour tout T de Vensemble G et tout
, de Pensemble 8 une valeur t, telle que T -Gy, = Gy,.

Pour la démonstration remarquons que la suffisance est triviale
et la nécessité résulte du fait que la multiplication & gauche d’une classe
d’équivalence & gauche par une transforrmation rurbltrsa,n'e donne une
classe d’équivalence & gauche.

COROLLAIRE 2. Pour qu un objet f soit un objet gbométrique il faut
que tous les ensembles f~'({w}), o w eQ, aieni la miéme puissance; en
d'autres termes, il faut que la fonction f premne chacune de ses valeurs
dans le méme nombre de poinis.

En effet, il résulte du théoréme 1 que les ensembles o)), ot @
appartient &4 'ensemble @, forment (quand f est un objet géométrique)
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une décomposition invariante du groupe @; ils sont alors les clagses
d’équivalence & gauche de @ par rapport 4 un sous-groupe G*. Mais
on sait que toutes les classes d’équivalences ont la méme puissance.

1 en résulte en particulier que 1'objet

0 pour k#0O,
¢(Tk)_{1 pour k=0,

ol T, est la translation sur la droite de la forme &' = &4k, considérd
par M. M. Kucharzewski et M. M. Kuczma dans [9], p. 16, n’est pas
un objet géométrique.

COROLLAIRE 3. Pour gqu’un objet f soit un objet géométrique il faut
et il suffit que la décomposition de G déterminée par f soit une décompo-
sition de oet ensemble en classes d’équivalence & gauche par rapport & Ven-
semble f'l({f(I)}), qui doit former un sous-groupe du groupg @.

Ce corollaire résulte des théorémes 1 et 4. L’ensemble f~'({f(I)})
doit &tre un groupe (par rapport auquel nous décomposons G en classes
d’éghiivalence dans le cas ol f est un objet géométrique), parce que
Ief~({f(I)}). La condition ,’ensemble f~*({f(I)}) forme un sous-groupe
du groupe @ est nécessaire pour qu'un objet f soit 'objet géométrique,
mais elle n’est pas suffisante, parce que la condition du corollaire 2 peut
ne pas étre remplie. '

§ 2. Remarques et exemples.

1. Le corollaire 2 nous permet de déterminer sans difficultés les
objets qui me sont pas les objets géométriques.

2. La condition dans l6 corollaire 2 n’est pas suffisante pour qu’un
objet soit un objet géométrique. En effet, les ensembles distincts de
méme puissance (au moins égale & 2), étant une décomposition de l’en-
semble @, ne doivent pas étre les classes d’équivalence parce que, par
exemple, le sous-ensemble contenant I ne doit pas étre le sous-groupe
de @. Par contre il résulte du théoréme 2 qu’un objet f est un objet
géométrique si les puissances des ensembles f~'({w}), pour we, sont
égales & 1.

Il résulte donc de nos considérations précédentes, que si l'on a un
groupe donné @, alors il suffit de déterminer tous les sous-groupes du
groupe @, ayant les indices au plus égaux au continu, pour avoir tous
les objets géométriques définis sur @. Dans le cas ot la puissance de @
est au plus égale au continu, ce sont les sous-groupes arbitraires de G.
Dans le cas ol la puissance de & est plus grande que continu ce ne seront
que les sous-groupes de méme puissance que @, ayant les indices au
plus égaux au continu.

La méme décomposition invariante de l’ensemble G correspond
a infinité des objets géométriques (de méme nombre des coordonnées),
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qui la déterminent. Il serait intéressant de classer les objets géométriques
gelon les sous-groupes qui les déterminent.

Pour illustrer nos régultats; nous allons montrer quels sous-groupes
du groupe affine déterminent les objets géométriques connus.

Soit ’ensemble des transformations affines @,:

a¥ = a¥ o'+ b¥ ()

ol
i=1,2,..,n F=1,2,.,n et det"ali‘l'" #0,

un ensemble des transformations déterminant les systémes admissibles
des coordonnées. . '
Considérons la densité de Weyl du poinds —1, dont la régle de trans-
formation prend la forme:
wy = |J| oy,

oll J est le jacobien de la transformation 7' satisfaisant & la' condition
T,=TT,, T, et T, étant les transformations pour lesquelles la densité
donnée a les composantes égales respectivement & w, et & w,.

Dans le cas ol Z= G nous avons J = detfja}||. Supposons que
cette densité ait la composante w, % 0 pour la transformation identique.
Cherchons les transformations de l’ensemble @, pour lesquelles la densité
donnée a la composante w,. Ces transformations satisfont & la con-
dition:

wo = |J| wyg .
Alors |J| =1, done
12) - | detlla¥]|| = 1.

Ces transformations de 1’ensemble G, qui satisfont & la condition (1.2)
forment le sous-groupe connu du groupe ¢4, nommsé groupe unimodulaire.
Si nous considerons la densité ayant la régle de transformation

wy =dwy,

alors les transformations pour lesquelles cette densité a la méme com-
posante w, % 0 que pour la transformation identique, satisfont & la
condition

Wy = JCUO .
De la J =1 donc
(1.3) deta¥||=1.

L'ensemble des transformations affines satisfaisant &4 la condition (1.3)
est le sous-groupe connu du groupe G4, nommé groupe unimodulaire
spécial.

(%) Nous utilisons, ici et dans la suite, la convention d’Einstein pour la sommation.
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Nous allons maintenant démontrer que ’ensemble des transforms-
tions affines, pour lesquelles le tenseur contrevariant o™ prend comme
coordonnées 8% (ot 8 = 0 pour i # &, 8" = 1 pour i = k) pour la trans-
formation identique, forme les sous-groupe orthogonal du groupe G,.
On sait que le tenseur contrevariant & la régle de transformation

(24 :’/ U
o' = A}Aﬁfv”‘,
ol

YRR W ' ’ e g = /() A" i :
%1’0—1’2)"'!”’;1’77‘: 1’2""’ et t owt o
0

v*% gont les coordonnées pour la transformation T, v¥* sont les coor-
données du méme tenseur pour la transformation T,, et x¥ = p(a?) est
la transformation 7' satisfaisant & la condition T, = T7,. Pour les trans-
formations affines AY = af, donc les transformations, pour lesquelles
P = §t¥ (o 8% =1 pour i’ =%’ et 8" =0 pour 4’ = k') doivent
satisfaire & la condition

a“'k' — a}z'afaﬂf ]
11 en résulte que
' n
(1.4) 3% = Dafdl.
=1

Les conditions (1.4) disent que les dites transformations forment le sous-
groupe orthogonal du groupe affine.

Supposons que le vecteur v* (non égal & zéro) de la régle de trans-
formation

»¥ = alvt

ait les coordonnées vy pour la transformation identique. Les transfor-
mations, pour lesquelles ce vecteur a les mémes coordonnées, satisfont
4 la condition

(1.5) v = aiv;.

Ces transformations forment un sous-groupe du groupe affine en vertu
des théorémes 1 et 4 (en particulier c’est le groupe @, tout entier, si ’on
prend 'ug =0).

Nous allons maintenant envisager 4 1'aide de l'objet de Pensov un
sous-groupe des transformations affines. La régle de cet objet est

2/ 2/
a as
o’ = 1 + 2

_—

—I/_To
o +aow
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Les transformations pour lesquelles cet objet a la méme composante w,
(w, est un nombre arbitraire) que pour la transformation identique satis-
font & la condition suivante:

o 2/
_ al1 + a2 wo
(e U U
- g @y
d’ol1
1[ . ll_ 2! 21
(1.6) wo{ar + az wg) = @y + a; w, .

Ces transformations forment, en vertu des théordmes 1 et 4 un Bous-
groupe du groupe G.

II. Le complément d’un objet & un objet géométrique

En considérant la possibilité de compléter un objet donné pour
avoir un objet géométrique en augmentant par un nombre fini la quan-
tité des coordonnées de la composante de ’objet nous allons donner
quelques théorémes.

THEOREME 5. Pour qu'on puisse compléter un objet f, par Vaugmen-
tation par un nombre fini la quantité des coordonnées de sa composanie,
& un objet géométrique f* il suffit que la puissance de Vensemble Z ne soit
pas plus grande que celle du continu.

Démonstration. I suffit d’ajouter la (m+1)-éme coordonnée 4 la
composante de I’objet f de fagon & obtenir un objet f* biunivoque, qui
est un objet géométrique d’aprés la remarque qui suit du théoréme 2.

Remarquons que les ensembles connus des transformations: le groupe
affine, le groupe L,, le pseudogroupe G, (défini dans [7], p. 19), sur les-
quelles nous basons dans la théorie des objets géométriques, matisfont
4 la condition donnée dans le théoréme 5.

Nous allong maintenant démontrer (dans le cas ol l’ensemble Z.
est un groupe) une généralisation de l'inversion du théoréme 5.

THEOREMB 6. S'il ewiste pour tout objet f défini sur un groupe G,
un nombre entier non négatif r tel que I'on puisse compléter Uobjet f jusqu’d
Dobjet géométrique f*, en augmentant de r la quantité des coordommées de
la -composante de Dobjet f, alors la puissance de Vensemble G n'est pas plus
grande que celle du continu.

Démonstration. Supposons que la puissance de ’ensemble G soit
plus grande que le continu. Considérons 1’objet f défini de la fagon
suivante: f(I) = 0, f(I) = 1 pour tout T +# I. Soit f* un objet que nous
obtenons de f en complétant ses m coordonnées de fagon arbitraire & r
coordonnées (ol 7 est un nombre entier non négatif arbitraire). D’une
part on a f*I) # f*T) pour tout T s I. D’autre part 1’ensemble des
suites & 7 termes formants des nombres réels (complexes) a la puissance
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du continu, alors il résulte de la condition que la puissance de @ est
plus grande que le continu, qu’il existe denx elements T' et T, tel que
T, + T, ot f¥T,) = f*(T,). Il résulterait donc d’aprés le corollaire 2
que f* ne peut pas étre un objet géométrique. Ainsi la démonstration
du théoréme 6 est terminée.

III. L’équivalence des objets et des objets géométriques

Dégignons les coordonnées de I’objet f pour une transformation 7'
de V’engemble Z par w,, ws, ..., wp, et celles de I'objet g pour la méme
transformation par of, w¥,..., wm. Désignons dans la suite I’ensemble
des valeurs de la fonction f par 2 et celui de la fonction g par 2* Nous
introduisons la définition suivante de I’égquivalence des objets:

DEFINITION 5. Nous dirons que l'objet f est équivalent 2 Yobjet ¢
g'il existe un systéme des m-fonctions y; (j =1, 2, ..., m) tel que

(3.1) "-’; = Pj(@0y) Way <1y Dp)

pour tous les T de l’ensemble Z, ol la transformation (3.1) (de l’en-
semble Q2 sur Q*) est reversible dans l’ensemble £2.

Cette définition est une simple généralisation de la définition d’équi-
valence des objets géométriques ayant la méme quantité des coordon-
nées des composantes, qui est formulé par 8. Golab dans [6].

En rapport avec la définition ci-dessus, nous allons démontrer le

THEOREME 7. Pour que deux objets f et g, définis sur Vensemble Z,
soient équivalents il faut et il suffit que la décomposition de Iensémble Z
déterminée par f, soit identique & celle déterminée par g.

Démonstration. Bupposons que deux objets équivalents, f et g,
déterminent les décompogitions différentes:

(3.2) [F7 (oD} uear

(3'3) [g_l({w*})lwtgnc
de 'ensemble Z. I1 en résulterait:

(1) qu’il existe une composante f({@}) de la décomposition (3.2)
ayant les éléments communs avec deux composantes différentes, g ({@*})
et g-({@*}), de la décomposition (3.3), ou bien

(2) qu’il existe une composante g—({w*}) de la décomposition (3.3),
ayant des éléments communs avec deux composantes différents, f~'({@})
et f({@)), de la décomposition (3.2).

Dans le cas (1) nous obtenons la contradiction avee (3.1), car il cor-

respondrait & deux transformations différentes 7, et T, le méme @ et
différents @* et @*.
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Dans le cas (2) nous obtenons la contradiction avec supposition
que (3.1) est revergible (la méme valeur @* correspondrait par (3.1)
4 deux w et @ différents).

Pour démontrer que la condition est aussi suffisante il suffit de démon-
trer que si les décompositions de Z déterminées par f et g sont identiques,
il existe alors une fonction F (dépendante de «), biunivoque, pour la-
quelle w* = F(w) (o @ et w* désignent les composantes de f et g pour
la méme transformation 7' de ’ensemble Z). Posons

Flw)=Jg(f (o)) -
Nous constatons que:

(1) F est une fonction définie sur Pensemble 2. Il suffit de remar-
quer que Si w e, alors I’ensemble f™'({w}) est une composante de la
décomposition de Z, déterminée par f. En vertu de I'hypothése f™'({w})
est une composante de la décomposition de Z déterminée par g. Alors
Pensemble g(f '({w})) n'a qu'un élément.

(2) I' est une fonction biunivoque. En effet, soit w, # w,. Alors
FH({w)) et f7'({w,}) sont des composantes différentes de la décompo-
pition déterminée par f et par suite ainsi par g, sur Z; alors ¢ prend les
valeurs différentes sur f™({w,}) et f~({w.}).

(3) 8i w et w* sont respectivement les composantes de f et de g
pour la méme transformation T, alors o* = F(w), car la relation o = f(T)
entraine la relation T e f'({w}), et en conséquence la fonction g prendrait
la valeur g(T) = @* sur ensemble f'({w}):

(4) F ne dépend pas de T.

Oomme une conséquence du théoréme 7 et du corollaire 3, nous
obtenons le

COROLLAIRE 4. Pour que deux objets géoméiriques f et g définis sur
un groupe @ des tranmsformations, sotent équivalents ¢l faut et il suffit que

FHUOY = g7 {tg(Dy),

c'est-a-dire que les objets f et g prennent sur le méme Sous-ensemble de G
les mémes composantes que pour la transformation identique.

Nous pouvons généraliser ce corollaire comme suit:

CoROLLAIRE 5. Pour que deux objets géométriques f et g, définis sur
un groupe G des transformations, soient équivalents, il faut et il suffit qu’il
existe des transformations T, et T, du groupe G telles que

FHFTY) = 07 ({g(T)}) -

La nécessité de la condition résulte évidemment du corollaire 4.
L'engemble formant le premier membre de la formule ci-dessus est une
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clagse - d’équivalence 3 gauche de la décomposition déterminée par f
sur G et le deuxiéme membre est une classe d’équivalence (4 gauche)
de la décomposition déterminée par g sur G: Nous pouvons alors déduire
(en vertu du théoréme 7) que la condition est suffisante d’aprés le lemme
suivant. '

Lavvm. 8i une dasse d'équivalence ¢ gauche du groupe G par rap-
port & un sous-groupe G* est identique & une classe d'équivalence & gauche
de @ par rapport & sous-groupe G**, alors G* = G**.

Démonstration du lemme. Supposons qu'il existe a et b ap-
partenant & @ tels que aG* = bG**. Nous en obtenons que G* = (a~1b)G*.
Comme I’élément neutre du groupe G appartient 4 @*, alors il appar-
tient aussi & (a~lb)G**. L'ensemble (a~'h)G** étant une classe d’'équi-
valence 4 gauche du @ par rapport & G**, on a (a7b)@** = G** de la
@* = G**, ce qui achéve la démonstration.

Remarquons que si les objets f et g, définis sur 'ensemble Z, sont
équivalents, alors ils sont tous les deux des objets géométriques ou bien
ni 'un ni ’autre n’est pas un objet géométrique.

Maintenant nous allons nous occuper des considérations analogiques
pour les .comitants algébriques.

IV. Comitants algébriques

Soit un objet f, ayant la composante w = (w;, wy, ..., wp), défini
gur ’engemble Z. Désignons par I'(w) une fonction transformant 1’en-
semble ©Q des valeurs de 'objet f dans un sous-ensemble 2* de k-éme
(% un nombre entier positif) puissance cartésienne de l'ensemble des
nombres réels. Nous allons désigner les éléments de l’ensemble Q* par
o*, »* ete. La fonction F(f(T)) définit un objet g sur l’ensemble Z.
On sait, que si f et ¢ sont des objets géométriques, dans ces cas on ap-
pelle g le comitant algébrique de 1'objet f (voir [4]).

Remarquons que si F' est une fonction biunivoque alors f et g sont
des objets équivalents, donc f et g sont ou ne sont pas simultanément
des objets géométriques.

Nous allons admettre la définition suivante:

DEFINITION 6. Une décomposition donnée d’un ensemble Z est dite
contenue dans une autre décomposition de cel ensemble, si toute com-
posante de la décomposition donnée est contenue dans une composante
de 'autre décomposition.

En rapport avec la notion du comitant algébrique, nous allons dé-
montrer le théoréme suivant:

THEOREME 8. Pour gu'un objet' gboméirique g, défini sur un en-
semble Z, soit le comitant algébrique d’un objet gbométrique | défini sur le
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méme ensemble il faul et il suffit que la décomposition de Pensemble Z
déterminbe par f soit contenue dans celle déterminée par g (les deux dé-
compositions étant invariantes et leurs indices ne sont pas plus grands
que le continu).

Démonstration de la nécessité de la condition. Si Tobjet g
est un comitant algébrlque de Vobjet f, alors il existe, pour un o arbi-
traire appartenant & 2, un o* de 2* tel que f~'({o}) C g~ ({w*}) (il suffit
de prendre w* = F(w)). Cela signifie que la décomposition de ’ensemble
Z déterminée par f est contenue dans celle déterminde par g. Notre
condition est done nécessaire.

Pour la démonstration de la suffisance de la condition nous
procéderons d’une fagon analogue & celle dans la démonstration du
théoréme 7 (la fonction F définie au cours de cette démonstration, ne
doit pas étre biunivoque et en conséquence f et g ne doivent pas étre
équivalents; g est seulement un comitant algébrique de f). '

Le théoréme 8 a ramené le probléme de trouver tous les comitants
algébriques dun objet géométrique f défini sur un ensemble Z & la dé-
termination de toutes les décompositions invariantes de Z dans lesquelles
est contenue la décomposition de Z déterminée par f.

Il résulte du théoréme 8 que tout objet géométrique défini sur
I’ensemble Z est un comitant d’un objet géométrique biunivoque dé-
fini sur Z.

Si I’ensemble des systémes admissibles des coordonnées est défini
par un groupe des transformations, alors nous pouvons démontrer le
théoréme suivant.

THEORBME 9. Pour qu'un objet géoméirique g, défini sur un groupe @,
soit wn comitant algébrique dun objet géométrique f, défini sur le groupe @,
il faut et il suffit que le groupe f7 ({f(I)}) soit un sous-groupe du groupe

g ({g(I)}).

Démonstration de la nécessité de la condition. Si g est un
comitant algébrique de f, alors, en vertu du théoréme 8, la décompo-
sition de Z déterminéde par f est contenue dans celle déterminée par g.
1l en résulte que I’ensemble f~'({f(I)}) est contenu dans une composante
de la décomposition de Z déterminée par g et puisque I« f“({f(I)})
ainsi que I g7 '({g(I)}), nous avons fH{{f(I)}) C ¢™'({g(I)}). La nécessité
de notre condition est ainsi démontrée.

Démonstration de la suffisance. Soit f({f(I)}) Co ' ({g(X)}).
Alors la décomposition en classes d’équivalence & gauche par rapport
& fY({f(I)}) est contenue dans celle par rapport & g *({g(I)}}. Nous en
concluons, en vertu du théordme 8, que l'objet géométrique ¢ est un
comitant algébrique de I’objet géométrique f, ce qui démontre que notre
condition est aussi suffisante.
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Le théoréme 9 donne une méthode pour la détermination de tous
les comitants algébriques de 'objet géométrique f, défini sur un groupe G.
En effet considérons f~'({f(I)}) et soit G* une groupe arbitraire con-
tenant; f“({f (I)}). Nous décomposons G en classes d’équivalence i aide
de G*. Un objet g arbitraire qui détermine une décomposition de @
identique & la décomposition donnée de @, & l'aide de G, est un co-
mitant algébrique de l'objet f.

Quelques exemples

‘Dans les exemples ci-dessous nous allons considérer les objets géo-
métriques et leurs comitants algébriques, définis sur le groupe G, des
transformations affines qui déterminent les systémes de coordonnées
admissibles.

- Nous allons démontrer que dans l'espace & deux dimensions un
objet de Pensov est le comitant algébrique d’un vecteur.

Supposons qu'un vecteur v ait les coordonnées (v%, v2) pour la trans-
formation identique et que +' # 0. Les transformations affines, pour
lesquelles ce vecteur a les mémes coordonnées, satisfont aux conditions
suivantes:

(4.1) v =alv’,

Les transformations, pour lesquelles 1’objet de Pensov a la méme co-
ordonnée «?/v* prise pour la transformation identique, satisfont & la
condition

2’?_ aff;"vi

tvl ai' ,01: '

(4.2)

Nous voyons que les transformations affines satisfaisant aux con-
ditions (4.1) (ces transformations forment, comme nous le savons, un
groupe), satisfont aussi & la condition (4.2). Alors, l'ensemble des trans-
formations satisfaisant aux conditions (4.1) est un sous-groupe de l’en-
semble des transformations satisfaisant & la condition (4.2) (qui est
aussi un groupe, comme il résulte des considérations précédentes). Il s’en-
suit que l'objet de Pensov 7% est, en vertu du théoréme 9, un comi-
tant algébrique du vecteur v. .

Puisqu’un groupe unimodulaire spécial est un sous-groupe du groupe
unimodulaire, alors la densité de Weyl du poids —1 est, en vertu du
-théoréme 9, un comitant algébrique de la densité du poids —1.

La densité de Weyl du poids —1 est, comme il résulte du théo-
réeme 9, aussi un comitant algébrique du tenseur contrevariant o% pre-
nant les coordonnées 8 pour la transformation identique, parce que
les transformations orthogonales satisfont & la condition (1.2).
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Donnerons encore un exemple. Deux objets de Pensov o et of», dont
les régles des transformations sont de la forme

EJ = F, (M): (fl(Fl(T)) =")a
anfi{w)+ az

o f, 2(2’) + ayg
B[ ————>, (B o)) —
(az]_fg(a)) + aaa) (f ( (T)) 'B’)

2
w

et qui ont les composantes ci»o et 3;0 pour la transformation identique,
sont équivalents seulement dans le cas o

(4.3) fl(‘t’o) =f2(¢f’o')
(comparer avec [1], p. 6B).

De plus si (4.3) n’a pas lieu, aucun des objets o et ® n'est pas le
comitant algébrique de l'autre.

En effet, les sous-groupes B, et B, du groupe affine qui détermi-
nent ces objets

1
B, = |(ay; ai, @z, az): cloo =1 (.au_fl(‘:'i}"_ﬂﬁ_)1

| agy f1(e) -+ @a / |
ty f: z(g’oH- a, )T
apy J. 2(3’0)‘}" Ay /

ne sont identiques que dans le cas gi (4.3) a lieu.
De plus nous avons

("’l"fl(‘:’o)r 0, ‘}) ¢eB, et ("‘i‘:fz(é’o)) 0, ‘2?) e B,
et 8i (4.3) n’a pas lien

(=%, flen), 0, 8) ¢ By et _(—#%,fulo), 0, ) ¢ By,

done¢ ni B,CB, ni B,CB,.

De méme fagon on peut démontrer facilement qu’aucun des objets
de Pensov n’est le comitant algébrique d’ancun des objets du’ type J
et inversement (comparer avec [1], p. 66).

B, = | (ay1, 01gy Ga1, Gge)s ff’o-':Fz(

L
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