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Sur le probléme de Cauchy et les problémes de Fourier
pour les équations paraboliques
dans un domaine non borné

par W. Bopanko (Czestochowa)

Introduction. Dans la présente note nous démontrons quelques
théorémes sur l'unicité et l'existence des solutions des problémes de
Fourier dans des domaines non bornés, et du probléme de Cauchy, pour
Péquation linéaire du type parabolique

n

1) Fu)= Z a11(@ 1) Uiz, + 2 bi(@, t) s+ c(@, t)u—ui = f(z, 1)

ij=1 i=1
et pour le systéme du type parabolique

@) GE=n

Oous 0%y

m’ t’ u‘,a_m,m) (3,1:=1,22...,W?:; j,k=1,2’uc,'"l)v

Nous y étudions, de plus, certaines inégalités différentielles aux
dérivées partielles du type parabolique et nous démontrons des théo-
rémes analogues & [1] et [2]).

M. Krzyzanski (voir [5]) a démontré que si les coefficients de 1’équa-
tion (1) satisfont aux conditions suivantes

(3) lau(@, ) <M, [|bilo,t)| < M(r2+10R, o, ) < M(+1)
ol

alors le premier probléme de Fourier (FI) admet dans la classe K,
(voir § 1) une solution au plus.

Ce dernier théoréme s’étend au systéme (2) (voir [1]).

Dans [3] on a démontré ’unicité de la solution du probléme de
Cauchy dans la classe des fonctions bornées si les coefficients de I’équa-
tion (1) remplissent les conditions suivantes:

(4) ey, )] < M@241),  |bilo, )] < ME2+1M=,  o(2, ) < M.
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Dans le présent travail nous allons démontrer un théoréme sur
l'unicité du probléme (FI) dans le classe Hy; (0 < a < o0), si les coeffi-
cients de 'équation (1) satisfont aux inégalités

(8) lawy(e, )] < M(2+1)=s,  |biw, 1)) < M(P+1)", oz, t) < M(r24+1)
(1,j=1,2,..,n).

Ce théoréme s’étend aux solutions des second et troisidme problémes
de Fourier (FII-FIII) relatifs & 1’équation (1) et (2).

J’exprimemes sincéres remerciements & prof. M. Krzyzanski qui
a bien voulu m’aider dans la rédaction de ce travail.

§ 1. Définitions et théorémes auxillaires. Soit (2, ?) un point
variable (%, ...,os,t) de l'espace euclidien & (n+1) dimensions H,.;.
Soient encore: .

Q—un domaine non borné dans ’espace Hy des variables (2, ..., 2),

D= Qx%x(0,T) le produit topologique de 2 et (0, T,
o= F(2)x(0,T], ob F(2) est 1la frontiére de L2,

DTi= {(x,t): (»,1) eD, t < T, <T)

- Nous supposons que les coefficients de 1’équation (1) et la fonction
f(2,t) sont définies dans D et que la forme

7 .
2 ay(@, 1) Asdy
. . 1,f=1
est définie positive.

Les fonctions Fs(xz, t, y1, 27, 2m) (8,0=1,2,..,m;§,k=1,2,...,n)
sont définies pour (#,t?) e D et vy, 27, 2% arbitraires.

DerFINITION 1. Nous dirons qu’une fonction F(w,t) est de classe I,
(@ > 0) dans un domaine D, s’il existe un nombre positif 4 tel que

K]
|F (2, t)| < exp{4(®+1)™} pour (z,t)eD et 1*= Zaﬁ
=1

Remarque 1. La classe F, est la classe des fonctions satisfaisant
aux inégalités

lu(z,t)| < M(r24+1) et 0<d<1l.

Levve 1. Nous supposons que les coefficients de Véquation (1) satis-
font aux conditions (B) dans D et que u(wz, t) est une fonction de classe s,
(0 <a<oo) dans D.

Alors il ewiste wne fonction H(z,t, K, f) définie et positive dans D
telle que
(6) lim (u(x,t)/H(z,t,K,p)=0 uniformément pour te(0,T),

|00

(7) F(HYH<—1 pour (x,1)eDT,
a constante T, dépendant de a, M et n.
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Démonstration. Nous posons
H(w,t, K, ) =exp{H(r?+1)%"} pour 0< a<oo;
On peut choigir le nombre K > 1 de sorte que Pon ait (6). On a-

P(H)/H = ¢#K|2a(ri +1)ed Z Q41+ P4 a3(r2 1-1)2a—D) Z 4y 405 -

{ml 1i,f=1

+da(a—1)(P+1)eD D ayow;+ 2a(rH1)eD 2 by 4
1, =1 {=1
+ By E— B(ri41)].

Nous choigissons une constante M, dépendant de a, M et # de
facon que

@ |2a(24 1) Zaul < M,

=]
(b) {eﬁt4I{a2(72+1)2(“‘1’ 2 atjaumjl <M (1 +1)8K e

fyj==1
n

(c) |4a(a—1) (1) Y aymia)| < M

T,je=1
(d) |2a()2+1 W‘”th(ml < M (r*41)e.

'l-—'~1

Enfin nous obtenons ’inégalité
F(H)H < efK (r2+1)3 (M, Keft— ) < —1

pour f= M,Ke+1 et (z,t) e DTy, T\ =1/B.
Dans le cas o a =0 nous posons

H(z,t, K, p)= (r*+1)ef.
Alors

F(H)H = [2 Z“’ e+ 2 Zn’ bmi+c(r2+1)—ﬂ(r2+1)]/(1'“.-1)

< [HMy (2 4+H1)— B (2 41)](12+1) < —
pour = M, 41 et (x,?) e D.

LEMME 2. Soit H(z,t, K, #) la fonction introduite dans le Lemme 1.
On a

H(m7 t, K, ﬂ(-K))
H(z,t,KE+k,f(K+k)

Annales Poloniei Mathematici XVIII 6

<exp{—k(r2+1)3} pouwr k>0 el 0<a <oo.
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Démonstration. On a

H(o,t, K, B(K))
H(wi t, K+k, ﬂ(K+k))

= exp {K (r?+1)%AE%— (K + k)(r2 +1)0ePE+ki)

< exp {—k(r*+1)%}

puisque S(K) < (K -+k) pour % > 0.

DEFINITION 2. Nous dirons qu'un domaine D satisfait & la con-
dition. (Gm), lorsque

1. D=0x(0,T) et la frontiére F(L2) est bornée.

2. La frontiére F(£2) est par hypothése une surface dont 1’équation
g'éerit sous la forme

G (@yy ey Ba) =0,
@ (z) étant une fonction de classe 0% et ne s’annulant pas dans le do-
maine 2, dont les dérivées secondes sont borndes dans ce domaine, et de

classe ' dans la fermeture 2 du domaine Q. Nous supposons que
G (o) =r pour r > R, B, étant un nombre positif.

3. A chaque point (z,?) de o corréspondent des demi-droites I
(8=1,..,m) pénétrant & Dintérieur de D, paralléles au plan =0,
feltes. que

cos8(lsym) =0 >0 pour (z,f)ee, s=1,..,m.

Dans le cas ou m = 1, & chaque point (z,?) € o correspond une seule
droite pénétrant & lintérieur de D et nous la désigneroms par 1.

n
4. grad?@(z) = 2 (G2) > gs > 0, g, étant un nombre constant.
{m]
Nous démontrons d’abord le lemme suivant:

LEMME 3. Nous supposons que

1. le domaine D satisfait & la condition (Gy).

2. les coefficients de Véguation (1) satisfont aux conmditions (B) pour
(,1) e D,

3. u(m,t) est une fonction de classe B, (0 < a<oo) dans le domaine D,

4. la fonction h(w,t) est définie et bornée supérieurement pour (x,1) e o.

Dans toutes ces hypothéses il existe une fonction H(x,t, K, fB,7),
définie et positive dans le domaine D, telle que

(8) Iim (u(w, B H(z,t, K, #,v)) = 0 uniformément pour te(0,T),

|w|~>00
(9) FH)H<—1 powr (x,1)eDTr (I'<1),
(10) LH)H<—-1 pour (z,t)eaq,
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o

oW =47 1@, 0w,

la constante T, dépendant de a, M et n.

Démonstration. Soit 0 < a <oco. Nous posons
H(x,t, K,B,v)=-exp{K[(G+1)3—pJ2eft+ s} .

On peut supposer que G(z) >0 dans 2 et K, p>1, 8,»>0.
Nous choissisons le nombre K de sorte que l’on ait (8). Comine

G;‘ = cos (@, 1) [ 2 (G;j)]uz = €08 (21, n)|grad GI 3

i=1
on a

L(H)/H = 2Kaef(1—p) D Gxcos(l, )+ h(z, 1)

(z,t)€o Frry
= 2K aef(1— p)|grad &|cos(l, n)+h(w, )
< 2agogo(1—2)+ hq

ol hy= maxh(z,t) pour (z,1)eo.
On peut donc choisir le nombre p de fagon que l'on ait

L(H))H<—-—1 pour (2,t)eo;

F(H)H = Ke#{efd K o?[(G+1)2— p (G +1)%0 ) a4y GGy +

1,7=1

+2a G100 Y @, G +

1,j=1

+2a(a—1)[(G +1)°— pJ(G+1)0D D' ay@u@iy +

1.fm=1

= 2a[(G+1)4— p)(G+1)aD D ay G+

1,7=1

+2a[(G+1)°— p](G+1)e D belh+

i=1

+ o/ Keft— B{(G+1)2—pT| —»
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En vertu des hypothéses faites sur la fonction G(z), il existe des
congtantes positives M, et M, telles que

Myt +1)2 <[(G+1)0—plt < My(rt+1)2,

(G+1)2@-D| < My(r2 1)1,

(11) (@+1)7—p| < M2 41)e,
|(G-1)@=> <M1(r”+1)“12 1,
I(G_|_1)(a—1)| < M, (v 1)02-12

pour 7 = B, = R,(R,, p) = R,.
Par congséquent nous obtenons

() | D aul(@41)—p(E LD G 6| < Myt 1)1,

=
(b) 'lﬂl2 Zqzaif(3+1)2‘“‘1’Gé,G;, < M,,

i~
(c) | “(““1);,2:1 aisl(641)F — D] (6 -+ 1) G, G | < I
(d) Ia”Z: ay((G+1)0— pH(G+1)O DGy | < My,
(e) la”Z:l b(G+1)1—p](G+ 1) DG, | < Myt +1)2.

Enfin, pour » > B,, on a
. F(H)/H < Keft(r24+1)*(Keft M,— fM,)—v < —1
si
f=(MKe+1)|M,, t<T,=1/f8 et »=0.
Pour r << R, les fonctions asy, b:, ¢, @, Gz, Ggm sont borndes; on
peut donc choigir le nombre » de fagon que l'on ait Pinégalité (9).
Pour a =0 nous posons

H(z,t, K,p)=K(@G@@)p—1)°A+pt+1, K>1,p>0,8>0.

Donc
"
— 2Kpeft D) Gy cos(l, wi)
— i=1 i
Lfﬂ,Z{,H o Keft  ft+1 +h(z, 1)
< = 2pg, 0o K ePt + (Keft -+ Bt+1)h, _ —20¢o00+ K () by

ou hy=suph(z,t) pour (x,!)eo et k(1) =1+ ft/Keft+1/Kebt .
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Comme la fonction k(?) est bormée pour K > 1, t, > 0, il existe
un nombre p tel que

L(H)HE<—1 pour K >1,t,8>0 arbitraires.

D’apres les hy’pothéses sur la fonction G'(#) on a
M (r*+1) < (G(o)p—1)2 < M;y(r2 1),
(12) |G (z)p—1| < M, (2 +1)2,
Gal < My, |Gain| < Mye"+1)7"  pour 7= Ry= Ry(Ry, p) = Ry,

et par conséquent

| 3 06| < Myrt1),

Ty =1

I 2 ay(@(z)p —1) Gﬂ'é@:l < My(r*+1),

2 d=1

IZ be(6(2)p—1) G| < My(r241).

i=1
Posons
M, = max (pn*M,, MM,/2p, sup M (Bt +1)/2Kpe?)
on a _
2Kpe(r*+1) (lgs— pM,/2p)—p
~ 2Epe?(r* 1) (My— pI,[2p)—
- KM, (r2+1)eft+ Bt +1

F(H)H <

pour BM,[2p > M, et r > R,. Donc
FH)H<—1 pour B=p,r=Ryet if, <1

(le nombre K = K (p) > 1 est choisi de fagon que l'on ait (8)).
8i 7 < R, les fonctions agy, b4, ¢, G, Gg;, Gy sont bornées et il existe
un f=f, tel que

FH)H<—1 pour r<kR,etft<l.
Enfin, pour f; = max(f,, f;) nous avons l’inégalité
F(H))H<—1 pour (x,t)eDTr et T, =1/8,.

Remarque 2. La constante p dépend du domaine D et de la fone-
tion & («x,1).



86 W. Bodanko

Leuve 4. Soit H(z,t, I, B(K),v(K)) la fonction définie dans
Lemme 3.
On a

H(my t, K, p(K), ”(K))
H(w,t, K+Fk, f(E+k), »(E+k)

< exp {—k[(G+1)*—pT}

pour k>0 e 0 < a <oo.
La démonstration du Lemme 4 est analogue & celle du Lemme 2.

§ 2. Théorémes sur 1'unicité de la solution des problé¢mes
de Fourier.

DErFINITION 3. Nous disons que la fonction ¢ (2, t) est réguliére dans
D ¢i elle admet des derivées Yoty Paizgs @4 (6, =1, ..., m) continues dans D
et si elle est continue dans D.

THEOREME I. Nous supposons que

1. la fonction w(w,t) est une solution de Véquation (1) réguliére et
de classe Byy dans D (0 < e < oo),

2. f(z,t) <0 dans D (f(z,t) >0 dans D),

3. u(w, t) =0 pour (,t) e =020 (u(w,t) <0 sur I'),

4. les coefficients de 1’équation (1) satisfont aux conditions (6) dans D.

Alors u(@,t) >0 dans D (u(w,t) <0 dans D).

En particulier, sous les hypothéses 1 et 4, si f(w,t)= 0 dans D et
w(z,t) =0 sur I', alors u(z,t) =0 dans D.

La démonstration est pareille & celle du Théoréme 1 de [5].

Dégignons par Dp l'ensemble ouvert séparé de D par la surface

n
Wr= {(z, t):iz,' z3 = R’}, par Qr et or les parties des ensembles Q et o
=]

gituées & Vintérieur de Wg et sur Wz, enfin par Cr la partic de Wx si-
tuée dans D ~ {E, X (0, T7).

Soit
(13) ER=GRUGR, PR=TQRU):R

et H(w,t, K,p) une fonction positive dans D et satisfaisant & la con-
dition (6)-(7).

La fonction wo(z,t)= u(z,?)/H satisfait dans le domuine DT
a 1’équation

n n
(14) F(o) = D ayvi+ D Bevly+ 50— = f(a, 1),

ot 'on a e=FH)H<—1 el f=fH<O.
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Soit (%, ?) un point quelconque de DT: et & > 0 un nombre arbitraire.
Nous choisissons un nombre E,> 0 de fagon que 'on ait:

lv(z,t)| <e pour r=R, et (E,Z)eDﬁ.

D’aprés le principe de I'extremum on a v(%, f) > —e puisque v(z, t) >
> —z pour (z,1) eI'E. '

Le nombre ¢ étant arbitraire, on a (%, %) > 0.

Nous avons ainsi démontré que %(,t) > 0 dans DT

On divise ensuite le domaine D en domaines partiels par les plans
t=Tm (m=1,..,7r) et on établit de proche en proche l’inégalité
u(z,t) >0 dans ces domaines.

TmioREME IT. Nous supposons que les hypothéses 1, 2, 4 du T'héo-
réme 1 sont satisfaites et que

c(z,1) <0, w@,t)=—Msur I’ (u(@,t)<<M sur I'),
ot M ést un mombre mon négatif on a aussi w(w,t)=—M dans D
(u(z,t) < M dans D).
Pour la démonstration on pose

(o, t) =u(z,t) L+ M

et on applique le Théoréme I.

THEOREME III. Nous supposons que

1. le domaine D satisfait & la condition (Gy),

2. la fonction w(x,t) est une solution de Véguation (1), réguliére et de
classe By, dans D,

3. il ewiste une dérivée du/dl pour (@,t)e o et

L(u E—zl—u+h(w,t)u<0 sur ¢ (L{u)=0),

la fonction h(w,t) est bornée supérieurement pour (z,1) € g,

4. w(w,0) =0 pour e (u(z,0) <0 pour meL),

B. les coefficients de 'équation (1) satisfont aux conditions (B),

6. f(z,1) <0 dans D (f(z,t) >0 dans D).

Alors u(w,t) =0 pour (z,t) eD (w(z,t) <0 pour (z,1)eD).

En particulier w(xw,t)=0 si f(z,t)=0 dans D, L(u) =0 sur o et’
u(z, 0) =0 dans Q. '

Démonstration. Soit H(z,t, K, §,v) une fonction positive dans D
et choisie de fagon que lon ait les relations (8)-(10) (voir Lemme 3).

La fonction o(x, t) = (o, t)/H satisfait dans D71 & V’équation (14)
ol l'on a : .

t=FH)H<—1 et [=fH<O.
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Ensuite on procéde de méme maniére que dans la démonstration
du Théoréme dans [6].

DimNITION 4. La fonction Fa(o,t, yi 25,2x) (1=1,2,..,m; j, k
=1, 2,..,n) est dite elliptigue par rapport & un systéme de fonctions
Wy(&, 1)y -, Wm(2, 1)

de classe C* dans D, loi’sque
oW ows _.
F,(w,t,w;,a—w—:, zﬂ,)—F,(m, t, w;,aj,z;k)<0 pour (z,t)eD

pour tout systéme de nombres 2z = 25, Zje =2y (j, k=1, ..., n) tel que
la forme quadratique

n
D, (en—Em) hidy

7. k=1
est non positive.

DEFINITION 5. Nous disons que les fonctions Fs(z,t, yi, 27, 25)
(8,i=1,..,m, j,k=1, ..., n) satisfont & la condition (L,;) (0 < a < o)
§’il existe des nombres positifs L., L,, Ly tels que '

Fo(z, t, yi, 21, 2%)—Fo(0, t, Gs, Z1, Zsx)

< Ly(r*41)0-9 Z |2n— 51k1+132(7‘2+1)"2Zlzf—51|+173(72+1)“2lyt—-?71|

7 k=1 j=1 )
(s=1,..,m)
pour tout systéme de nombres yi, Fi, 25, 27, 21%, Zk, Yo = Ys (Jo b= 1, ..., 0,
4=1,..,m). En ce qui concerne le systéme (2), nous avons le

THROREME IV. On suppose que les fonctions Fs (s=1,..,m) du
systéme (2) satisfont & condition (Lg).

Alors le premier probléme de Fourier relatif au systéme (2) admet dans
le domaine D wune solution aw plus, réguliére et de classe By, telle que les
fonctions Fy (s =1, .., m) sont elliptique par rapport & cette solution.

THEORBME V. Nous supposons que

1. le domaine D satisfait & la condition (Gn),

2. les fonctions Fs (s =1, ..., m) satisfont & la condition (L),

3. les fonctions Ge(@,t, Yy, ..., Ym) (8 =1,...,m) satisfont & la con-
dition (L); il existe une constante L, telle que

m
() by Yoy oo Ym)—Gs(@y 6y Y1y ooy Ym) < L Zlyi_gil

feal

pour (@,1) ec et tout systéme de nombres ys, Ys, Ys = ¥s.
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Alors il ewiste un systéme_au plus uyz,t), ..., um(@, t) de fonctions
de olasse E,, et régulidre dans D, tel que

(@) w2, 1), ..., um(x, t) est une solution du systéme (2),

(b) les fonctions Fs (s=1,..,m) sont elliptiques par rapport
Upy wey Um,y

(¢) uez, 0) = pi(@) pour zeQ (1=1,..,m) ok les fonctions @)
sont données et continues dams Q,

(d) 4l existe des dérivées dus|dly pour (z,t) eo (i=1, ..., m) et dus/dli+
+ G (@, t, Uy, ..., um) = 0 pour (z,t) o (i=1,...,m)

Les démonstrations des Théorémes IV et V sont, d’aprés des Lem-

mes 1 et 3 analogues, & celles des théorémes concernant le cag a=1
(voir [1] et [2]).

§ 3. Inégalités entre les solutions des équations parabo-
liques.
' DEFINITION 6. Nous disons que les fonctions

Ve(Y1y +oy Ymy Z) (s=1,..,m),

ot Z ne dépend pas de {y¢}, satisfont & la condition (W) par rapport
& (Y1 .-y Ym) 81 on a l’inégalité

YY1y oy Ymi Z) <Ps(Fay s Iy Z) (8 =1,...,m),
pour ¥i < ¥, ":#37 Ys = Ys -

THEOREME VI. Nous supposons que
1. {m(z, )}, {uiz,t)} (i=1,..,m) sont les solutions des systémes

on _ duy O,
(15) a—t*ﬁ'( ! “‘B_w:m)
i diis %, (8=1,..,m),
s T o : ;
(16) B G )

réqulicres et de classe B,, dans D,

2. pour chaque s (8 =1, ..., m) la fonction Fs ou T, est elliptique par
rapport & {us} ow {w¢} respectivement),

3. pour chaque s (s =1, ..., m) la fonction Fy ou F, satisfait en méme
temps aux conditions (Lg) et (W), par rapport & {yi},

4. Fol@, b, yo, 2, 2) < Folw, 1, 41, 2, 2m) (8 =1, ..., m) pour (2,1) ¢ D
et Yy, 24, 24 arbilraires,

5. %y(x, t) <uiw,t) pour (@,t) el (1=1,..,m).

Alors @, 1) <Ui@,t) dans D (=1, ..., m).
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TEEoREME VII. Nous supposons que

1. les hypothéses 1, 2, 3, 4 du théoréme VI sont vérifiées et le domaine
D satisfait & la condition (Gm),

2. Wz, 0) < Uiz, 0) pour ze2 (=1, ..,m),

3. il existe des dérivées du/dl;, dufdly pour (w,t)ec (i=1,..,m) et

diig

Tl"‘{'éf(a’y t, Uyy ooy Um) =0,
P (i=1,..,m)
'&T;*{‘Gi(xs by Uyy ooy Um) =

pour (xz,1)ea,
4. Qilm, 1, y)) < Gulw,t,95) (i=1,...,m) pour (w,t)ec et y; arbi-
traires,
b. pour chagque ¢ (s =1,...,m) la fonetion @s ou Gy satisfait conds-
tions (L) et (W) par rapport {yi}.
Alors @z, t) < ui(z,t) dans D (i=1, ..., m).
Les démonstrations des Théorémes VI et VII sont analogues, en
vertu des Lemmes 1 et 3, & celles des théorémes concernant le cas a =1

(voir [1] et [2]).
Pour 'équation (1) nous avons le
THEOREME VIII. Nous supposons que
1. le domaine D satisfait & la condition (Gy),
2. les fonctions wuy(w,1) et uy(z,1) sont les solutions des équations

F(u) = f(x,t), F(u)=/Ffex,t) respectivement,

(guliéres et de classe B,q dans D,
3. hi®,1) = iz, t) dans D,
4. uy(w, 0) < uy(w, 0) dans L,
B. 4l existe des dérivées du,/dl, du,/dl et

pour (z,l)eo.
du,

a + Gz, 1, u) =0

8. Gyo,t,y) < Gy(z,t,y) pour (w,t) ec et y arbitraire,

7. la fonction G, ou G, satisfait & la condition (L) par rapport & v,
8. les coefficients de Véquation (1) satisfont auz condilions (5).

Alors (2, ) < uy(2, 1) dans D.
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§ 4. Existence de la solution dans un domaine non borné.
Nous admettons les hypothéses suivantes:

HyYpoTHESE (H). Soit p(»,t) une fonction continue dams D.
Pour chaque E > R, il ewiste une solution ug(w,t) de I'équation (1),
réguliére dans Dg, telle que
ur(®,t) =@(x,t) pour (2,t)elR.
HYPOTHERE (Hm). Soit {pi(x, )} (i =1, ..., m) un systéme de fonctions
continues dans D. '

Pour chaque R > R, il existe une solution {ui(w,1)} du systéme (2)
telle que

1. les fonctions Fs (s =1,2,..,m) sont elliptigues par rapport
a {ui(z, 1)},
2. uf(®, 1) = puw, 1) pour (z, t) eI'n.
TEEOREME IX. Nous supposons que
Phypothése (H) est vérifide,
la fonction f(x,t) est de classe E,, dans D,
les coefficients de V’équation (1) satisfont aux conditions (b),
la fonction @(w,t) est définie, continue et de classe H,, dans D,
b, 0 < a <oo.
Alors il existe une solution de Véguation (1), régulitre et de classe Hy,
dans DT1, telle que

P

u(w,t) =p(®,t) pour (w,t)el7:

le nombre T, < T dépendant des coeﬁzments de Déquation (1) et des fone-
tions f(x,t) et @p(x, ).
La démonstration est pareille & celle du théoréeme de [4] concernant

le cas a=1.

Soit {R,} une suite de nombres positifs telle que R, +o00, Ryy; == Ry
> R, et 80it {ux(z,t)} une suite des solutions de I’équation (1) réguliéres
dans Dg, et telles que

un(2,t) = @(x,t) pour (v,t)elg,.
Désignons par H(z,t, K, f(K )) une fonction positive qui satisfait
aux conditions:
(a) F(H)/H <—1 pour (z,t) e DTy, T, < T,
(b) lim f/H =0, lim ¢/H= 0 uniformément dans (0, 7T) (voir
| 2|00 |z|—+o0
Lemme 1).

Les fonctions vs = us/H satisfont dans DZ. & une équation de la
forme (14) avec f=f/H, ¢ =F(H)/H <—
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Soit _
M = max {sup|p/H|, sup|f/H]}.

Nous allons démontrer que

(17) lon(m, 1) <M  pour (z,1) eDR,,, n=1,2,..
Supposons qu’il existe un nombre n, tel que

max vy, > M .

T
Dz,

On peut choigir vn point (T, )eDT1 de sorte que

Vuo(T 5 B) = SUP ny(2, 1) = M4+e ol &£>0.
DR
Bn,
D’aprés la définition de M on a (Z,1) e Q2xr, X (0, Ty].
Alors
< F(E, ) = F(0n,)(E, 1) < vny(F, o< —M—e¢,
ce qui est impossible. D’une maniére analogue nous démontrons que
on(w,t)=>—M, n=1,2, ...
Désignons ¥ = ua/H (2, t, K+ %, B(E+k), k> 0.
Les fonctions ¥nm = %»—7y satisfont dans DR (T, < T,) (o Rym
= min(R,, Br)) & 1’équation

D auyviay + D biv+Ev—1i= 0,
=1 g=1
ol
F(H(z,t, E+%, B K-l-k)))
Hz,t, K+k, f(E+k)

=
c =

pour (z,t) e DT,

D’é.prés le Lemme 2 et (17) on a
|nm(x, )| < 2Mexp (—k(+**+1)"} pour (a,!) ¢ DR,
et, en particulier,
|Onm(@, 1) < 2Mexp {(—k(Rom—+1)" pour (a,1)el'E: .

En appliquant le principe de l’extremum on obtient l'inégalité
|Onm(z, 1)| < 2Mexp {(—k(R2m+1)"} pour (z,t)eDF._etn,m=1,2,..

Comme wu, =0,H(e,t, K+%,B(E+k), la suite {un} converge pour
n —oco vers une fonetion %(a, t) uniformément dans DE* pour tout B > R,.
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La fonetion u(x, t) est évidemment continue dans D7s et de classe Eyq
(d’apres (17)).
Nous allons démontrer que la fonction «(x,?) est une solution de
1’équation (1) régulidre dans DT:.
. Choisissons R > R, et soit #%(w,?) une solution de l'équation (1),
régulidre dans D%}, telle que

w(w,t) =u(x,t) pour (x,t) el'R".

Les fonctions wy = %#— un (Rn > R) sont réguliéres dans Eﬂ' et sa-
tisfont & 1'équation F(u)=0 dans DE.
Alors (voir [3], p. 10)

|&— un| < exp {(supc(z, 1)) t}sup|u—u.| pour «> N = N(R)
Dr PT:

¢’est-a-dire )
Z=u pour (w,1t)eDE.

THEOREME X. Nous supposons gue

1. Phypothése (Hm) est vérifiée,

2. les fonctions Fy(x,1,0,..,0) (s=1,...,m) sont de olasse Es,
dans D,

3. les fonctions Fs (s =1, ..., m) satisfont a la condition (Lg),

4. @s(x,t) sont des fonctions définies, continues et de classe By dans D,

6. 0<a<oo.

Alors il existe wne solution {uiz,t)} (i=1,..,m) du systéme (2),
réguliere et de classe H,, dans DT (T| < T) telle que wi(xz,t) = pi(x, 1)
pour (z,t) el'Tr (=1, ..., m).

En vertu des Lemmes 1 et 2, 1o démonstration du Théoréme X est
analogue 4 celle du théoréme concernant le cas a =1 (voir [1]).

Remarque 3. En appliquant les Lemmes 3 et 4 on peut démontrer
des théorémes analogues aux Théoréemes IX et X, relatifs aux second
et troisiéme problémes de Fourier.

Remarque 4. Les Théorémes I, IT, IV, VI, IX, X restent vrais
si le domaine D n’est pas cylindrique.

Remarque 5. Si ¢ est un ensemble vide, nous obtenons le probléme
de Cauchy.
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