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0 DYSKRYMINACJI PLASKIE] ()

1. Wstep.

1.1. Podezas wspoOlpracy matematyezno-przyrodniczej czesto natra-
fiamy na pewien charakterystyczny konflikt. Przyrodnik, chege poznaé
przebieg lub stan jakiego$ zjawiska, zbiera odpowiednie dane pomiarowe,
przychodzi z nimi do matematyka 1 prosi o pomoc w opracowaniu
i w wycigganiu wnioskéw. Matematyka zagadnienie zaciekawi dopiero
wtedy, gdy dojrzy w nim sens matematyczny, prosi wiee przyrodnika
o zadawanie takich pytan, na ktére moglby daé optymalng odpowied:
Tak np. przyrodnik, pomierzywszy zbiér indywiduéw, chce, aby mate-
matyk pomodgt mu ocenié podobienstwa i réznice miedzy indywiduami,
uporzagdkowaé te indywidua i pogrupowaé¢ w klasy. Matematyka nie
interesuje tak ogdlnie postawione zagadnienie. Ale cze$é tego zadania,
mianowicie podzial na klasy, jest znanym, optymalnie rozwigzanym
przez R. A. Fishera zagadnieniem dyskryminacji. Trzeba tylko zalozyé,
ze funkcjg dyskryminujaca moze byé jedynie funkeja liniowa. Przyrodnik,
czesto nie rozumiejae przyrodniczego znaczenia tego zaltozenia, godzi sie
na nie, przyrzekajac sobie, Ze wyniki, jakie otrzyma od matematyka,
potraktuje jako czesciowe rozwigzanie swego zagadnienia. Ale matematyk
odsuwa przyrodnika od dalszych trudnyech rachunkéw i dostarcza mu
gotowe wyniki, tj. wykaz numerow indywiduéw w poszezegélnych gru-
pach. Przyrodnik czuje sie rozczarowany. Jego obszerne, bogate dos§wiad-
czenie, majace wzbogaci¢ wiedze przyrodniczg, zostalo ograniczone i zuty-
litaryzowane. Metoda, ktora zastosowal matematyk, jest optymalna dla
pewnych praktycznych celdw. Zalozenia niezamierzone przez przyrodnika,
lecz tylko przyjete na skutek trudnosci matematycznych, spowodowaly
obiektywizacje, ktora nie dopuszeza Zadnych pretensji i watpliwoSei
przyrodnika, gdy ten cheialby np. zamieni¢ ktére§ indywiduum jednej
grupy na ktéres innej grupy. Jgéli przyro’dnik zgodzil !sie, pa zpﬂo@enia,
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(1) Z materiatéw po$miertnych do druku przygsotoﬁfal J. Hukaszewicz.
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ktorych liste matematyk mu przedstawil, to teraz nie ma miejsca na
dyskusje. Wyniki matematyka sg jednoznaczne. Jedli przyrodnik kwestio-
nuje wyniki, to znaczy, ze nie zgadza si¢ na ktores z zalozen. A mate-
matyk nie chce wspoélpracowaé¢ z przyrodnikiem, ktéry w trakeie rachun-
kéw wycofuje sie z przyjetych uprzednio zalozen. Oczywiscie, formalnie
rzecz biorae, matematyk ma racje, ale tu przeciez nie o racje idzie, lecz
o to, zeby pomdc przyrodnikowi, a jemu wecale nie zalezalo na zaloze-
niach proponowanych przez matematyka. Przyjal je jako zlo konieczne,
jako pewng aproksymacje rzeczywistosci, bez ktorej matematyvk ze swym
aparatem myslowym i maszyng rachunkowa byl bezsilny. Przyrodnik
jednak chce za najwyzszy argument uwazaé¢ swadj zdrowy rozsadek i zgod-
no$¢ wynikow ze swoimi koncepejami.

W rezultacie przyrodnicy rzadko sa zadowoleni z tego rodzaju wspol-
pracy i rzadko stosuja klasyezng metode dyskryminacji do podziatu
zbioru indywiduow na wiecej niz dwie grupy. Czesciej szukajg innych
rozwigzan mniej lub bardziej poprawnych, lecz nie tak mechaniecznych
(patrz np. [1] 1 [4]).

1.2. Podsunagtem juz przyrodnikom kilka pomystow mniej mecha-
nicznej dyskryminacji (patrz [2] 1 [3]), jak np. dyskryminacj¢ uprosz-
czong i dyskryminacje dendrytowa. Obecnie proponuje jeszcze dwie
metody dyskryminacji plaskiej. Polegaja one zasadniczo na tym, ze
badane zbiory punktéw przenosimy z w-wymiarowej przestrzeni eukli-
desowej (n jest rowne liczbie mierzonych cech) na plaszczyzne, 1 to w ten
sposob, zeby daly sie mozliwie dobrze rozdzielié. Zyskujemy w ten sposéb
pogladowosé i Iatwosé interpretacji, gdyz przyrodnik ma caly swéj mate-
rial na jednym rysunku. (‘o prawda rezygnujemy przy takiej klasyfikacji
z czefei informacji zawartej w materiale pomiarow. Poprzestajemy jedynie
na tej, ktora zawiera sie na rysunku, czyli w dwoch wspohrzednyceh (para-
metrach). Jest to jednak duza cze$é informacji, a pozwalajagc sobie na
niewielkg demagogie, zauwazamy, ze funkc¢ja Fishera ogranicza sie do
informacji zawartej w jednym tylko parametrze.

1.3. Fisher, wprowadzajac swoja funkeje dyskryminacyjng f(2), zada,
aby dla dwéch zbioréw %, i Z, o frednich 2z, i 2, funkeja ta przyjmowata
odlegle wartosci, czyli aby |f(z,)—f(2.)] bylo duze. My w przypadku K
zbioréw Z,,Z,, ..., Zx o Srednich z; (gdzie k£ =1,2,... ,K; 2=
== (R1ky Roky - --5 21); I jest liczba wspdlrzednyeh, czyli cech charaktery-
zujacych kazdy punkt) bedziemy zadali, aby duza byla suma kwadratow
roznic miedzy wielkosciami f(z;)

K K

8t = 3 N [f(z0)—fl=).

k=1h=1
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K
- 1
Oznaczajac przez [ = 57 Z_f(z,‘.) Srednig arytmetyczng wielkosei f(zy),
k=1

otrzymamy
K K
st = 3 S LS+ Sl =
K K _ _ _ _
= ' M[f(z)—f1+[f(2n) —f =2 [f(2) —f1[f (22) —F1}.

>
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h=1

K
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Oznaczajac nastepnie przez 8; = "EZ[f(z")_fP wariancje wartoS§ci
Rl

f(zx) 1 uwzgledniajae, ze

K K B _ K _ K _
D D) —fz)—f1 = D [f(@)—f1- Y [f(za)—f1 = 0,
k=1h=1 k=1 h=1

otrzymamy ostatecznie
82 = 2K28;.

Jak widaé, postulat maksymizacji S? jest réwnowazny warunkowi,
aby wariancja wartoSei f(2;) byla jak najwieksza. Tego bedziemy zgdaé,
mimo ze warunek ten nie musi prowadzié do zréznicowania S$rednich
w poszezegllnych zbiorach. Tak wiec funkeja dyskryminacyjna Fishera
musiala rozsuwaé §rednie rozdzielanych dwéch zbioréw, gdy tymeczasem
nasze metody dyskryminacyjne nie mowig a priori o tym, ze rozdzielane
zbiory beda mialy rozne wartosci funkeji dyskryminujacej dla punktéw
srednich w zbiorach. Mogloby sie zdarzyé (przy dyskryminaecji co najmniej
trzech zbiorow), ze na rysunku dyskryminujgeym w tym samym punkcie
znalazlyby sie §rednie dwoch zbioréw. Tylko przyrodnik moglby wtedy
stwierdzi¢, czy dyskryminacja si¢ udata.

1.4. WeZmy pod uwage probki Z;(k =1, 2, ..., K), z ktérych kazda
zawiera J osobniké6w o numerach j =1,2,...,J. Kazdy osobnik jest
okre§lony I cechami o numerach ¢ =1,2,..., 1. Wielko§é i-tej cechy
j-tego osobnika k-tej probki (grupy) oznaczymy przez z;. Zastapienie
wskaznika (¢, j lub k) kropksa bedzie oznaczalo Sredniowanie; tak np.

7 .
Rik = 7 Ez"f"' Podobnie okre§lamy z; , 2z x lub 2z . Oznaczmy przez Z
7 =1
macierz o I kolumnach i J:-K wierszach, gdzie w i-tej kolumnie i [j+
+ (k—1)J]-tym wierszu znajduje sie¢ element z;,. Przez Z oznaczymy
macierz tego samego formatu o elementach z;; w i-tej kolumnie i w wier-
szach o numerach od (k—1)J -1 do kJ. Wreszcie przez Z oznaczmy
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macierz takze tego samego formatu, w ktorej wszystkie elementy i-tej
kolumny sga réwne z; . Macierze drugich momentow
1 — — 1 - = = =
W=—Z-2))Z7Z-2Z); M=—(Z—-27)7Z—-—7
7 (Z—2) (2—Z); 7 (Z—2) (2—7)
bedziemy nazywali odpowiednio macierza wewnatrzgrupowsg i macierzg
miedzygrupowg. Elementami tych macierzy beda

Wiy = IfJ S E Zitk— zll. zﬂl—z}k)

k— =1

m,,——( E (Rir—2 ) (22 ).

Symbolem 2z = (2,,%2,,..., 27) oznaczymy wektor o I skladowych,
a symbolem z;, odpowiedni wektor (wiersz o numerze (k—1)J +j) macie-
rzy Z. Srednie wektory z; oraz z_ sa odpowiednimi wierszami macierzy
ZiZ.

2. Metoda optymalna.
2.1. Znajdziemy teraz dwa prostopadle wektory jednostkowe
a = (a;,0y,...,a7); b = (by,by,...,b;),
czyli wektory spelniajace warunki
(1) ab’ =0 oraz aa' =0bb' =1,

od ktérych zazgdamy, zeby kombinacje liniowe

’

r = az oraz Yy = bz’

dawaly dobrze dyskryminujaca plaszczyzne.

Otrzymamy w ten sposéb przeksztalcenie, ktore obserwacjom wielo-
cechowym, czyli wektorom =z, bedzie przyporzadkowywato pare liczb =z
i y, czyli punkt plaszezyzny (z,y). '

(z,9) = f(2) = (az’, bZ').

Metoda bedzie dobrze rozdzielala grupy (prébki), je§li mate beda odle-

glo§ei miedzy punktami (z,y) przedstawiajacymi osobniki tej samej

grupy, a duze beds odleglosci miedzy punktami przedstawiajacymi §rednie
réznych grup. Oznaczymy

K

@) i =— N N2+ a—v.07)

KT 1 T — Yix—Yx)" 1,

k=1 3

s
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gdzie
(s Yir) = [(Z) 1 (B, Yu) = [(Z0),
oraz
| E
(3) = Y ler—a, i+ (—v.),
k=1
gdzie

Jako warunek optymalno$ci dyskryminacji przyjmiemy
n
(4) p = 7= maksimum.

Wektory a i b dobierzemy w ten sposob, aby przy spelnieniu warunkow (1)
realizowalty postulat (4).

2.2. Wzér (2) mozna przeksztaleié w nastepujacy sposob:
E J I 2

\
(5) d = %2 Z Z a;(zy—2ik) | + j bi(zijr—2i) | | =
o1

k=1 =1 || =2
I
= Z (a;a;w;;+b;bjw;) = aWa' H-bWb'.

.=1 7.:-1

~

Podobne przeksztalcenie doprowadzi (3) do postaci
(6) n = aMa’' +bMb’.
Wobec tego warunek (4) polega mna znalezieniu ekstremum wyrazenia

N aMa’ +-bMb’

(1) P=3" aWa' +bWb' -~

2.3. Ekstremum wyrazenia (4) przy warunkach (1) znajdziemy metodg
mnoznikéw Lagrange’a Ay, 4, i A;. Tworzymy funkecje Lagrange’a

F(a,b) = % _ i aa' —1,bb' —2.ab’

i pochodne czastkowe tej funkeji wzgledem a; oraz b; przyréwnamy
do zera

or 1 on od , ,
oai = Fp ( —Mn —a—) ——211 a,,;—lg bl =0 ;
oF 1 ( on od

b,  a\"ob,  ob;

)~2z;bi—z;ai = 0.
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Mnozge te rownania przed d i podstawiajac

24, = 24, d, 24, = 2Asd, 24y = Ayd,

otrzymamy
d dd
“ —Pp = 24, 4;+223b;,
Oai Oai
on od
—P —— = 2A,b;+2A;a;.
ob; TP gp; = Phebit ke
Jesli przez
( on Oon dn)
Ny = [y ———y eeey —
aal aaz 60/1

oznaczymy wektor zlozony z I pochodnych czastkowych wielkoSci »
wzgledem a; oraz analogicznie wprowadzimy oznaczenia n,, d, i d,,
to ostatni uklad réwnan zapiszemy krdécej w postaci

na —‘pda - 2}»1& —‘{'_213 b’

(8)
ny,—pd, = 2,b+21,a.

2.4. Z réwnan (5) i (6) lub, jesli kto woli, rézniczkujgce wyrazenia (2).
i (3) wzgledem a; i wzgledem b;, otrzymamy
n, = 2aM, d,=2aW,

(9) .
n, — 2bM, d, — 2bW.

Podstawiajac te wartosci do réwnan (8), dostaniemy
aP = A,a+2;b, bP = 4,b+4a,
gdzie
(10) P =M-—pW
jest symetryczng macierza kwadratowg formatu I xI (bo M i W sg macie-
rzami symetrycznymi).
GdybySmy zrezygnowali z warunku ortogonalnosci wektorow a i b,

to moglibySmy przyjaé i; = 0, a wtedy uklad ten sprowadzilby sie do
rownan

aP = 2,a, bP = 1,b,
z ktorych wynika, ze @ i b bylyby wektorami wlasnymi macierzy P odpo-

wiadajacymi wartos$ciom wlasnym 4, i 4,. Jako takie, wektory ai b bylyby
ortogonalne.
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Jedli wartosci wlasne odpowiadajace wektorom a i b oznaczymy
przez A, i 4, to z (7) i (10) dostaniemy

aPa’ +bPb' = 0,
czyli ze odpowiednie wartosci wlasne musza speiliaé¢ warunek
(11) Aat-Ap = 0.

Rozwigzaniem beda wiec dwa rézne wektory wlasne @ # b macie-
rzy P, odpowiadajace wartofciom wlasnym 4,, 4, spelmiajagcym waru-
nek (11).

Wielkos¢ p == n/d jest stosunkiem rozsiewu srodkow grup do roz-
siewu punktow wewnatrz grup. Nazwiemy te wielkos$é¢ sitq dyskryminacii.
Jesli sita dyvskryminacji jest duza (np. p > 3), to nalezy oczekiwaé, ze
rysunek dyskryminacyjny bedzie dobrze rozdzielat grupy. Jesli sila dyskry-
minacji jest mala (np. p < 1), to nie nalezy oczekiwaé efektu rozdzie-
lenia grup. Byloby ciekawe zbadaé rozklad sily dyskryminacyjnej p
w przypadku K grup wylosowanych z lacznego rozkladu normalnego.

2.5. Rozwigzanie sprowadza si¢ wiee do nastepujacego rachunku:
Znajac macierze M i W nalezy tak dobraé¢ najwieksza liczbe p, zeby
macierz P = M—pW miala wektory wlasne @ i b odpowiadajace war-
to§ciom wlasnym 4,, 4, spelniajgcym warunek (11). Wektory a, b spel-
niajg wtedy automatycznie warunek (4).

3. Metoda dwuzespolowa.

3.1. Metode te nalezy stosowaé¢, gdy rozwazane indywidua scha-
rakteryzowane s3 dwoma zespolami cech: 2z; = (2y,%,,...,2r) oraz
By = (21,15 21,2y -y Sy 5 1y)y PYZY czym I+ 1, = I. Oczywiscie kazdy
zespot I cech mozna zawsze rozwazaé¢ jako uklad dwoéch takich zespolow.
Niekiedy jednak przyrodnik moze uwaza¢, Ze cechy dzielg si¢ w natu-
ralny sposéb na dwa zespoly. Niekiedy do wniosku takiego dojdzie mate-
matyk po analizie taksonomicznej (np. z pomoca dendrytéw dualnych)
Iub po analizie macierzy drugich momentow (zespoly zgodne).

Macierze Z, 7, Z, jak réwniez macierze drugich momentéw W i M
beda obecnie zaopatrzone wskaznikami 1 lub 2 zaleznie od tego, czy doty-
czg pierwszego, czy drugiego zespolu cech.

3.2. Jako wspolrzednych punktéw na plaszezyznie dyskryminacyjnej
uzyjemy teraz dwoch wielkosei « i y, z ktorych pierwszg obliczamy jako
funkcje liniowg pierwszego zespolu cech najlepiej dyskryminujaca dane K
probek, a druga obliczamy podobnie z drugiego zespolu cech. Jest wiec

v = az;, gdze a = (a,a,,...,a),
= bz,, gdzie b = (by,b,,...,by).

<
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Wektor @ dobieramy w ten sposob, aby bylo aa’ = 1 oraz aby osig-
galo maksimum wyrazenie

Ny
P = 6;7
gdzie
K J
1 2 4 4
d, = EjZZ(wjk—wl) = aW,a’,
k=1 j=1
K
! (xr—x ) = aM,a’
N, = —= X p— = .
1 K P K . 1

Funkeja Lagrange’a bedzie tu
. Ny
Fi(a) =——1aa,
d,

a przyréwnanie do zera jej pochodnej pomnozonej przez d, daje
on, 0d,

oa., Prg. = 24a;, gdzie A= 1d,.

Po przeksztalceniu réwnanie to mozemy napisa¢ w postaci

1) I,

\ |
Z aimw—'lhzaiwm' = Aa;
j=1 7=1

albo w postaci macierzowej

aMl_plal'Vl —_ ]&a,

lub ostatecznie
(10) aP, = ja,
gdZie Pl — Ml_pl I/Vlu .

Okazuje si¢ wiec, ze wektor a jest wektorem wlasnym macierzy P,
a dla maksymalnego
aM,a’
aWW,a’

P =

z réwnania (10) wynika aPa’ = 0, czyli A = 0.

Zadanie znalezienia wektora @ rozwigzuje si¢ podobnie jak w punk-
cie 2.5. Znajac M, i W, dobieramy p, tak, zeby wektor wlasny @ macie-
rzy P speliat rownanie (10) lub zeby warto$¢ wlasna 4 tej macierzy byla
réwna zeru.
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Zupelnie analogicznie wyznaczamy wektor wlasny macierzy P, =

= M,—p, W, spelniajacy warunek
bM,b’
T bW,b'

3.3. WielkoSci p, 1 p, mozna nazwaé¢ sitami dyskryminacyjnymi
wspolrzednych © i y plaszezyzny dyskryminacyjnej. Laczng silg dyskry-
minacyjng metody dwuzespolowej bedzie
aM,a’ +bM,b’
aW,a' +bW,b"°

3.4. Zarowno dyskryminacja optymalna, jak dwuzespolowa majy
dwie wady. Pierwszg wadg jest to, ze oba rysunki dyskryminacyjne s3
pewnymi nie naturalnymi, lecz tendencyjnymi obrazami zbioru punktéw
indywidualnych I-wymiarowej przestrzeni. Obrazy te od razu konstru-
ujemy tak, zeby na nich poszczegolne grupy punktow daly sie rozdzielié.
Oczywiscie to bylo naszym celem, ale pozostaje pewna watpliwosé, czy
do osiggniecia tego celu nie wykorzystaliémy tzw. bledu prébki, przy-
padkowych wlasciwosci posiadanego akurat materiatu. Te wade ma row-
niez metoda dyskryminacji Fishera, na co zwracaliSmy uwage na poczatku.
Metoda Fishera jest nawet bardziej narazona na blad probki, gdyz wyzys-
kuje wszystkie roznice miedzy Srednimi w grupach, gdy tymeczasem
opisane tu metody wyzyskuja zamiast tego tylko momenty miedzy-
grupowe. Druga wadg sg trudnosci rachunkowe. WielkoS$ei p sg okreslone
za pomocyg wektorow a i b, bedgcych wektorami wlasnymi macierzy
zdefiniowanej tg sama wielkoscig p. Wymaga to stosowania metoda kolej-
nych przyblizenn za pomoca elektronicznej maszyny cyfrowej i do$¢ skom-
plikowanego programu.

Prostg i naturalng metodg dyskryminacji dwuzespolowej nie majacg
tych wad, lecz za to na ogol gorzej rozdzielajgcy grupy, jest metoda dwu-
wskaznikowa, w ktorej oznaczamy przez x = m, i przez y = m, wskazniki
glowne (patrz [3]) odpowiednio pierwszego i drugiego zespolu cech.

P2 = maksimum.

(11) p =
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[lO. IIC-)PKAJILJ (Bponaas)

O IUIOCKON AUCKPUMHWHALIVIN

PESIOME

ABTOp HOpefaaraerT [ABa HOBHX METOMa MAUCKPUMMHALIUM OMOJIOTMYECKUX HHAM-
BUOB. B KamABIM U3 HUX COBOKYNHOCTb I mpuaHakoB (I > 2), OMUCHBAOMINX KJIACCH-
PUUNpPOBAHHHE MHIMBHUAL, CBOAMTCA K IBYM IapaMerpaM, HAONYyCKAWOIUM HArIAgHOE
mpeAcTaBjeHue HHAUBUIOB B BUJe TOUeK INIOCKOCTU. [Ipu 9TOM :kenaeTcAa JOCTUTHYTH
Xopouloe pasfeleHue jlaHbX BHOOpok Zi (kK = 1.2, ..., K), COCTOAIUNX KaKAaA u:
OJTHOr0O U TO3Ke CaMOro 'MCIA UHJUBHIOL.

Tak HasuBaeMHil onmusmasbubili smemod TpedYyeT BbIUMCIACHUA JIMHEHHBIX IIpe-
00pasoBaHuii & = @2’ u y = b2/, rae & = (2, 2;, ..., &;) 0003HAUALT BEKTOD HPE-
CTABJIAIOLUIl MCCIeTOBAHHOIO MHAUBUAA B I-MEpHOM IPOCTPAHCTBE KBAHTUTATUBHBIX
IpU3HAKOB, a BeKTOpPH @ u b yjomierBopsior ycaosuam (1) n (4). Bropoe wus
HUX JaeT MAaKCUMAJIbHOEe 3HAYeHWe YACTHOrO OT Aucrmepcuu (3) mpeodpasoBaHHBIX
CPefHMX OTAeJbHHX BHIOOPOK N BHYTpeHHeit Aucmepcuu (2) Bo BCeX mpeoOpasoBaH-
HBEIX BHIOOpKaXx.

Bropoe mpepjiosenne — 3T0 Jey-KoadermusHviii smemod, COCTOHIIMNA B TOM, 4TO
COBOKYNHOCTh I NpPUBHAKOB pas/jeNsAeTcd Ha ABA KOJJIEKTUBA. B KamaHM U3 HHUX
HEe3aBUCUMO BHIYUCAAETCA JMHeiHAA IUCKPUMMHALUOHHAA PYHKIUA.

lJ- PERKALI (Wroclaw)

ON TWO-DIMENSIONAL DISCRIMINATION METHODS

SUMMARY

The author proposes two new methods for the diserimination of individuals.
In both of them the set of I (I > 2) characteristics, used for the description of classified
individuals, is reduced to two parameters which enable the graphical presentation
of data in a two-dimensional coordinate system. It has to be done in such a way as
to obtain a good seperation of given samples Zx(k = 1,2, ..., K). each of them con-
taining the same number of individuals.

The so called optimum method consists in the determination of linear transforma-
tions ® = @ 2" and y = b-2’, where z = (2}, 2,, ..., ?j) is the vector representing
a classified individual and vectors @, b satisfy conditions (1) and (4). Condition (7)
requires the maximum value of the quotient of the variance (3) of transformed sample
means and the inner variance (2) inside transformed samples.

The second proposal is the two-collective method consisting in a partition of the
set of I characteristics into two collectives. Within each of them a linear diserimination
funection is then independently determined.



