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A. PLUCINSKA (Warszawa)

0 PEWNEJ UOGOLNIONEJ POSTACI FUNKCJI GESTOSCI I JEJ
ZASTOSOWANIU DO BADANIA ROZKLADU OPORU OPORNIKOW

Funkeja, ktora jest tematem niniejszej pracy, zostala skonstruowana
dla opisu pewnych zjawisk, nazwijmy je A oraz B, bedacych przedmio-
tem badan teorii jakosci produkeji.

A. Elementy pochodzace z masowej produkeji sg czesto dzielone na
klasy o roznej dokladnos$ci ze wzgledu na pewna okreslong ceche X tych
elementéw. Zalézmy, ze wyjéciowsa populacja jest populacja normalna
N (m,w). Celem dokonywanej selekcji jest podzial tej populacji na n
czesci takich, ze dla kazdej z czesci jest, z prawdopodobienstwem bar-
dzo bliskim jednosci, spelniony warunek

| X —m| < 9,

0 za$ jest to pewna z gory dana liczba.

Podzial populacji mozna scharakteryzowaé za pomocy rozkladow
ucietych; ilustruje to rys. 1 dla przypadku » = 2. Operowanie rozkla-
dami ucietymi jest analitycznie niewygodne przy badaniu wlasnosci
funkeji zmiennych losowych, a ponadto postuluje bezbledng prace auto-
matu segregujgcego. W pracach [1] i [2] zostala omoéwiona funkcja,
za pomocy ktorej wygodnie jest charakteryzowac¢ populacje wyselekejo-
nowane, czyli powstale z podziatu na czeéci, wyjsciowej populacji na
og6l normalnej. Funkcja ta, napisana tu w nieco ogdlniejszej postaci,

dana jest wzorem
d
2r (—) a®
p

przy czym parametry a, d, p spelniaja warunki ¢ >0, d > 1, p > 0.
Wykres funkeji (1) jest symetryczny wzgledem prostej x = 0. Za
pomoca tej funkeji mozemy aproksymowaé rozklad odpowiadajacy kon-

& "

(1) flz;a,d,p) = % le ' —oco<a< 4 oo,
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kretnej sytuacji praktycznej, a mianowicie polegajacej na tym, ze srodek
m wyjsciowej populacji pokrywa sie z §rodkiem x, nastawienia automatu
segregujacego. Srodek nastawienia automatu segregujacego jest zmienng
losows i mozna sie¢ spodziewaé, ze warto§¢ oczekiwana tej zmiennej lo-
sowej jest rowna warto§ci oczekiwanej wyjsciowej populacji. Jednakze
dla poszezegolnych serii produkeji obserwuje si¢ nieraz duze roznice mie-
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Rys. 1. Funkecja gestosci ucietego rozkladu normalnego

dzy wartosciami tych zmiennych losowych. Po selekeji rozklad badanej
cechy jest niesymetryczny. Wowezas mozemy stosowaé aproksymacje
za pomocyg funkecji

2c
(2) g(z;e,Cya,A,d,D,p,P) = C+Cf(‘r;AaD7P)77(—m)+
2C
+ c_{_of(wya’d’p)ﬂ(‘v)’

gdzie funkcja f jest okres§lona wzorem (1), a 7(x) jest funkcja skoku
jednostkowego dana wzorem

1 dla x>0,
n(x) ={3% dla x=0,
0 dla x<0.

Funkecje (2) mozna traktowaé jako funkecje gestosci rozkladu praw-
dopodobienstwa, bowiem
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1% g(x) =0,

+00 0

~ 2e 2
2° J g(x)dx = ‘(73-—;0* ff(w;A,D,P)dx—l— . ff(w; a,d,p)dr =

B. Funkecja (1) lub (2) moze by¢ przydatna réwniez przy badaniu
zagadnienia mieszaniny rozkladow, czyli do opisu populacji powstalej
np. przez polgczenie dwu populacji o réznych srodkach m,, m,. Je§li
zostaly polaczone dwie populacje normalne N (m,, w;), N (m,, w,), gdzie
my # Mm,, to rozklad badanej cechy w tak powstalej populacji jest roz-
kladem dwumodalnym. Jefli w, = w,, to wydaje sie celowe korzystanie
ze wzoru (1); je§li w; # w,, to przypuszczalnie lepszg aproksymacja be-
dzie wzoér (2). Oczywiscie stosowanie ktorejkolwiek z tych postaci wzorow
wymaga sprawdzenia odpowiednim testem statystycznym zgodnofci
rozkladu rozwazanej populacji empirycznej z proponowanym rozkladem
teoretycznym. Szczegolowy opis zagadnienia mieszaniny rozkladow, ujety
od strony praktycznej, podany jest w [3]

Zauwazmy, ze nadajac pewne konkretne wartos§ci parametrom we
wzorze (2), otrzymujemy rézne znane rozklady prawdopodobienstwa.

Niech ¢ =0, wowezas ¢(r) jest uogéOlnionym rozkladem gamma
rozwazanym w [4]. Szczegdélnymi przypadkami tego rozkladu sg roz-
klady gamma, chi, chi-kwadrat, wykladniczy, Weibulla.

Niech a =4, p=P =2, d=D =1, ¢ =0, woOwczas g(x) jest
funkejg gesto$ei rozkladu normalnego.

Niech a =4, p=P =2, d=D =3, ¢c =C, wowczas ¢(x) jest
funkcja gestosci rozkladu Maxwella.

Nasuwa sie pytanie, czy celowe jest konstruowanie funkeji zaleznej
od wielu parametrow, ale jednoczesnie zawierajacej jako szezegolne przy-
padki rézne znane rozklady prawdopodobienstwa. Odpowiedz na to py-
tanie sklada sie z dwu czedci: '

1) pewne wystepujace w praktyce rozklady sa bardzo nieregularne
1 do ich opisu trzeba wykorzystywac funkcje zalezne od wielu parametrow,
czego dowodem jest przyklad liczbowy rozwazany w dalszym ciaggu ni-
niejszej pracy;

2) jesli okaze sie mozliwe podanie pewnych wlasno§ci wspolnych dla
wielu rozkladéw, to tym samym mozna zrezygnowaé¢ z badania tychze
wlasno$ci dla kazdego rozkladu oddzielnie, co niewatpliwie przemawia
za celowoscig konstruowania takiego ogodlnego rozkladu.

Podajmy prosty przyklad takiego ogélnego ujecia zagadnienia.

Niech X,, X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi,
z ktorych kazda ma rozklad okre§lony funkejg rodziny (2). Oznaczmy
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funkecje gestosci zmiennej losowej X;(i =1, 2,...,n) przez g;(z), gdzie
gl(m) = g(m; Ciy Ci) @i, Aia dia Di7pi; p;).
Wiadomo, ze wygodnym aparatem do badania rozkladu zmiennej

losowej
Y = X1 Xo2-.. .- X,

gdzie a,, a,, ..., a,, pewne stale rzeczywiste takie, by Y mialo sens licz-
bowy w dziedzinie rzeczywistej, jest funkcja Mellina. Oznaczmy przez
hv|(8)x;;(8) funkcje Mellina odpowiednio zmiennych losowych |Y|
1 | X%, wowcezas

(3) h’|l’|(3) = EHY]S] = h|X11°1'---'h|Xn|°n =

- 2 Sa; 201
N !;l]of ” [074-@ f(@; Asy Dy, Pi)+

n Asa s+ D

20; . . )]d B ” ¢; i i 4

+—C:i‘|"0i J (s a0y day pi) 4o = i1 ¢;+0; F(Di)
iai[y(ats_*_di)

Cb _pi
T et d ’

i

y 2
gdzie
) m!m®
I'(s) = lim ().

mooo S(8+1)...-(s+m)

Ze wzoru (3) otrzymujemy wzory na momenty m,, rzedu parzystego
2r zmiennej losowej Y, a mianowicie

n Arep Zrait-Di
C; : Pi
(4) Mo = Iy (2r) = ” . ; ( Di) +
P;
a}%’“i[’( 27'(1—5 —I—dt)

+ C; Pi

i+ C; d;

)

Di

(1) Dla Re s> 0 funkcje I'(s) mozemy rowniez okresla¢ wzorem
(o]
rs) = [ e~'r1dt;
0

wystepujaca we wzorze calka jest zbiezna w poélplaszczyznie Re s > 0.
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Momenty m,.,, rzedu nieparzystego 2r4-1 okre§lone s3 wzorami

A1(:2r+l)aip( (2T+1) ai+Di )

- C; P.,;
B) = [ [ (-1 : +
‘4 ¢;+0; r (Di)
P,
a(.zr_H)aiI-,( (27’—|—-1) a'i—}"di )

4 C; ) ‘ Pi

¢i+0; F( d; )

D

Znalezione zostaly wzory na momenty dowolnego rzedu zmiennej
losowej Y. PodaliSmy wiec przyklad polegajacy na okreSleniu pewnej
wlasno$ei lgcznie dla wszystkich rozkladéw okredlonych funkejg ge-
stosci (2).

Przyklad liczbowy. Podamy teraz przyklad liczbowy aproksymacji
za pomoca funkeji rodziny (2) pewnego zaobserwowanego rozkladu empi-
rycznego.

Zbadano probke skladajaca sie z N = 100 opornikéw pyrolitycz-
nych OWS 1k£Q,+10°/,, 2W (2). Wyniki pomiaré6w podane sa w tablicy 1,
gdzie przez m; oznaczono liczby opornikow, dla ktérych wartosé licz-
bowa oporu zawarta jest w przedziale o numerze k(k =1, 2,..., 20).

TABLICA 1
Numer k przedzialu Przedziat Liczebnosé ng
1 [—100, —90) 0
2 [—90, —80) 5
3 [—80, —70) 4
4 [—70, —60) 12
5 [—60, —50) 28
6 [—50, —40) 29
7 [—40, —30) 11
8-14 [—30, +40] 0
15 (40, 50] 1
16 (50, 60] 1
17 (60, 70] 2
18 (70, 80] 5
19 (80, 90] 2
20 (90, 100] 0

(®>) Pomiary byly wykonane w Katedrze Konstrukeji Telekomunikacyjnych
Wydz. Lacznosci Politechniki Warszawskiej.
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Przesuwamy uklad wspolrzednych réwnolegle w prawo tak, by po-
czatek znalazl si¢ w punkcie R = 1000 (rys. 2). Wysuwamy hipoteze,
ze rozklad jest rozkladem rodziny (2), gdzie dla uproszczenia przyjmu-
jemy p =P = 2. Wyznaczamy najpierw warto§ci parametréw c, C.
Oznaczmy przez N, liczbe elementéow, dla ktorych warto§é¢ liczbowa ba-
danej cechy jest nie wieksza od zera, a przez N, liczbe elementéw, dla
ktérych warto§é liczbowa badanej cechy jest wieksza od zera. Zatem
N, =89, N, =11, oczywiscie N, 4+ N, = N = 100. Przyjmujemy ¢ = N,,
C =N,.

Pozostate parametry wyznaczymy, badajac oddzielnie galezie wy-
kresu odpowiadajace ujemnym i dodatnim wartosciom argumentu. Za-
danie sprowadza si¢ do wyznaczenia na podstawie zbioru danych empi-
rycznych parametrow funkeji

e

2

(6) y =flz;a,d) =- @@l @, @ <0

p(i) o
2
(badamy oddzielnie prébke o liczebnogei N, i oddzielnie préobke o liczeb-
no$ei N,). .

Nakladamy warunki, aby moment zwykly rzedu drugiego i moda
rozkladu empirycznego byly odpowiednio réwne momentowi rzedu dru-
giego 1 modzie rozkladu teoretycznego. Ze wzgledow rachunkowych wy-
daje sie, ze sa to najprostsze warunki, jakie mozemy wykorzystaé do
wyznaczenia parametrow. Warto zauwazyé, ze warunek réwnogci mo-

mentéw rzedu drugiego jest warunkiem wynikajacym z zastosowania do
rozwazanej funkeji metody najwiekszej wiarogodno§ci. Mamy bowiem

L = f(@; a, d) f(x55 6y d)... f(wn; @, d) =

n

1
2 - — (@3+2%4... +22)
= .__(z— Iml,m2,'.._wn‘d—le a2t 1 2
F(—) a®
2
Stad
dlog L nd 2
da o Tttt
Z warunku
dlog L
—2 =0
da
wynika, zZe
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Rys. 2. Wielobok czesto$ci rozkladu empirycznego i odpowiadajaca mu funkcja
gestosei rozkladu teoretycznego okreslonego wzorem (9)
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a 4a%d jest wlasnie wartosciag momentu rzedu drugiego, okre§long przez
wzor (4).

Moda rozkladu teoretycznego m, jest to warto$§é odcietej, dla ktoérej
funkeja (6) przyjmuje maksimum. Obliczajac pochodna tej funkeji
i przyréwnujac ja do zera, znajdujemy, Ze

m, = —aV%(d—l).
7Z danych liczbowych rozwazanego przykladu wynika, ze
la*d = 27,66, —aVi(d—1)= —3,

czyli przyjmujemy a2 = 5,32, d = 10,4.
Wysuwamy hipoteze, Ze rozklad odpowiadajacy ujemnej cze$eci osi
ma postadé

(7) y = 2f(x; V5,325 10,4; 2)p(—a).

-~

(funkeja (7) ma extremum w punkcie o odcietej m, ~ —35).
Sprawdzamy te hipotez¢ testem statystycznym lambda dla préb
o malej liczebnos$ci, dla ktorego odpowiednie tablice podane sa w [5].
Oznaczmy przez I'(z) dystrybuante teoretyczna, przez F,(z)dystry-
buante empiryezng; niech

D,, = sup|F(x) —Fy(x)|.

Wartoéci dystrybuanty teoretycznej F(x) obliczamy, korzystajac z tablic
niekompletnej funkeji gamma [6]. Mamy bowiem

x 1 +oo 2_1
F(x) =2 ff(x;a,d,Q)dw———l——d— fg/2 e Vdy.
- F(—z—) a:2/a2

Wartosei F(z) i Fy, (x) zestawione sa w tablicy 2.

TABLICA 2

k —8 —17 —6 —5 —4 -3

Fn, (k) 0,056 0,101 0,236 0,550 0,876 1

F (k) 0,008 0,058 0,217 0,531 0,841 0,982

Z tablicy 2 widaé, ze najwigkszg wartoSciag zmiennej losowej Dy,
jest
Fy (—=7)—F(—17) = 0,043.
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Przyjmijmy poziom istotnos$ci a« = 0,1. Z tablic w cytowanej pracy
[5] odczytujemy, ze

P(Dy, = 0,043) ~ 0,99 > 0,1.

Test ten nie prowadzi wiec do odrzucenia hipotezy (7).

Rozwazajac galaz wykresu odpowiadajaca dodatnim warto$ciom
argumentu i odpowiadajaca jej probke o liczebno$ei N, = 11 znajdujemy
analogiczng metoda, ze d ~ 25,6 1 a®> ~ 4. Wysuwamy hipoteze, ze roz-
klad odpowiadajacy dodatniej czeSei osi ma postaé

(8) y = 2f(x; 2; 25,65 2)n(x).

(funkeja (8) przyjmuje extremum w punkecie m, ~ 7).
Wartosei dystrybuanty empiryeznej i teoretycznej dla tego rozkladu
podane s3 w tablicy 3.

TABLICA 3
_'wk—' 7 5 6 - 8 9
i?Nz(k) 0,091 0,182 0,364 0,818 77 771
I (k) 1 0,013 0,137 0,470 0,821 0,968

Z tablicy tej wynika, ze najwiekszg warto$eig zmiennej losowej
Dy, jest
|Fn, (1) —F(7)| = 0,106,
natomiast
P(Dy, = 0,106) ~ 0,9 > 0,1.

Test nie prowadzi wiee do odrzucenia hipotezy.

W wyniku przeprowadzonego testu istotno$ci mozemy uzyskaé dwa
orzeczenia: 1) nalezy odrzuci¢ wysuwang hipoteze, 2) test nie prowadzi
do odrzucenia wysuwanej hipotezy. W przypadku gdy test nie prowadzi
do odrzucenia wysuwanej hipotezy, stosuje si¢ nieraz dodatkowo inne
testy dla potwierdzenia stusznoéci uzyskanych wynikéw. W rozwaza-
nym przykladzie wydaje si¢ to tym bardziej celowe, ze na podstawie
probki byly wyznaczane parametry funkeji, a dopiero potem byla spraw-
dzana hipoteza postaci rozkladu.

Aby dodatkowo sprawdzi¢ uzyskane wyniki, zastosujemy znow test
lambda, ale tym razem w odniesieniu do calej probki, tzn. w odniesie-
niu do probki o liczebnosci N = N,+ N, = 100 i hipotezy

(9) y = g(x;89;11;V5,32; 2;10,4; 25,65 2; 2),
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czyli lacznie badamy obie czeSci wykresu odpowiadajace ujemnej i do-
datniej czescl osl.

Dane liczbowe dotyczgce wartosei odpowiednich dystrybuant zesta-
wione s3 w tablicy 4.

TABLICA 4
k —8 -7 | —6 —5 ] —4 -3 0 5 6 7 8 9
B e D —

|
) 0,007 0,052 0,193 0,473 0,748 /0,874 {0,890 {0,891 {0,905 (0,942 |0,98 | 0,991

F00(k)]0,05 0,09 10,21 0,49 |0,78 |0,89 {0,890 ;0,90 [0,91 {0,93

0,98 1

7 tablicy 4 wynika, ze najwiekszg warto$cig zmiennej losowej D,
jest
F(—T7)—Fp0(—7) = 0,038.
Z tablic odczytujemy, ze
P (D4 = 0,038) ~ 0,99 > 0,1.

Test nie prowadzi wiec do odrzucenia hipotezy (9).

Na rys. 2 podane sa wykresy funkeji gestosei rozkladu teoretycz-
nego okreslonego-wzorem (9) i odpowiedniego wieloboku czestosci roz-
kladu empirycznego.

Nalezy zaznaczyé, ze w rozwazonym przykladzie weryfikowaliSmy
hipoteze nieparametryczna, przy czym rozklad hipotetyczny zalezal od
8 parametréw, ktore byly estymowane w oparciu o dane empiryczne.

Oczywiscie im wieksza jest probka, tym mocniejszy jest test. Czesto
jednak praktycznie nie mozna zebraé liczniejszego materialu empiryez-
nego i trzeba wyciaga¢ wnioski na podstawie dostepnego zbioru obser-
wacji.

Probka o liczebnogei 100 w rozwazanym zagadnieniu jest probkg
o malej liczebnogdci. Dlatego tez wnioskowanie statystyczne zostato oparte
na teécie statystycznym lambda dla préb o matej liczebnosci.

Gdyby$my z tej samej populacji, z ktérej zostala pobrana nasza
100-elementowa probka, pobrali probke o wiekszej liczebnosei, to poka-
zalyby sie pewne rdéznice w oszacowaniach wartosei parametrow, ale
metoda ich szacowania bylaby ta sama, test nieparametryczny nato-
miast bylby oparty na rozkladzie graniecznym zmiennej losowej D),.
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A. IIITIOIINAHBCKA (Bapuiasa)

OB OJIHOM OBOBUEHHON ®OPME ®YHKLIUU IJIOTHOCTU
U EE MPUMEHEHHIO K UCCJIEAOBAHUIO PACIPEAEJIEHHA
COIMPOTHUBJIEHHS PEOCTATOB

PESIOME

Oyurnuio (2), o koTopoil rosopuTcAa B padoTe, CKOHCTPYUPOBAHO C I[eJbI0 OIU-
CaHIA TeHepaJbHONt COBOKYNMHOCTH, BO3HUKUlell 113 pas3feJeHHsA HOPMAJbHOIl reHe-
paJbnoif COBOKYMHOCTH HA YacTH.

Oyurkuusa (2) ApasercA o6o0uieHNeM HEKOTOPHIX M3BeCTHHIX QyHKIUIl pacmpe-
Aenenna BepoATHoctu. IIpupgaBasa HekoTopsle KOHKpETHble 3HAUEHHA IapaMeTpam,
nojJy4yaeM B KayeCTBe YACTHHX CIy4aeB pacnpefiesieNuA: TaMMa, XU, XH-KBajgpar
9KCIOHeHUMaJbHOe, Beit0yana, HopmaibHoe, MakcBeina.

HJaércAa MeTOR — MpOCTOI NpPU BBHIYUCIEHHMAX — C MOMOIIBI0 KOTOPOr0 MOMKHO
Ha OCHOBAHUM MHOKECTBA OBMIMUPUYECKUX MAHHBIX HaiiTu mapamerpbl QyHkumnum (2).
JlaércAa mpuMep uCCIeZOBAHUA COTJACHA pacHpejieIeHUsA CONMPOTHBIEHHA peocTaToB
¢ KpuBO#t ceMmeiicTBa (2) Ha OCHOBaHMM NpoOH uKuclIenHocTeio N = 100.

A. PLUCINSKA (Warssawa)

ON A GENERAL FORM OF THE PROBABILITY DENSITY FUNCTION AND ITS
APPLICATION TO THE INVESTIGATION OF THE DISTRIBUTION OF RHEOSTAT
RESISTANCE

SUMMARY

The subject of this paper, the function (2), has been constructed for purposes
of describing populations obtained from a division of normal populations into parts.
The function (2) is a generalization of some known probability density funections.
Certain parameter values yield known distributions, as e.g. the Gamma, Chi, Chi-
-8quare, exponential, Weibull, normal, and Maxwell distributions.

A non-complicated method of estimating the parameters of function (2) on
the basis of empirical data is indicated. Given is also an example of testing the
goodness of fit of the distribution of rheostat resistance and a suitable function of
type (2).



