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Existenz eines invarianten Mages
beim Jacobischen Algorithmus

von

F. SouweIicER (Wien)

Tn einer fritheren Arbeit [7] wurde gezeigt, daf die durch

x Ty | X3 @ 1 1
8@y eevy Tu) = (“2"'["—]7_’”[“3‘]3 7'—_['_'])
2, x| @ @ @, o,

definierte Abbildung des m-dimensionalen Einheitswiirfels in sich De-
giiglich des Lebesgueschen MafBes unzerlegbar ist. Wegen der Termino-
logie sei in erster Linie auf [2] verwiegen. Ist nun

k -
(@) = [a"(il)) “%2)7 [ERE) af )7 .ol

die 1-1-deutige Entwicklung eines reellen Punktes # = (@;) aus dem
Einheitswiirfel B, so bedeutet

k
8(wy) = [af, af; ..., a?, ...

d.h. es liegt eine Verschiebungstransformation, analog zu der von Mar-
czewski fiir Kettenbriiche eingefithrten Transformation, vor (s. [2] oder
[4]).

Beziiglich der verwendeten Bezeichnungen und Sétze iiber den
Jacobischen Algorithmus sei insbesondere auf [3], [5], [67 oder [7] ver-
wiesen. Ts goll nur noch erwithnt sein, dab ich unter BY den Lebes-
guemeBbaren Bereich des Rinheitswiirfels verstehe, der alle Punkte ()
enthilt, deren Entwicklung bis zum v-ten Schrifi vorgegeben ist, etwa
durch

ESIC L R

Es soll in dieser Note folgender Satz bewiesen werden:
SAarz. Sed & die durch

e @ z o 1 1
81, "'?mn) = (_2__[__2_],__‘_’_*_[__3_],“"_____[__])
&y Tyl @y oy oy Ty
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definierte Transformation des Winheitswiirfels BO gn gich. Dann ecigtiert
ein Map u sodaf gilt:

a) u 4st invariont beziiglich,

b) K, ME < p(B) < K,ME fiir jede mefbare Menge 1.

M bedeute hier das n-dimensionale Lebesguesche MaB.

Beweis. Hilfssatz 3 der Arbeit [7] besagt im wesentlichen, dafB es
geniigt, die Mengen B® zu betrachten. Fir das weitere grundlegend
ist die Abschitzung (s. [5], (4.1))

1

e nl(2n41) ()

Ist nun B® der Bereich aller aeB©® mit

< MBM «

Ky (b Ay

R, B0, 19, L R, L

’
50 ist 6~™B® die Vereinigung iber alle Bereiche B

[S(im)y seey '5"(;1)7 70%'), S ] kg'v)a ]
wo die Vereinigung iiber alle zulissigen Wertsysteme s{™, ..., s er-

streckt wird. Nun werden die GroBen off nach den Formeln

oY — A® AN | 40-1)
mit

0 0 0 1

10 0

AV =191 ... 0 kK

00 1KY

berechnet. Die den Bereichen B entsprechenden (™" erhiilt man
dann nach den Formeln

QU AOGON g0 AW g@) | 01
= A0 M GO 40-100)
mit Matrizen
00 . 1
10 s
S0=10 1 .. 0 ¢
00 1 s
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Sei fermer AU = AOFM O AO

so errechnet man

mit den Matrixelementen a&’}‘),

mpy __ o (m), (7 my (n n
(’)s}n V= (l'( w(()n),'{ agu)”(l)‘{‘ +a/$)n)(‘)nn

Leicht iberlegt man sich afy) = aff?,
ist. Demnach ist

s0 wie of) = wm sechon bekannt

A o n+1) < o << afl) of).
Es folgt daraus
1 1
U . S < M ") < -
WAL 1) (el o Y (afy? OBy

wenn man (1) fiir B hinschreibt.
Summiert man iber alle B, d.h. betrachtet man alle zulfissigen
Wertsysteme s{™, ..., s{!, so erhiilt man

1 3 1
2
O SRR 2

1 2 1
(b D) £ (T

5y nur insofern von B abhiingt,

< M(5~™BM) <

s ist zu beachten, daf ‘\_1 »('O-L

e

als einige Wertsysteme mchtzulamg suul (vgl. [6], die Betrachtungen
in § 3). Sei nun ingbesonders B” = BY, d.h. der gesamte Rinheitswiirfel,
so liegen einerseits keinerlei Einsch‘rétnkungen fir die Wertsysteme
st L, s vor, andererseits ist

Ms~"BY = 1.
‘Da man ferner .
1 (m,0) < 1
72‘(‘77l+1 )ml(” | 1)n|1( (m))n“ < MB (ag(;n))7n+f

{3)
fiir » = 0 nachrechnet, ist stets

) Z (I(h,::)nn < n!(2n--1) ml(”‘H)MI

Demnach ist
M(6~™BY) < (0! (2n 1)) (n4-1)*HMBY)

wenn man (2) mit (1) und (4) kombiniert. s ist daher

(5) Mo~"™BY < KMBY
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und daraus folgh

N

1 )
6 = N M5 BY) < KMBY
(6) N; (674BY) =
d.h. die Bedingung von Dunford-Miller [1]ist fitr die BY erfiille. Gemas
der anfinglich gemachten Bemerkung folgh aus (5), dall jede Nullnenge
gegeniiber § invariant ist und zusammen mit (6) bedeutet dies (siche
[2], XII), es existiert ein gegeniiber 4 invariantes Mafl u, definiert durch

[
p(B) = ]im.}—z M52 1).
n ’ﬂ1=o

Ebenso ist
u(B) < K,M(B)

fiir eine Konstante K,. Es ist noch die Abschitzung nach unten zn zeigen.
Dazu denke man sich, daB 6~*BY nur aus dem speziellen Dereich BM)
Dbesteht, der durch (sV, ..., s0) = (1,2, ..., n) definiert ist. Alle weiteren
Urhilder §/B® qurchlaufen in den sf,...,s® alle zulissigen Wort-
systeme.

Es ist dann

Q1Y) 400 AO) 7 4O Q0) o gl D) ()

mit
000..01
100..01
N={010..02
000 ...1mn
und somit

™ = alPn+afd (n—1) < af (2n1).

Daraus folgt

() ! oy 1
nl(20-H1) (1) W R an 17T L (afpyi
< O (50D gy,

Es ist dabei zu beachten, da8 wegen 57! B®) = BO {iber das evste
Wertsystem nicht mehr summiert wird, die Summe

2 e
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hingegen von B unabhiingig geworden ist. Es ist wiederum wegen
Me—"BY =1 aus (3)

1
+< 2 T
Zusammen mit (7) und (1) ergibt dies

1
! (201 (1) (271;1)'"'*"

M B < M(5-"™+H BO)

d.h.
OMBY < M (5~ B®Y
woraus ohne weiteres
KM (B) < p(B)
zu folgen ist.

Eine unmittelbare Folgerung ist nun, daB die Transformation 6
nicht nur unzerlegbar beziiglich des Lebesgueschen Mafles ist, sondern
auch beziiglich des MaBes u. Ferner ist u das einzige Mah, welches
endlich, invariant in bezug auf 6 und beziiglich des Lebesgueschen Mafes
absolut stetig ist, d.h.

p(B) = [f(a)ds.
i
Es gilt nun der individuelle Brgodensatz, d.h.
1 i
Z[g(@)+g(8a) ... +g(8" )] > [ gdu
" B(0)

fast tiberall fiir jede Lebesgueintegrierbare Funktion ¢(z). Dieser 1486
nun eine Reihe Anwendungen zu, von denen die wichbigsten érwahnt
werden sollen. Sei

(@) = [ (@), A (@), ..., o (@), ...]

die Jacobische Butwicklung fir ein o = (a;) ¢B® und bedeute ¥ die
charakteristische Funktion aller @ eB®, wo a{ (#) = s;, so ist die Hiulig-
keit der s; in der Folge der af*(x) gegeben durch

[ x@)ap.
B
In [6] konnte lediglich gezeigt werden, dafi die Dichte positiv ist
Setzt man g,(®) = logal?(x), so erhilt man

.
Vel
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" I
fast iiberall, wo y eine Konstante ist. Is ist nimlich lim 1/,4;)_,_agln)
3
fast fiberall endlich, wie schon aus Satz 7 in [5] hervorgeht, Der Voll-
standigkeit halber seiin diesem Zusammenhang erwihnt, daB schon aug
Satz 5 in [8] und Satz 2 in [6] folgh

o) > vlnwy
fiir endlich viele Werte » fast iiberall und demnach
1 N
p=1
fast iiberall.
Die noch offene Frage ist, wie das invariante Mall u awwicht, oder
anders ausgedriickt, welche Funktion f(x) dic Kigenschaft

w(B) = [fla)d
4 1
besitzt.
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On distribution of values of multiplicative functions
in residue classes

by

W. NARK1EwIcZ (Wroclaw)

1, The following notion of uniform distribution of sequences of
integers was introduced by I. Niven ([4]):

Let ¥ > 2 be an integer. A sequence a,, ¢,,... of integers is uni-
formly distributed (modXd) if and only if for every j, N (n <
ap = j(mod N)) ~ /N for @ tending to infinity. (Here N(n < 2| P)
denotes the number of positive integers n < with the property P.)

In this note we shall consider a gimilar, but weaker notion of uni-
form distribution:

Let & >3 be an integer. A sequence a,, a,, ... of integers is weakly
uniformly distributed (modXN) if and only if for every pair of integers
J1rJa With (ji, N) = (j,, ¥) =1

Nn < @ =j(modN))~N(n <l a, =j,(mod )

for # tending to infinity, provided that the set {j|(a;, N) =1} is infinite.
TFor shortness we shall write that such sequence is WUD (mod N).
It is easy to see that a necessary and sufficient condition for a sequence
@y, Gy, ... of integers to be WUD(modXN) is that for all characters
2(mod N) which are not equal to y, -~ the principal character, the follow-
ing evaluation holds

(1) 2%(%) = ”(2:7(0((1‘“))'

In fact, assuming (1) woe get

3 1= ) Y 2l

<L X Nt
@y =) (mod )

=7 N D wo(an) +07(N) X 7)) ) = (@ (W) +o(1) 3 o(an)

n<n x#%0 nse nLr
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