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ACTA ARITHMETICA
XIIT (1967)

Uber das Produkt inhomogener Linearformen

von

PETER GRUBER (Wien)

Herrn Prof. B. Hlawka
2um 60, Geburtstag gewidmet

Einleitung. Sind

Ly = 6%yt oo Oyn U,y
0

Ly, = Gy Uy + <o = G Ui,

n reelle, homogene Linearformen, ist d > 0 der Absolutbetrag der Deter-
minante und sind ¢, ..., ¢, » beliebige reelle Zahlen, dann begagt eine
Vermutung von Minkowski, daB es ganzzahlige Werte der Variablen
gibt, so daB gilt
n

[ 1Ltad <ae™.

Je=1 .
Dabei ist das Gleichheitszeichen nur in einem bestimmten Fall erforder-
lich. Fiir » = 2 bewies Minkowski den Satz selbst. Dariiberhinaus wurden
bisher nur die Fille n» = 3 und »n = 4 bewiesen. Fiir allgemeines » kann
man sich der Vermutung auf mehrere Arten nihern (vgl. Cassels [69]).

Im ersten Teil dieser Arbeit folgen wir einem neuen, von Bombieri

[62], [63] eingeschlagenen Weg. Sei im folgenden % stets eine natiirliche
Zahl. Bombieri zeigt, daB man bei passender Wahl von h aus einem hin-
reichend grofien Intervall

[] 1L+ hal

durch ganzzahlige Werte der Variablen kleiner als eine beliebig vorgege-
bene positive GréBe machen kann. Wir werden einige Verschirfungen
seiner Ergebnisse angeben.

In der Menge aller Systeme von Linearformen der Form (1) kann
man ein MaB einfilhren. Im zweiten Abschnitt werden wir zeigen, daf

tiir » = 2 nach AusschluB einer Menge vom MaB 0 die Konstante } durch
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} ersetzt werden kann. Dabei sollen avch unsymmetrische Ungleichungen
betrachtet werden. Hin weiterer metrischer Satz bezieht sich auf den
Fall »n = 5.

Im letzten Abschnitt formulieren wir die Vermutung fiiv Punkt-
gitter und zeigen, daB fiir hinreichend hohe Dimensionen naclh Aus-
schluB einer Gittermenge, deren Siegelsches Maf kleiner aly ¢ ™™ igf,
die Konstante 2~" groBenordnungsmiBig durch 6~" ergetzt werden kaunn,

Sind 8 und T zwei Teilmengen des R", dann ist S--7 die Menge
aller t-+ymit reS, pel. Ist ¢ reell, dann ist ¢S die Menge aller {¢ miti ped.

1. Bemerkungen zu zwei Siitzen von Bombieri, Wir betrachten
Von  Bombieri
stammen folgende Resultate: Ist 0 < ¢ < 1 fest gewdhlt, dann gibt es
filr ein passendes

<[+ Dbaw < e? fally 6o gans
zu jedem e >0 ganzzahlige Werte der Variablen, so daff gilt
(1) [] 1 Tthex) < ee.

Ferner gibt es ein h < 29, go dab fiir jedes ¢ > 0 die Ungleichung

1
[[ 1210l < 5 +e

durch ganzzahlige Wahl der Variablen exfiillt werden kan. Nach einem
bekannten Satz von Tschebotareff [34] kann man die Ungleichung (1)

fiir ¢ > 27"* schon fiir h = 1 durch geeignete Wahl ganzzahliger Werte
der Variablen erfiillen.

Sarz 1. Ist omit 0 < ¢ <27"*d gewdhlt, dann gibt es ein
(2) b 20N,

80, dap fiir passende gamezahlige Wahl der Variablen, gill:

1_[ | L+ Rey| < ¢.
Ist ¢ <n-n!™%27"™00G  dann kann man diese Ungleichung schon fiir ein
(3) b o g

durch ganzzahlige Werte der Variablen erfiillen.

) Es ist méglich, bei Beschrinkung von ¢ auf noch kleinere Intervalle,
die Konstante 2'~" in (3) durch kleinere zu ersetzen.

Im Beweis dieses Satzes verwenden wir eine Methode von Woods
[68] und folgenden einfachen
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HinrssATz 1. Liegt der konvexe, symmelrische Korper 8 vom . Volumen
V awischen den beiden parallelen Stitzebenen B, wnd B, wnd st fir
1<a<l By=(1—a)By+al,, dawn gilt fir das Volumen V(S) des
zwischen den Bbenen B, und B, gelegenen Teils S’ von S

(4) V(8) = aV.

Beweis. Aus dem Satz von Brunn (vgl. Hadwiger [57], S.177,
Nr.13) ergibt sich folgendes: Ist fiir 0 <A <1 o(4) das (n—1)-di-
mensionale Volumen von F, ~ 8, dann ist o(1)/® ") konkav in 4. Da §
symmetrisch ist, folgt daf v(1) seinen Maximalwert fiic 2 = % annimmt
und fiir # <A <1 monoton fallt. Hs ist

« 0 fir a=4%,
0f (W(A)——V)M;- 0 fir a=1;
(5) .
%f(v(l)——V)dl:'v(a)mV
L]

’ a
monoton fallend in § < @ <<1. Deshalb ist [ (v(3)— V}di konkav fir
0
3 < a <1 und daher wegen (5) nicht negativ. Daraus folgt (4):

V(S) = [odi = [v(di+aV—aV = [ (v(d)—V)dr+aV = a.
0

0 0

Beweis des Satzes 1. O.B.d.A. sei d= 1. Sel fiir h =1,2,...
(6) : my, = inf [ [ |Tx+hewl,

erstreckt iber alle gamzzahligen (uy,...,u). Wegen o <27 " ist
1 < 28="2! Fiir my = 0 gilt daher der Satz nach (6) mit b = 1. Sei
nun m; > 0. Um den Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf i ein 7
welches (2) exfiillt m, < ¢ ist. Nach (6) gibt es eine Folge von ganzzahligen
n-Tupeln (Uyp, ...y Uny) = U, 80 daf gilt:

P - o0,

(1) [T st + :.]ﬂﬁg,._ mit 0<eg<l,e->0 Dei
— &

Nach der Definition (6) von my gilt fir jedes h und alle ganzzahligen

“n-Tupel (Uy, ..., %) = u wegen (7)

> (14,
my

”} Ly(8) + hoy
D) +op |~
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Da mib #t auch u—+hu, alle ganzzahligen n-Tupel durchliunft, folgt

Ly (u+ hey, my,
” i (U Bty) + hoy L
Ly(uy) +- ox My
oder
1 my .
Ly (1) — - > —(1—¢
®) [T150 55 ]/ (1=
fiir alle ganzzahligen u und jedes h. Sei 4, das, den Linearformen
1

L, —
AT ENY

1
L P,
" Ln(ity) + o

entsprechende Gitter. Da L,,..., L, die Determinante 1 haben, erhilt
man aus (7) fiir die Determinante d(4,) von 4,:
1

@ )= [ [ srran

Da 4, beziiglich o symmetrisch ist, folgt aus (8), daBl 4, fir jeden der
Bereiche

1—é&,

My

My, W, .
10) [[mthl <t@—e),  [[loe—hl< t(1=a), b=1,2,..
zuldgsig ist. Insbesondere ist 4, zulissig fiir

nm-—u < 1— .

Da g — 0 bei r — oo, enthilt 4, fiiv alle hinreichend grofien » keinen von
o verschiedenen Punkt im Whiirfel

H[mk+1|<l—s, und

o] < (L+(1—e)),  k=1,...,n

(siehe Woods [58], Seite 632) und damit jedenfally keinen von o verschio-
denen Punkt im Wiirfel o) < 1, % = 1,..., n. Da die Determinanten der
Gitter 4, nach (9) nach oben beschrinkt sind, so gibt es nach dem
Auswahlsatz von Mahler eine konvergente Teilfolge der A, die gegen
ein Gitter A strebt. Nach (9) gilt

(11) ) ==
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und man zeigh genauso wie Woods, daB 4 fiir jeden der Bereiche

My, ., my, :
a2)  [letr<E o [Jle—b <75 b=12,..

1

zuldssig ist.
Wir fihren nun den Beweis indirekt. Sei fir alle h < 2(0-"2¢~!
my, = 6. Dann ist 4 jedenfalls fiir folgende Bereiche zuléissig.

[[=+1 <1,  [[im—1<1,

¢ ¢ . g
(13b) [ lo+nl < e []e—ni < o 9 < b 20PN

(13a)

denn diese Bereiche sind Teilbereiche der in (12) angegebenen Bereiche.
Sei K durch die folgenden Ungleichungen definiert:

ifn
14a || < ———e F=1,...,n
( ) k mll/"l/,? 1 ] y 10y
n 1/n
¢ n
4 z —
(14b) 21 <

Wegen m, = ¢ ist
oHm _
2———= < V2.
mil™ Y2
2K liegt daher im Wiirfel |w| < V2,% =1, ...,n. Dieser Wiirfel und
damit 2K liegt aber — abgesehen von o — in der Vereinigungsmenge
der beiden in (13a) angegebenen Bereiche (siche Woods [58], Seite 633),
fiir die A zuldssig ist. Daher ist A 2K-zulissig. Nach (14b) liegt 2K im
Bereich
c1/1'»
Z Je] < "mi/n W

und daher nach der Ungleichung vom arithmetigchen und geometrischen
Mittel im Bereich

: e
15 2
(15) [Tl <
Sei’ N = [20-"2 7] dann ist
(16) N1 >20-m2g1

Sei ¢ = (1,...,1) und
xn B=Ku (K+e)u... v (K+ Ne).


Pem


14 P. Gruber

Angenommen, es gibe zwei voneinander verschiedene Punkte v,3e¢l
mit §—yed, dann ist yeK-+le und geK-fme fir passende I,m mit
0<l,m<N.Istl=m,dann ist §—ye2K, im Widerspruch dazu, daﬁ
A 2K-zulissig ist. Ist | 5= m, dann gilt 3—9 2K + (m—1)e mit [m—1I] <
im Widerspruch dazu, daB 2K+ (m-—1I)e nach den bei (15) gemachten
Bemerkungen im Bereich

I_I [ — (m—1)| <—-—
my

liegh und A fiir den Bereich, der mit einem der in (13) angegebenen Berei-
che tibereingtimmt oder — im Fall m—1 = -1 — in einem dieser Bereiche
enthalten ist, zuldssig ist. B enthdlt daher keine zwei, voneinander ver-
schiedenen Punkte, deren Differenz in A liegt. Daraus folgt nach dem
Satz von Blichfeldt

(18) a(d) = V(B).

Wegen m; >c¢ gilt nach (14b) le¢2K,] = 1,2,... Da K konvex und

symmetriseh ist folgt (K -le) ~ (K4 me) = Q) fur l # m. Darang ergibt
sich mach (17) .
(19) V(B) = (N+1)V ().
Der Wiirfel S:
oM
(20) 0 <y < - 1/"1/2 E=1,...,n

hat die Ebenen
) t

By: 2%:0, By: ka 11"

als parallele Stiitzebenen. Sei §' der Teil des Wiirfels & dor zwischen
B, und

1/

-y ¢ [
1, - I — e,
171/;/2 : Z T = mi® 3

gelegen igt. Aus dem Hilfssatz 1 folgt

1 cl/ﬂ n C
V(8) 2 ———=] = - o-@typ2
*) Vz( 1/";/5) m12

8’ ist nach (14b) der im ersten Oktanten gelegene Teil von K. Daher ist

(21) V(E) = 2"V (8) > 20 O

My
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Aus (19), (16) und (21) erhilt man
1

™y

V(B) >

Nach (18) ist dann d(A4) > 1/m,, im Widerspruch zu (11). Bs muB algo
fiir ein b < 202671 gy, < ¢ sein. Damit ist der erste Teil bDewicsen.

Beim Beweis des zweiten Teiles beniitzen wir den folgenden Satz
von Hlawka [50]: Bs seien im R" n linear unabhiingige Vektoren a,, oy O
und eine positive Zahl V vorgegeben. Dann gibt es stets ein Parallel-
epiped P mit dem Volumen V, mit dem Mittelpunkt im Koordinatenur-
sprung o, dessen Seitenflichen die Normalenrvichtungen ay, ..., a, haben,
so daB die Anzahl der verschiedenen Gitterpunktpaare --q # o, welche
in P liegen hochstens A,V ist, wo

L 1y
W

Ay =

ist. Hin Gitterpunkt ist hier ein Punkt mit ganzzahligen Koordinaten,
algo ein Punkt des Fundamentalgitters A,.

Sei A ein beliehiges Gitter mit d(4) =1 und seien #,..., B, die
n Koordinatenebenen. s gibt eine Transformation v mit detr = 1, so
dafB A =77 4y ist. Sefena,, ..., o, Normalvektoren der Ebenen rH,, ..., tB,.
Sei V = 2™¢. Nach der im Satz 1 angegebenen Schranke fiir ¢ ist

" o (=n(n- 1)/2
(n!)2

und damit 4,V < 1. By gibt also ein Parallelepiped P vom Volumen V
und o als Mittelpunkt, dessen Seitenflichen die Normalenrichtungen
@y, ..., 8, haben, also parallel zu v8,,..., vH, sind und in dem , nur
0 enthélt. Wendet man 7! an, so ergibt sich: In dem, beziiglich o symmeti-
schen Parallelepiped +~'P mit zu ¥, ) oooy By parallelen Seitenflichen,
igt kein von o verschiedener Punkt von A enthalten. v—P hat die Form
fenl <y, & =1,...,n fiir passende Zahlen I,,..., I, mit 2™,...L, =V
= 2"¢. Durch eine geecignete Transformation ¢ von Dmgonalgesta:lﬁ .
mit defo = 1, kann man +~'P in den Wirfel |ms| < 204" k=1, ..., 7
iiberfiihren. und od igt fiir den Wiirfel zulissig.

Nun zum Beweis des zweiten Teils. Sel A dag, durch die Linearformen

-y Ly, erzeugte Gitter. Es ist d(A) = 1. Daher gibt es eine Diago-
naltransformation : : :

V<

s
o= ( l-.. ) mit  deto =8,...8, =1,
8n e .
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so daB o4 fiir
(22) log| < 2¢4%, k=1,...,n

zuldgsig ist. o4 wird durch die Linearformen s,L,,...,s,L, erzeugt.
2K’ gei der Bereich

(23a) ool < 264", *=1,...,n,

(23b) el < 201/’?% = oIy,

Eine analoge Volumsbestimmung wie bei K— wir wenden den Hilfssatz
mit ¢ = 1/2 an— ergibt

(24) V(E') > 2" .

Da oA fiir den Bereich aus (22) zuldssig ist, ist o4 ergt recht 2K'-
zuléssig. Wir betrachten die Konstanten ¢y, ..., 6q. Seic = (8,6, ..., $n0y).
Ist c<2K’, dann gilt nach (23b) 3 [syex| < ¢/"n und daher

n ol = n lsiex] < (Z—L::Efﬂ) <e.

Algo ist fiir 4 = (0,...,0)

[T+l = [ ]l <e.

In diesem Fall gilt also der Satz mit A= 1. Sei nun ¢¢ 2K’ und sei
N =[2"""¢"!]. Dann ist

(25) N4+1>2-"e

AuBerdem ist wegen der Konvexitit und der Symmetrie von K’ da ¢ ¢2K’
fiir ganze Zahlen I, m

(26) (K'+1c) A (K'+me) =@  fir 1 s£m.
Es sel
B =K o (K'+¢)u... v (K +Nc).

Dann ist nach (26) V(B') = (¥ +41) V(K’) und daher wegen (24) und (28)
grofer als 1. Nach dem Satz von Blichfeldt enthilt B' zwei, voneinander
verschiedene Punkte 9,4, deren Differenz in oA liegt. Sel peXK’+Ic,
3eK'+me und etwa 1 < m. Der Fall 1 = m ist ausgeschlossen, da sonst
3—9 2K’ —im Widerspruch dazu, daB ¢4 2K'-zuldssig ist. Sei also I < m.
Dann ist 5—9e2K'+(m—10)c. Wegen 0 <l <m ist L <m—I < N.

Es ist

@7 3—y—(m—1U)ce2K’,
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Da 3—yecd, gibt es ein ganzzahliges x-Tupel u, so daB 3—p
= (—8.Ly(t), ..., —8,Ln(w)) ist. Dann ist nach (27), (23b) und der
Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel

[1 Zew+m—val = [ [1seLn(u)+ (m—1)seca
<(Zl—skLk(u>—(m—Z>skchl ) —

w

Die Behauptung gilt also mit & = m—1. Damit ist auch der zweite
Teil des Satzes bewiesen.

2. Metrische Sitze fir # =2 und # = 5. Ordnet man die Ele-
mente einer reellen nXx#n Matrix 7 = (f3) lexikographisch, dann kann
als Punkt im R»* aufgefaBt werden. In der Menge aller reellen n X n Matri-
zen fiihren wir ein MaB durch das Lebesguesche MafB im R™ und eine
Topologie durch die Normdefinition

(1) Il = () )™

ein. Die singuliren Matrizen, die eine abgeschlossene Nullmenge bilden,
sollen im folgenden ausgeschlossen sein. Jedem System von der in Ein-
leitung (1) angegebenen Form werde die Matrix v = (ay) zugeordnet.
Da diese Zuordnung umkehrbar eindeutig ist, iibertragen sich die Begriffe
MaB und Topologie anf Linearformen.

SATZ 2. Sind m =1 und e > 0 gewdhlt, dann haben fir fast jedes Paar
Ly, L, von Linearformen die Ungleichungen

d
@) — g < Tt Lt o) < 2@+

fiir alle reellen ¢,, 6, unendlich viele ganezzahlige Lisungen. d ist dabei der
Absolutbetrag der Determinante von Ly, L,. Die Paare von Linearformen,
Jiir welche die Ungleichungen (2) nicht fir alle ey, ¢, ganseahlige Losungen
haben, bilden eine abgeschlossene, nirgends dichte Menge.

Die Aussage iiber die Dichte in diesem Satz stammt von W. Schmidt.

Sarz 3. Alle Aussagen von Satz 3 bleiben richtiy, wenn man anstelle
von (2) die Ungleichungen

d
(3) 0<(131+01)(132—1—02)<?-|—6; 0 < Li+e, 0< Lo

nimmd.

Dieger Satz steht in einem #hnlichen Verhdltnis zu einem Satz von

Davenport und Heilbronn [47], wie der vorhergehende zum Satz von
Minkowski.

Acta Arvithmetica XIIT1


Pem


18 P. Grubor

SATZ 4. Gilt die Vermutung fir die Dimensionen 2, ..., 0—1, dann
gilt sie in der n-ten Dimension jedenfalls fiir fast alle Systeme von Iine-
arformen.

Da die Vermutung bisher fiir die Dimensionen 2, 3 und 4 bewiesen
wurde, stellt dieser Satz eine Aussage fiiv # = § dar. Das folgende Irgeb-
nis gbammst von W. Schmidt [607] (Cor. 8. 517). Da die Abbildung = - v~
Nullmengen in Nullmengen iiberfithrt, kann man es in folgender Weise
augsprechen.

Hirpssarz 2. Sei n > 1 und 8 eine Borelmenge des R mit wnendlichem
Volumen. Dann enthilt fiir fast jedes v das Gitter vA, unendlich viele prim-
tive Punkie in S.

Ein Gitter A iiberdeckt den R* durch einen Bereich T (unendlichfach)
wenn das System

T4 A = {T+a, aed}

den R™ (unendlichfach) iiberdeckt. Die Augsagen: es gibt unendlich viele
(bzw. keine) Losungen von (2) oder (3) fiir jedes Paar ¢y, ¢, (bzw. fiir
mindestens ein Paar ¢y, ¢,) und v, itberdeckt den R" unendlichfach (bzw.
nicht) durch die Bereiche

d m
(4) T ——87@‘ < W0y < —8"(d+£)
oder
a
(5) T 0 < @my < ¢ 0 <y, 0 <ua,

gind #quivalent.

Hriurssarz 3. Die Menge der Matrizen =, fiir welche das Gitter 74,
den R™ durch einen offenen Bereich T diberdeckt, ist offen.

Fragen, die mit diesem Hilfssatz zusammenhingen sollen in einer
gpéteren Arbeit behandelt werden.

Beweis des Hilfssatzes 3. Sei v eine Matrix, so daB 7z, den R"
durch T fiberdeckt. Die Vektoren

b=ty eeerbun)y k=1,...,m
bilden eine Basis von 4, Das kompakte Parallelepiped
P:ib+oH5b, mit 0t <L, F=1,...,n

wird durch das System der offenen Mengen 7T'--a,aetd, iiberdeckt. Bs
gibt daher schon eine endliche Teiliiberdeckung

(6) T+a, 1=1,..,N, N>1.
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Sei
(7) G =ugb ..Uy, I=1,...,N
und
(8) U = Max |uy.
Es ist
w>=1.

Man wihlt nun & > 0 so, daB jeder Punkt von P eine ¢-Umgebung
besitizt, weleche ganz in einer der in (6) angegebenen Mengen Legt. Wir
zeigen, daf fiir jede Matrix =’ mit

&

(9) o=l < 5

7'A, den R durch T iiberdecks. Sei 7' eine solche Matrix. Tiir
b;az(timu-;t;}k)y 76=1,.V..,n

gilt

' &
(10) |bk”BIa|<W, k=1,...,n

nach (1) und (9). Daher ist fiir
O = Ugh ... dUumbperd,, 1=1,...,N
nach (7) und (8)
(11) lg—a| <e/2, 1=1,...,N.
Sei P’ das Parallelepiped
GO b b mib 0t <1, E=1,...,n.

Ist ¢" = 3,b{+ ...+ 1,0, ¢P’ beliebig, dann ist p = ¢,0;--...+ b, eP und
es gilt nach (10)

(12) E—1'| < ef2u <ef2,

t liegt samt seiner e&-Umgebung in einer der Mengen aus (6), etwa T-+a;.
Aus (11) und (12) folgt ¢’ « T --a;. By iiberdecks also das System

T+a, 1=1,...,N
P’. Damit tiberdeckt T+ 4, erst recht P’ und daher den R
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Beweis des Satzes 2. Auf jeden der folgenden Berciche:

€
80 <o, < 5 2z >1,
€ ~,
(13) 80 < wmy < TR vy >1,
& & ) 0
Si: k'§ < Wy < (k—|—1)-—-§, oy >1, k=1,2,..
wendet man den Hilfssatz 2 an. Da die Vereinigung abzéhlbar vieler
Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, so ergibt sich, daf fiir fast alle
7 74, unendlich viele primitive Punkte in jedem der Bereiche aus (13)
enthiilt. Sei = eine solche Matrix. Wir zeigen, dafl =4, den R? unendlich-
fach durch 7" (siehe (4)) itberdeckt. Sei &’ so gewihlt, dafl
m & , e m
' —d /e 1)— < —(d
(14) 2c7<708<(k+)8<2(+e)
ist. Seien
Pi = (P y Pai)eTho ~ Sy 4 =1,2,...

primitiv. Gibt es fiir unendlich viele p,; eine obere Schranke, dann liegen
in einem beschréinkten Teilbereich von 8. unendlich viele Gitterpunkte.
Dag ist unmoglich; daher ist

(15) limpy = + o0,  limp,; = 0.
A—~+00 1—>00
Sei

8 0
o= (oi s;l)" >0, debo; =1

so gewihlt, daf fir ein passendes q; = (g;, ¢;) gilt
(16) o = (8iPiy 8 Dar) = (i) 40) -
Wegen p;e8), der Definition von 8y in (13) und (14) ist

m m
(17) 5 4 < Pupu = q%<7(d+e)-

Da q; ein primitiver Punkt von o;v4, ist, iiberdeckt oy, den R? durch
das Rechteck

R |+ o] < @iy |8 — 1) < 3
qi
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Daher iiberdeckt w4, den R* durch

Py =07 'Ry [ssw+ 87 2] < ¢y |8y — 87 ] < e
i

Wegen (16) und (17) liegt P; im Bereich

(18) (1] K< Paiy  [@e] < poi.

Nach der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel
liegt P; im Bereich

72 qz

%
— ey < Wyl < —
16g$< W <

und daher nach (17) in 7". Man erhilt also eine Folge von Bereichen
P, Py 2 1Y,

von denen jeder den R* durch 74, iiberdeckt.

Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent: A iiberdeckt den R"
durch einen Bereich I' (unendlichfach) und: zu jedem ¢eR™ gibt es ein
¢oeT (unendlich viele ¢;e’), 5o daB ¢ = ¢o(A4) (¢ =¢;(A)) gilt. Dabei bedeu-
tet ¢ =Db(4),c—bed.

Sei nun ¢eR? und sei erstens ¢ zu keinem Punkt einer Koordinaten-
achse modulo 4, kongruent. Da.rd, den R® durch P, iiberdeckt, gilt

¢ = ¢ (rdy)  fiir ein ¢, ePy = TV,
Da ¢; = (¢, ¢5;) auf keiner Koordinatenachse liegt, ist [y >0 und
daher nach (15) py; << [ey | filr i >4, Da P; in dem in (18) angegebenen
Bereich liegt, ist
(19) ¢ ¢P;  fiir  © =,
Da 74, den R* durch Py, iiberdecks, ist

¢ = Cp(vdy)  filr eln ¢ ePp < 1V,
Nach (19) ist
¢y 3 €y
Man erhilt aut diese Weise eine Folge von Punkten

Crylay ... 1" mit ¢ = c(vdy), ¢ ¢ fir ¢ ],

Sei zweitens ¢ kongruent zu einem Punkt auf einer Koordinatenachse,
etwa

C=G(rdy), €y = (e, 0).
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Seien

it
=
s

1= (1, ru)erdo ~ 8
primitiv. Dann gilt wie oben fiir die p;
limr " = -+ oo,

00
Daher ist 744 > ¢4 T 4 > 4. Sei ¢ > 4. Dann ist nach (13)
0 < (g 70a) (04 7a0) < 2ryry < /8
wegen 1;e8'. Also ist
G =G+ e28 1" mit ¢ =c(vdy), GG flr 9.

Die beiden Falle zusammen ergeben, daB v, den R? unendlichfach
durch 7" iberdeckt. Damit ist der erste Teil gezeigt.

Die Menge der Matrizen v, fiir welche 14, die Ebene durch dle offene
Menge T iiberdeckt ist nach Hilfssatz 3 offen. Das Komplement diesex
Menge ist abgeschlossen und hat nach dem Beweis des ersten Teiles des
Satzes jedenfalls das Ma8 0 und ist daher nirgends dicht.

Beweis des Satzes 3. Die Beweise der Sitze 2 und 3 sind recht dhn-
lich. Wir unterdriicken daher hier die Details. Im Bereich

S: 0 <mmy < e, 2, >1

enthilt nach Hilfssatz 2 fir fast alle v 74, unendlich viele primitive
Punkte. Sei 7 eine solche Matrix und

PiyPoy v ez~ 8
primitiv. Dann ist
(20) mpy; = + o0, limp, =0.
oo o0

Sei P; das Polygon samt seinem Inneren, dessen Kckpunkbe die folgen-
den Punkte (in dieser Reihenfolge) sind:

0,0, (=20, (% +wipa) (@2
y V), 200 )’ 2pa Diiy Do}y DPris Pat)y

d
(1711; +pu)7 (Oa Eﬁ)a (0, 0). .

' d
Die Strecken von ( @ ,0) nach (0,0) und von (0, 0) nach (0,»-—»~--)
2p3 2pu

werden nicht zu P; gerechnet. 7., iiberdeckt den R* durch P; und es ist
P; c I, P; liegt im Bereich

d
(21) 0<w1<%+}7m 0<mg<21

hm@
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Zu einem ¢eR? gibt es ein ¢, eP; mit ¢ = ¢, (vd,y). Fiir alle ¢ > 4, ist wegen
(20), da P;in dem in (21) angegebenen Bereich liegt ¢;¢P;. s gibt dann
ein ¢yeP;, mit ¢ =¢ 2(z4,) und ¢, 5% ¢, usw. Man konstruiert wieder eine
TFolge von Punkten und erhilt schlieBlich, daB 74, die Ebene durch 7'
unendlichfach iiberdeckt. Den zweiten Teil des Beweises tibertrigt man
wortwortlich, wobei anstelle von 7"71"" zu nehmen ist.

Beweis des Satzes 4. Wendet man den Hilfssatz 2 auf die Bereiche
1
“7;'7
an und verwendet, daf die Vereinigung abz@hlbar vieler Nullmengen
wieder eine Nullmenge ist, dann ergibt sich, daB fiir fast alle v 74, unend-
lich viele primitive Punkte in jedem S enthélt. M.a.W. fiir fast jedes
System von Linearformen hat die Ungleichung

Spe @y w| < k=1,2,...

_ 1
e Tl <=
u

fiir jedes & unendlich viele nicht triviale gamnzzahlige Loisungen. D.h.
fiir fast jedes System von Linearformen ist

(22) inf|Ly...Ly| = 0,
wobei das Infimum iiber alle ganzzahligen Werte (4, ..., %) 55 (0, ...,0)
zu erstrecken ist. .

Nach Birch und Swinnerton-Dyer [56] (Lemma 7, 8. 32) gilt fol-
gendes: Ist die Vermutung von Minkowsgki big zur (n—1)-ten Dimension
richtig, dann gilt sie in der n-ten fir alle Systeme Ly, ..., L, von Linear-
formen fiir welche (22) gilt.

Zusammen mit dem obigen Resultat ergibt dieser Satz die Richtig-
keit unserer Behauptung.

Bemerkung 1. Ist f eine Digtanzfunktion, so daf der Bereich f < 1
unendliches Volumen hat, dann zeigh man ganz analog, daf fir fast alle +
das homogene Minimum von f beziiglich v/, gleich 0 ist.

Bemerkung 2. Bs ist zu vermuten, daf man nach Ausschlufl einer
Nullmenge die Konstante 27" in der Vermutung durch wesentlich kleinere
Konstante ersetzen kann — wahrseheinlich dureh Kongtante < 27

3. Ein Satz fiiv groBes 5. Wir betrachfien nun nur Gitter und
Matrizen mit der Determinante 1. Ist 4 go ein Gitter, dann versteht
man unter der »-Umgebung von /A die Menge aller Gitter

T4 mit  fr—o <.
Dabei ist ¢ die Binheitsmatrix. Damit wird die Menge der Gitter des R
zu einem topologischen Raum. Auf diesem Raum kann man nach Siegel
ein MafB u ecinfilbren, so daB der Gesamtrawm das MaB 1 hat.
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Kquivalent zu der in der Einleitung angegebenen Formulierung der
Minkowskischen Vermutung ist die folgende: Jedes Gitter 4 iiberdeckt
den R™ durch den Bereich

(1) @y ) <277

und das Gleichheitszeichen ist nur in einem bestimmten Fall erforderlich.
SArz 5. Ist n > N, dann gibt es eine mefbare Menge (F von Gittern mil

M(G) > 1 — e—o,zwn’
s0 dap jedes A¢G den R" durch den Bereich

nen!

|(/I71. . .a’«",,,‘ < e
"

iiberdeckt. Weiters gibt es zu jedem Ae@ eine r- Umgebung mit
1 e
r o= ——:(—- —1)0,1, On — 1 bei m — oo,

so0 dap jedes Gitter aus einer solchen Umgebung die Vermutung erfilllt,

Ist A ein Gitter mit der Determinante 1 und 7' ein mefBbarer Bereich,
dann versteht man unter der Dichte 8(1', A4) das Volumen des von T4
iiberdeckten Teils eines Grundparallelepipeds von A. Aus dem Satz 10*
von W. Schmidt [59] (8. 212) ergibt sich unmittelbar der

HIrrsSATZ 4. Ist T ein beschrankter Bereich vom Volumen V < n—1,
dann gibt es 2u jedem e >0 ein N (¢), so dap fir alle n > N (&) gilt

[or, Hap=1—¢T 1R
mit
IRY) < VPR ) e,

HivessArz 5. Uberdeckt A den R* durch einen Beroich 2K < 8, liegt
2K in [t] < m und ist d der gewshnliche Abstand von 2K vom Rand von
8, dann iiberdeckt vA den R™ durch 8 fiir alle v mit

a
le—dl < P

Beweis. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir jedes

EER”'
i1 = (D (Y e[ < (3 at)” (28" = el

3 k
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Sei 7 eine Matrix mit |v— | < d/m, dann ist fir re2K
d
lr—tl = l(v—otl S fellip—ell < mme =,

d.h. aus 2K folgt 718 und damit 72K < 8.
Uberdeckt A den R" durch 2K, dann {iberdeckt 4 den R" durch 72K
und daher durch 8§, soferne ||z — | < d/m ist.

Beweis des Satzes 5. Ist # Losung der Gleichung ze®*! = 1, dann
ist & > 0,279. Daher ist fir n» > N,

(2) 20 e-a:n < 6——0,279n'

Wir wenden nun der Hilfssatz 4 mit ¢ = 1 an. Sei 7' = K ein konvexer
symmetrischer Bereich vom Volumen V = an. Sei K’ = (an/V)"K. K
ist ein in K enthaltener, konvexer, symmetrischer Bereich vom Volumen
V' =an. Sei n>N =max(¥,, N(1)), dann ist

[0, Ayap > [ (K", A)dp = 1— ™™ (1— R¥)
mit
IR*| < (@n)" ' "™ M1+ 1)+ 1 = o™ (@™ )24+ 1 < 9.
Algo ist
1— 61— R*) >1—106""" > 1 — $¢~ """
nach (2). Daher ist
f O(K, Aydu >1— e 0™,

Da 6(K, A) integrierbar ist, ist die Menge G der Gitter A mit 6(K, A)
> 4 meBbar. Bs ist 0 < §(K, A) < 1. Daraus folgt

1 u(@)+ u(Kompl. @) > [ (K, A)ip > 1— fe".
Da der Gesamtraum das MaB 1 hat, ist ‘

(@) + 31— u(@) > 1—F6~ 00",
oder
(3) w(G) >1— gm0

Ist Ae@, dann folgt aus der Konvexitit von K und aus 0(K, 4) > %,
daB A den R" durch 2K iiberdeckt (siehe z. B. Rogers [58], S. 211 unten).
Sei speziell X der Bereich

2 ) < ‘ﬁ/;f’?
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mit ¥V = n. Dann gilt fiir ¢ die Ungleichung (3). 24 liegt in

Daher iiberdeckt jedes Ae@ den E" durch diesen Bereich. Auf unseren
" speziell gewihlten Bereich 2K wendet man den ILilfssatz 6 an. N sei der
in (1) definierte Bereich. Hs ish

d= l/n(}— - 'f/,m)z =

W .
y M s Vaenl.
2 n

LD.;aJmit ist nach der Stirlingschen Formel

1 1 1 /e _
d - /n ——— = —~:(— —1) Cpy  Cp =>1 el 2~ oo,
M Y 2 Vno Va\2

Ist Ae@, dann iiberdeckt v/ den R™ durch 8 fiir alle v mif
1
Vi

erfiillt also die Vermutung von Minkowski.
Fiir die ausfiihrliche und genaue Korrektur danke ich dem Referenten
recht herzlich.

o ¢
[lr—| < e r (E ——l) Cyy Oy > 1 el w > 0o,
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