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Ein homogen wilder Knoten
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H. G. Bothe (Berlin)

1. Einleitung Ist 4 eine Teilmenge des dreidimensionalen euklidi-
schen Raumes E° und % ein Autohoméomorphismus von 4, d.h. ein
Homo6omorphismus von A auf sich, so soll h auf E® fortsetzbar genannt
werden, falls es einen Autohomdomorphismus von ganz E* gibt, dessen
Einschrinkung auf 4 mit % iibereinstimmt. Ist z.B. 4 = K eine einfach
geschlossene zahme Kurve, so lassen sich alle Autohomdomorphismen
von K bzw. alle orientierungserhaltenden Autohoméomorphismen von K
auf E? fortsetzen, je nachdem K einen invertierbaren oder nicht invertier-
baren Knoten reprisentiert. (Eine einfach geschlossene Kurve K in B?
heilt zahm, falls es einen Autohom@omorphismus von E® gibt, der K auf
ein Polygon abbildet. Eine nicht zahme einfach geschlossene Kurve wird
wild genannt.) Komplizierter wird die Situation, wenn man wilde einfach
geschlossene Kurven betrachtet. Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine wilde

.einfach geschlossene Kurve K zu konstruieren, bei der jeder Autohoméomor-

phismus auf E® fortsetzbar ist. In einer folgenden Arbeit soll eine wilde
einfach geschlossene Kurve K angegeben werden, bei der sich nur die
identische Abbildung auf E? fortsetzen 1a8t, die also die Eigenschaft hat,
dafBl jeder Autohomdomorphismus von B3, der K als Gesamtheit festliBt,
die Kurve K sogar punktweise festlassen muB.

Allgemeiner kann man die hier aufgeworfene Frage etwa so for-
mulieren: Es sei K, der Einheitskreis und @, eine Gruppe von -Auto-
homéomorphismen von XK,. Wann kann man eine topologische Ein-
bettung f von K, in E® finden, bei der fK, wild ist und sich genau die
Autohomoomorphismen aus fG,f " von fK, auf E° fortsetzen lassen?

Die oben angekiindigten Ergebnisse beantworten diese Frage po-
sitivin den beiden extremen Fillen, wo @, die volle Autohomdomorphismen-
gruppe von K, ist oder nur aus der identischen Abbildung besteht. Be-
kannte Beispiele von wilden Kurven zeigen, daB die Antwort z.B. auch
dann positiv ausfillt, wenn @, aus allen Autohoméomorphismen besteht,
die endlich viele vorgegebene Punkte festlassen. Interessant wire es zu
wissen, welche Antwort man erhilt, wenn G, die Gruppe aller Rotationen
von K, ist (1). Eine weitere Frage ist, ob man bei méglicher Fortsetzung

(1) Die Antwort ist auch hier positiv. (Zusatz bei der Korrektur.)
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aller Autohomdomorphismen aus fGof™ anf E* diese Fortsetzungen go
wihlen kann, daB ein topologischer Isomorphismus von @, in die Gruppe
aller Autohomdéomorphismen von B* entsteht.

Zu den in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen sei folgendes
vermerkt: F? ist der dreidimensionale euklidische Raum, den wir guf
ein festes Cartesisches Koordinatensystem beziehen, so daf man die
Punkte aus FE°® als Zahlentripel (&, &, &) ansehen kann. Der Abstand
in BP sei mit ¢ bezeichnet. Ist X eine Teilmenge von TP, so sei §(X) der
Durchmesser und U(X, ¢) die ¢-Umgebung von X. Unter einer n-Poly-
zelle (n =2, 3) verstehen wir ein in I7® gelegenes zur Kreisscheibe bzw.
zur Vollkugel hombomorphes Polyeder. Ist M eine Maunigfaltigkeit, so
bezeichnet Bd M und Int M immer den Rand bzw. die Menge der in-
neren Punkte von M im Sinne der Theorie der Mannigfaltigkeiten. Ist X
eine Teilmenge eines topologischen Raumes T, so sei X die abgeschlossene
Hiille von X in T. Unter {z; H(x)} verstehen wir die Menge aller Tle-
mente z, fiir die die Aussage H(x) zutrifft. Schlieflich bezeichnen wir
mit I das Einheitsintervall [0, 1].

2. Einige Hilfssiitze. Wir formulieren hier vier Hilfsséitze, deren
Beweise am Schlufl der Arbeit ausgefiihrt werden.

Hrurssarz 1. Hs sei K eine einfach geschlossene Kurve in B° mit
folgender Bigenschaft:

Sind p, q swei verschiedene Punkte auf K, B ein von p und q begrenzter

Teilbogen von K und &> 0, so gibt es einen Homdoomorphismus h von B
auf sich mit

() hEK = K ,
(b) e(hp,q) <=,
(e) he=w fir ©eE-U(B,s).

Uniter diesen Vorausseteungen 1apt sich jeder orientierungserhaltende Homdo-
morphismus von K auf sich zu einem Autohomsomorphismus von B fort-

setzen, der auferhald einer vorgegebenem Umgebung U von K die Iden-
titdit ist. .

Hrvessarz 2. Bs sei M eine topologische Moannigfaltigheit (nicht not-
wendig kompakt) mit dem nicht leeren Rand R = Bd M, A eine offene
Teilmenge von B und U eine Umgebung von A in M. Ferner sei hy ein
Autohombomorphismus von R, der auf B = R—A die Identitit ist und der
auf ganz B 2ur Identitit isotop ist bei einer Isotopie H: Rx I >R, die auf B
konstant dst. (H ist also eine stetige Abbildung von R xI in R, die fiir
jedes feste ¢ € I einen Autohoméomorphismus ko= H (x,t) von R liefert
und bei der fiir alle b e B stets H(b, )= b gilt). Dann kann man hy 2u

einem HomGomorphismus h von M auf M ausdehnen, der aufBerhald U die
Identitit ist.
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HILrssaTzZ 3. Es sei Z eine 3-Zelle und C eine kompakte Teilmenge
von Z, fir die O ~BAZ aus hochstens zwei Punkten besteht. Ist dann f ein
orientierungserhaltender Homéomorphismus von 7 auf sich, der auf ¢ ~ BAZ
die Identitdt ist, so gibt es einen Autohombomorphismus h von Z, der auf
BAZ mit | dbereinstimmt wnd auf C die Identitit ist.

Hrirssatz 4. Hs sei Z eine 3-Polyzelle und Z; (i=0, 1, +2,..)
eine Familie von 3- Polyzellen mit folgenden Figenschaften:

(a) Z; CIntZ,
(b) Zi ~ Ziy = Dy ist eine 2-Polyzelle,
(e) : ZinZy=0 fir [i—j| > 2,

(a) Bs gibt zwei voneinander verschiedene Punkte a, e auf BdZ, so dap gilt

limsupZ; = e,

i—>+00

limsupZ; = o .

Weiter seien fir i=0, £1, 12, .. f; orientierungserhaltende Homdo-
morphismen von Z; auf Z;., mit

(e) fiDi= Dy,  fiDsy = Dy,

(f) fiz=finw fir zeD;.

Dann gibt es einen Autohomdomorphismus g von Z, der ouf BAZ die Identitit
ist und auf Z; mit f; iibereinstimmd.

3. Wiirmer und Ringe. Ein Wurm 2 ist eine endliche Folge

(Zy ...y Zy) von 3-Polyzellen, fiir die gilt:

(a) n> 3 ,

(b) Z; ~ Zyyy = Dy ist eine 2-Polyzelle
(e) ZinZij=0, falls }i—j]=2.

Z, heift der Kopf von I und Z, der Schwanz von IW. Ist W ein Wurm,
so ist |W| = Lﬂj Z; eine 3-Polyzelle. Wir sagen, da8 ein Wurm 2B
i=1

= (Zy, ..., Zy) in eine 3-Polyzelle Z eingespannt ist und dort den Kno-
ten » reprisentiert, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Zy e 0 Ty CIntZ, 7w Zy C 7,

(b) Dy=BAaZ ~ Z, und D, = BAZ ~ Z, sind zu D, und D, disjunkte
2-Polyzellen,

(e) Ist 8 eine in || unverknotete orientierte Sehne, die von einem
Punkt aus D, zu einem Punkt aus D, verliuft, so reprisentiert S in Z
den Knoten x.

(Siehe hierzu [6]. Aus den Ergebnissen dieser Arbeit folgt leicht, daBl der

Knoten » durch 2B eindeutig bestimmt ist.)
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Ein Ring ist eine Folge R = (Z, ..., Z,). von 3-Polyzellen (r > 4),
bei der fiir jedes ¢ (1< ¢<7) die Folge (Ziy1, ..y Zry %y, oy Zsy) ein
Wurm ist. Ein Teilwurm eines Ringes ist ein Wurm, der nur aus Zellen
dieses Ringes gebildet ist. Fiir einen Ring R ergibt die Vereinigung

*
IR| =\ Z; der zu R gehorenden Zellen einen Vollring im Sinne von [7],
i=1

der durch die Anordnung der Zellen von R eine Orientierung erhilt und
daher in F® einen Knoten reprisentiert. Fiir eine spiitere Anwendung
machen wir noch folgende Bemerkung:

(A) Ist R = (4, ..., Z,) ein Ring und K eine zahme einfach geschlossene
orientierte Kurve in |R|, die eine der 2- Polyzellen Zy ~ Biyq (=1, ..., r—~1)
oder Z, ~ Z, in genaw einem Punki schneidet und durchstéPt, so ist das
Geschlecht des von K reprisentierien Knotens nicht kleiner als das des von R
reprasentierten Knotens.

Der Beweis hierfiir folgt sofort aus [7] Seite 192, wenn man bemerkt,
da8 man nach [3], {5] jede zahme ecinfach geschlossene Kurve beliebig
nahe durch ein gleichverknotetes einfach geschlossenes Polygon approxi-
mieren kann.

4. Konstruktion von K. Wir konstruieren hier in E? eine ein-
fach geschlossene Kurve K, von der spiiter gezeigt wird, daB sie wild ist
und daB sich jeder Autohomdéomorphismus von K auf B* fortsetzen liBt.
Dazu fiihren wir zunichst folgende Bezeichnungen ein: '

Q= {(‘517 &y &)3 |81 < 1}, B, = {(&1y &, &); &= T} y
QH:Q’\TEJOEH Q+=Q’\ L‘;JOETJ

D =QnB., D=Qn~B, D'=QAI.

o sel die Spiegelung von E® an der Ebene By, d.h. es gilt o(&, &, &)
= (=&, &, &). .

Es ist nicht schwer, in @ einen Wurm I~ = (Zyy ooy Zn) und fiir
1< ¢ < m je einen orientierungserhaltenden semilinearen ITomoéomorphis-
mus g; von § auf Z; zn konstruieren, so daf die folgenden Bedingungen

erfiilllt sind:
(a) I reprisentiert in Q7 einen micht trivialen Knoten x.

(b)  Seteen wir Dy= Z, ABAQ™, Dy = %; Ziry ($== 1, ey m—1), Dy
= Zmr BAQ™, so gilt

Dy CInt D™, D, C IntDe.
() olpew, piy) < do(w,y) (2,yQ).
(d) pD" =Dy, @D =Dy (i=1,..,m).
(e) P2=gip108  (@eDT, i=1,..,m-1).
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‘Wir setzen
W = (Zyy ey Zmy Zmi1y vy Bom)

wobel Z; = 06Zam—i41 (M < i << 2m). W ist dann ein Warm in @, der dort
den nicht trivialen Knoten A= x-x' repriisentiert, wobei »' den aus s
durch Spiegelung und Umorientierung hervorgehenden Knoten bezeichnet
(siehe [6]). Entsprechend sei g; = ogam—:110 (M < i < 2m) ein orientierungs-
erhaltender semilinearer Homéomorphismus von @ auf Z;. Es gelten
dann die Eigenschaften (c), (d), (e) auch fiir > m, wenn man die D; (i > m)
nur entsprechend definiert. Zur Abkiirzung sei 2m = n gesetat.

Sukzessive definieren wir nun eine Folge !, W2, W2, ... von Wiir-
mern in @ indem wir

W = ‘Pl%i, ‘Pz%i; ooy pa T’
setzen; d.h. es sei W't der Wurm, der entsteht, wenn man die (in Z;

gelegenen) Wiirmer g, zu einem Wurm in ¢ aneinanderreiht. Induktiv
sieht man leicht, daB die Wiirmer I8° die folgenden Eigenschaften bezitzen:
(1) Die Zellen von W3° haben hichstens den Durchmesser 2771 /3.

(2) w reprisentiert in Q einen Knoten /P

(3) Bsist o' = |W1.

mit Lim j(i) = + oco.

00

Aus (1) folgt, daB L = {20] |98%| ein Bogen ist mit einem Endpunkt a in
i=1

IntD” und einem Endpunkt b in IntD¥, der aber sonst ganz im Innern
von ¢ verliuft. Aus (3) folgt weiter oL = L. Als weitere wichtige Eigen-
schaft der Wiirmer I’-vermerken wir: Ist Z eine Zelle aus MW, so gibt: es
einen ' orientierungserhaltenden semilinearen Homéomorphismus von @
auf Z, der Produkt gewisser Homdomorphismen ¢; ist. Dieser Homéo-
morphismus ist durch Z eindeutig bestimmt und soll mit gz bezeichnet
werden. B§ gilt ¢zL = L ~ Z. Denken wir L von a nach b orientiert, so
ist pz|z eine orientierungserhaltende Abbildung von L in sich.

Ist Z eine 3-Polyzelle und L* ein orientierter Bogen, dessen End-
punkte auf BdZ liegen, der aber sonst ganz im Innern von Z verlduft,
50 nennen wir L* eine 1”°-verknotete Sehne von Z, falls es einen orientierungs-
erhaltenden semilinearen Homoomorphismus & von @ auf Z gibt, der L
unter Beachtung der Orientierung in L* iiberfithrt. Der Punkt ha heillt
dann Anfang und der Punkt hb Ende von L*.

Spiter werden wir die folgende Bemerkung anwenden:

(B) Sind Z,, Z, =zwei 3-Polyzellen mit den 1”-verknoteten Sehnen
L,,L, und ist g ein orientierungserhaliender Homéomorphismus wvon Z,
auf Z,, der Anfang und Ende von L, in Anfang bzw. Ende von L, iiber-
fiihrt, so gibt es eimen orientierungserhaltenden Homoomorphismus g’ von Z,
auf Zy, mit g'Ly = L, und g'z = go fir © ¢ BdZ;.
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Der Beweis folgt leicht aug dem Hilfssatz 3, wenn man daran denkt,
daf es ja via @ einen orientiernngserhaltenden Homdéomorphismus g¢*
von Z, auf Z, gibt mit ¢*L; = L, (man setze im Hilfssatz 3 einfach
f=g0"" Z,~%,, C=L, und ¢’ = hy*).

Es sei

P = (&, b &) I8 < 1, 160 < 3}

T ist also ein zum Volltorus homdéomorphes Iolyeder, das sich in die
beiden 3-Polyzellen T7 = T ~A Q" und 77 == T ~ @~ zerlegen liBt. Der
Durchschnitt T ~ T~ besteht aus zwei Rechtecken, die so mit 7 baw. I,
bezeichnet seien, daB (0, —%, 0) in I, liegt. Mit. @ Dezeichnen wir die
Drehung des B® um die &-Achse mit dem Winkel = Bs gilt also 977
=T, 9T = T" und 9F, = F,, 91, = F,. Weiter Dbezeichnen ‘wir mit ¢
einen fest gewihlten orientierungserhaltenden semilinearen Homoéomor-
phismus von @ auf I'*, der D™ auf F, und D" auf I, so abbilden moge,
daB

und = QP

o'y = por

gilt, wobei ¢ die Spiegelung an der & — &-Ebene ist (o war die Spiegelung
an der &,—§&;-Ebene). Hieraus folgt

Py = oo'yr = oyox .
Ist x e D™ oder z ¢ D", so gilt inshesondere
Dy = pow .

Wir betrachten nun fir ¢=1,2,.. die Wirmer »2° in 7" und
die Wiirmer 9p%* in 7~. Die Konstruktionen waren so ausgefiihrt, daB
durch Aneinanderreihen dieser beiden Wiirmer ein Ring R = »5°, 9y28°
entsteht. Bezeichnen nimlich D, bzw. D, die in D~ baw. DT gelegenen
Teile von |I8% ~ BAQ, so gilt oD, = D, und damit dpD, = gDy, SypD,
= pD;. Da 9’ in T* und dpMW' in T~ jeweils den Knoten 2"” reprisen-
tieren, reprisentiert der Vollring R in B® den Knoten 2¥“, Die Durch-
schnitte

ot = ﬁ WO = 9L, O = [ 10| =

mit den mittels p bzw. dp von L her iibernommenen OQrientierungen.

sind A7-verknotete Sehnen in 7% bzw. 7™, Wir definieren die zu kon-
gtruierende Kurve K als

K=0"00 =R,
=1

Die von CF wnd ¢~ in X indusierten Orientierungen stimmen {iberein,
so daB K auf natiirliche Weise orientiert ist.
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Ist Z eine Zelle von ¢I8° und % = vZ', wo Z’ eine Zelle von M°* ist,
80 801l ypz mit pz bezeichnet werden (pz ist der oben definierte Homoo-
morphismus von @ anf Z’). Ahnlich sei fiir jede Zelle Z aus 9pdB* die
Abbildung dygpz mit gz bezeichnet, wobei Z' jetzt die Zelle aus 93° ist,
Tiir die 9pZ' = Z gilt. Fir jedes Z aus R®* ist dann ®z ein orientierungs-
erhaltender semilinearer Homéomorphismus von @ auf Z. Dabei gilt
pzli=K ~Z,50 daB K ~ Z bei der mittels gz von L her iibernommenen
Orientierung eine A -verknotete Sehne von Z ist. Diese Orientierung
stimmt mit der von K auf K ~ Z induzierten Orientierung iiberein.
Inshesondere ist mit der Orientierung in jedem Bogen K ~ Z ein Anfang
und ein Ende ausgezeichnet. Es ergibt sich hieraus die folgende Bemer-
kung:

(C) Ist ZeR' und Z* <R’ (j >14) und gilt weder Z ~ Z* =0 noch
Z*C Z, so ist Z ~Z* eine 2-Polyzelle. Der Durchschnitt Z ~ Z* ~ K
besteht dann aus einem Punkt, der entweder Anfang von K ~ Z und Ende
von K ~ Z* oder Ende von K ~ Z und Anfang von K ~ Z* ist.

5. K ist wild. Wir nehmen an, X wére zahm. K erfiillt dann bzgl.
eines jeden Ringes R* die Voraussetzungen der Bemerkung (A) vom
SchluB des Abschnittes 3. Es ist also das Geschlecht g(») des von K re-
prisentierten Knotens » nicht kleiner als das Geschlecht g(lzi(ﬁ) des
von R° reprisentierten Knotens A, Nun gilt g () = 25(i)g(1)
(siehe [6]), und da A nicht der triviale Knoten ist, muB g(A) positiv sein.
Wegen j(¢) >oo (¢ —>oco) miiBite das Geschlecht von » unendlich groB sein,
was der Zahmheit von K widerspricht. :

6. Die orientierungserhaltenden Autohoméomorphismen
von K lassen sich auf E* fortsetzen. Um das zu zeigen, weisen
wir nach, daB K die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 erfiillt: BEs seien
also p, ¢ zwei verschiedene Punkte aus K, B ein von P und ¢ begrenzter
Teilbogen von K und &> 0. Wir wihlen ¢ so groB, daB alle Zellen aus R’
einen kleineren Durchmesser als ¢ haben und es einen Teilwurm

B = (23, ..., Z7)
von R* gibt, fiir den gilt
B CInt|B, B C U(B,¢).
Die Menge |B° ist eine 3-Polyzelle, und K ~ |B°| ist ein Teilbogen von K.
Ist j =1, so sel

B = (2, ..., Z,’:,) (rj = rof)
der Wurm bestehend aus allen in |B°| enthaltenen Zellen von R, und

zwar sei die Reihenfolge dabei so gewihlt, daf der Kopf von B im Kopt
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von B° liegt. Da jede Zelle aus R* genan n Zellen aus R*** enthils,
haben wir

B A zl= 2o o2
1874 ~ 2y = 2w o 2
Wir setzen
By = (28, ..., Zr-a),
By = (Zhyy Z)y D= (Bhowin, oy L) (1)

.
und schreiben die Folgen By (—oo < k < --o0) folgendermalBen hinter-
einander

vy Bgy, Bs, By, By, By, By, By, ...

Es ergibt sich eine nach beiden Seiten unendliche Folge von 3-Iolyzellen,
die wir irgendwie mit

ey Z_a, Z_z, Z..], Zo, Zl, Zg, aee

bezeichnen. Man sieht dann leicht, dafl diese Zellen Z; bzgl. der 3 - Polyzelle
Z = |PB°| die Voraussetzungen (a) bis (d) des Hilfssatzes 4 erfilllen (hierbei
sind a und ¢ die beiden Punkte, in denen K den Rand von |89 durch-
stoBt). Weiterhin sei noch vermerkt:

K~ |8 C D Zyw{e, a}.
1= 00

Zu jedem ¢ kénnen wir leicht einen semilinearen orientierungserhaltenden
Homdomorphismus f; von Z; auf Z;, so konstruieren, daf die Bedin-
gungen (e) und: (f) des Hilfssatzes 4 erfiillt sind und anBerdem der Schnitt-
punkt von K'mit Z;~ Z;y in den Schnittpunkt von K mit Z;iy ~ Ziye
iihergeht. Wie oben vermerkt, ist K ~ Z; eine A°-verknotete Sehne in Z;,
und f; fithrt Anfang und Ende von K ~ Z; in Anfang und Ende von
K.~ Zy, tiber (letzteres folgt aus der Bemerkung (C) vom SchluB des
Abschnittes 4). Nach der Bemerkung (B) aus Abschnitt 4 diirfen  wir
voraussetzen, daB fi(l ~ Z;) = K ~ Z;; wird. Wenden wir den Hilfs-
satz 4 an, so erhalten wir einen Autohomdomorphismus g von |B°| mit
den Eigenschaften

gr=x (veBd|B)),

JE AIB) =K ~ B .

‘Wir denken g durch die identische Abbildung aunf ganz Es fortgesetat.
Liegt p etwa in Zxund ¢in Z,, so haben wir g*~*p ¢ Z,. Wegen 6(Z,) < &
ergibt' sich hieraus g(g*~*p, ¢) < &. Weiter gilt ¢»~*K = K, und da |B°}
in U(K, &) enthalten ist, muB ¢*~* auBerhalb U(K , €) die Identitdt sein.
Die Abbildung g*~* erfiillt also alle Voraussetzungen des Hilfssatzes 1.

92t = Zis,

e ©
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7. Jeder Autohomdomorphismus von K 1iBt sich anf F°
fortsetzen. Es genfigt zu zeigen, daB sich Wwenigstens ein orientierungs-
umkehrender Autohoméomorphismus % von K auf B° fortsetzen 14Bt.
(Jeder orientierungsumkehrende Autohoméomorphismus von XK is ja
dann Produkt von kh mit einem orientierungserhaltenden Autohoméo-
morphismus von K.) Wir betrachten die Spiegelungen ¢ und ¢’ an der
§,—&-Ebene bzw. an der & — £,-Ebene. Wie wir im Abschnitt 4 be-

merkten gilt fiir alle Punkte x ¢
Hya = oo'yr = oyow .
Hieraus folgt
00" = oyl = oypol, = ooyl = yL — o,

60" = o8yl = o'yL = ypoL = yL = C*,
und damit

cK=o(Ctu0)=XK.
Die Spiegelung ¢ induziert auf K einen Autohoméomorphismus h, der
sicher die Orientierung von K umkehrt und durch o auf B fortgesetzt wird.
8. Beweis des Hilfssatzes 1.

(I) Wir zeigen zuerst: Erfillt K die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1
und ist O ein in U(B, ¢) enthaltener Teilbogen von K, der p im Innern
enthdlt, so gibt es einen Awtohombomorphismus b won B3, der aufer (a),
(b), (¢) mock die folgende Bedingung erfiillt:

(d) qehC.

U(B,e)

Abb. 1.

Ts bedeutet offenbar keine Einschrinkung, beim Beweis anzuonehmen,
daB K nicht ganz in U(B, ) enthalten ist, so daB die abgeschlossene
Hiille der B enthaltenden Komponente von K ~ U(B, &) ein Bogen B*
ist. Bs sei nun h, ein Autohomdomorphismus von s, der (a), (b) und (e)
erfiillt. Wir nehmen an, ¢ ¢ h,C. Offenbar ist h,B* = B*. Bs sei ¢ der End-
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punks von kyC, der in B* die Punkte h,p und ¢ trennt und 4 ein Punkt
im Innern von B*, der durch ¢ von ¢ getrennt wird. Der von ¢ und d be-
grenzte Teilbogen von B* sei D. Wihlt man nun ¢ geniigend klein und
wendet man die Voraussetzung des Hilfssatzes 1 an, wobei man fiir p,
¢, B und ¢ hier ¢, d, D und &’ setzt, so erhiilt man einen Autohomdomor-
phismus &, von E® mit hyhep = hyp und qehyhyC (siche Abb. 1). Der
Homdomorphismus = hyh, erfillt dann (a), (b), (¢) und (d).

(IX) Wir zeigen, daB wir bei der Formulierung des Hilfssatzes 1 die
Bedingung (b) durch folgende schirfere Bedingung ersetzen diirfen:
{(b) hp =gq.

B* sei wie in (I) definiert. Mit €, 2 0, D Cy D ... bezeichnen wir
eine Folge von Teilbogen von B*, die alle p im Innern enthalten wund
deren Durchschnitt nur aus p besteht. Bs ist dann nicht schwer, eine
Folge hy, hy, ... von Autohomdomorphismen des B* zu konstruieren, bei
der die folgenden Bedingungen erfiillt sind (hierbei ist fo = hp ... by (n > 1)
zu setzen):

(¢) WmE=EK.
(B) huow= o fiir v e B2—U (B, ¢).
() Der von f,p und g begrenzte Teilbogen von B hat hochstens den

Durchmesser 2772,

8) o(hpw, 2) < 27" fiir n> 1.

(e) Ist o(z, K) >0, 80 gilt hnfua12 = fuae (n=2,3, ..).

(§) qeIntfnCy.

(n) Ist we K—Cuy, 80 gilt hnfpye=2 (n=2,3,..)

Wegen (3) konvergiert die Folge f;, f,, ... gegen eine stetige Abbildung %
von E® in sich. Wegen (c) und (v) ist b eineindeutig und eine Abbildung

auf ganz E®. («), (y) und (B) sichern, daB % den Bedingungen (a), (b’)
und (c) geniigt.

(III) BEs sei {py, Py, ...} eine abzihlbare dichte Teilmenge von K.
Wir bezeichnen mit €, die Menge aller Teilbogen, in die K durch Py ey Pr
zerlegt wird (n > 2) und mit 8, den maximalen Durchmesser der Bogen

aus C,. Bs gilt limé, = 0. Ist € = D €., so kann man jedem 0 ¢ € cine
n=2

offene Menge U(() so zuordnen, daB folgende Bedingungen erfilllt sind:
#) U(C)~EK=Int(.

(1 Ty Cr.

x) 8(U(0) < 25(0).

) CCC=U(C)CU(W).

W) IntCAIntC"=0=>T(0)n U(C)=0.
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Bs sei nun % ein orientierungserhaltender Autohombomorphismus

von K. Nach (II) ist es nicht schwer, eine Folge h, » hay ... von orientierungs-

erhaltenden Autohomodomorphismen des B zu konstruieren, die folgende
Bedingungen erfillt (es sei fo= ... h, (n > 1) und ¢n = k~p, gesetzt)
(v) hK=K.

(E) hapi=1p; (i< )y hnfu-1gn = Pu.

(0) TLiegt fu_1¢n (und damit auch p,) in dem Bogen C¢@,_4, so ist
haw =z fir z e B*—U(0).

(m) Ist o(z, K) =07, 80 ist hufu 12 = fu_,o.

(Um (%) im Falle n = 3 zu erfiillen, bedenke man, dal k orientierungs-
erhaltend ist). Die Folge f,, f,, ... konvergiert dann gegen einen Homéo-
morphismus f von E® auf sich, der anf K mit % iibereinstimmt und auf
BB —U die Identitat ist.

9. Beweis des Hilfssatzes 2. Wir diirfen voraussetzen, dal M
als abgeschlossene Menge in einen euklidischen Raum E eingebettet ist.
Die Metrik von M sei die von E” induzierte. Nach [4] gibt es einen Homéo-
morphismus & von B xIin M mit k(w, 0) = @ (z  R). Es ist nicht schwer,
auf R eine stetige reellwertige Funktion ¢ zu definieren, die folgende
Bedingungen erfiillt:

(&) pb=0 fiir beB, O<ga<l fir aecd;
(B) O(k(fa} [0, pa])) <1 fiix 2eR;
(y) E({a} x[0,pa)) CU fiir aed.

Wir definieren f: R xI—M durch
fl@,t)=Fk(z, t-gx).
Diese Abbildung f hat folgende- Eigenschaften:

(3) Die Menge X == f(R xI) ist abgeschlossen in M.

(6) XA M—X Cf(Rx{1}).

(Y) Ist U eine offene Teilmenge von R xI, die mit jedem Punkt (b, 1)
aus B « I stets die ganze Strecke {b} I enthilt, so ist U offen in X.

(n) Bs gilt f(x,t) = f(2',t') genan dann, wenn 2=’ und t=t' oder
wenn &= %' ¢ B.

Um (d) zu beweisen, sei (y,) eine Folge von Punkten aus X mit dem
in M gelegenen Limes y. Wir wihlen Folgen (), (fn) (@n € R, i ¢ I), s0
daB yu = f(@a, t,) wird. Wegen (B) ist (@) beschrinkt und besitzt daher
eine in B konvergente Teilfolge (w;,), deren Limes z sicher in R liegt,
da ja M in E" und Rin M abgeschlossen ist. Indem wir von der Folge
(¥+.) eventuell nochmals zu einer Teilfolge (y;,) iibergehen, kénnen wir
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erreichen, daB auch (f;,) gegen einen Wert ¢ aus I konvergiert. Daunn ist
y=7f(z,1)eX.

Wir beweisen jetzt (¢): Dazu sei y = f(#,?) e X und y¢ f(B x{1}).
Es geniigt zu zeigen, daB y dann in M eine ganz in X enthaltene Um-
gebung besitzt. Aus y¢ f(Rx{1}) folgt ¢ # 1 und 2 eA. Sei zuniichst
0 < ¢ < 1. Dann besitzt y in X eine zu B® hombomorphe Umgebung, die
nach allgemeinen Sitzen iber Mannigfaltigkeiten auch Umgebung von y
in M sein muB (n ist hierbei die Dimension von M). Im Fall ¢ = 0 ver-
liuft der Beweis entsprechend.

Die Beweise von ({) und () folgen unmittelbar aus den entsprechen-
den Definitionen.

Definieren wir die Abbildung j: B xI-—R xI durch

j(w’ i) = (H(’L’, i)v l) )

s0 ist wegen (y) und der iber H gemachten Voraussetzungen auch die
Abbildung
h=fif: XX

definiert und eineindeutig. DaB h stetig ist, erkennt man, wenn man
beachtet, daB wegen () die Urbilder von offenen Mengen offen sind.
SchlieBlich folgt aus der Definition von & sofort, da die Menge

X~ M=X CHRx{1})
bei h identisch auf sich abgebildet wird. Wegen (&) it sich A durch die
identische Abbildung auf ganz M fortsetzen.

10. Beweis des Hilfssatzes 3. Wir bezeichnen die Binschrinkung
von f auf BAdZ mit h,. Der Homdomorphismus %, von BdZ auf sich ist
dann orientierungserhaltend und damit zur Identitéit isotop (siebe [1],
[2]). Es ist nun nicht schwer, eine solche Isotopie zwischen h, und der
Identitdt zu finden, die auf ¢ ~ BdZ konstant ist, die also die hdchstens
zwei Punkte aus ¢ ~BdZ festlift. Setzen wir 4 =BdZ—C und U
= Z—(, 8o gibt es nach Hilfssatz 2 einen Autohomoomorphismus b von Z,
der auf BdZ mit 7, und damit auch mit f tibereinstimmt und der auf
C = Z-—-U die Identitit ist.

11. Beweis des Hilfssatzes 4. Man zeigt leicht, daf3
P= toj Zyo {a, e}
eine 3-Zelle ist. Die Menge o
M=Z—(IntP v {a, ¢})
ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit mit dem Rand
B = (BdP v BAZ)-{a,ce}.

icm
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Wir definieren durch

fo = fix (z e Z), fa=a, fe=e

einen orientierungserhaltenden Homgbomorphismus von P auf gich. Dann
ist die Binschrinkung von f auf BAP ein orientierungserhaltender und
damit zur“Identitiit isotoper Hom&omorphismus von BdP auf sich (
[1], [2]). Ahnlich wie beim Beweis zum Hilfssatz 3 kann man dies
topie so wihlen, daB « und e festgelassen werden,
daB auch die Einschrinkung von # auf BdP—{a,
zur Identitidt isotop ist. Wir setzen

siehe
e Iso-
und man erkennt so,
¢} auf dieser Menge

U={o; 2e M, o(2, P) < ez, Bdz)}.

Durch Anwendung des Hilfssatzes 2 auf die Mannigfaltigkeit M mit

zeBdP—{a, e},
zeBdZ—{a, €}
konnen wir h, auf M fortsetzen. Da P—{a,e} und M in Z—{a, e} ab-
geschlossen sind und 7 auf
BdP—{a, e} =(P—{a,e}) n M

die Abbildung h, induziert, wird damit auch die Abbildung f von P~ {a, €}
auf Z—{a, ¢} fortgesetzt. Bs ist nun nicht schwer einzusehen, da8 man
auch noch die beiden Punkte ¢ und ¢ in diese Fortsetzung einbeziehen kann.

fe  fir

h ==
to® {w fiir
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