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Ein Satz der kombinatorischen Mengenlehre
yon

E. Harzheim (Koln)

§ 1. Einleitung. In der kombinatorischen Mengenlehre stellt sich
folgende Frage: M sei eine unendliche Menge, (M) die Menge aller ihrer
Teilmengen, und P (M) sei irgendwie in (disjunkte) Klassen (Schubficher)
zerlegh. Was kann man dann aussagen iiber die Klassen, zum Beispiel
im Hinblick auf Ordnungstypen, die in ihnen realisiert werden? Wir
legen dabei in (M) und seinen Teilmengen jeweils die natiirliche Ord-
nung C der Inklusion zugrunde. Eine totalgeordnete Teilmenge von B(M)
heiBt kurz eine Kette.

In der Arbeit [5] werden zu dieser Frage einige grundlegende Sédtze
angegeben. In dieser Arbeit soll eine gewisse Frage behandelt werden,
die die Ergebnisse von [5] im Falle singuléirer Kardinalzahlen |M| er-
weitert. Wir wollen fiir Ordinalzahlen a festsetzen:

.= 22y <a; fir a=0 sei L==8,.

Die allgemeine Kontinuumhypothese ist dquivalent dazu, daB ¥, = R,
tiir alle Ordinalzahlen o gilt. Bs wird sich dann als Hauptresultat ergeben:

Sarz I. Ist | M| =%, wnd ist die Potenzmenge B(M) irgendwie auf 8
viele Klassen aufgeteilt, dann gibt es eine Klasse K, fir die gilt: Zu jeder
Ordinalzahl © < weyy gibt es eine Kette C K wvom Ordnungstyp © und eine
Keite C K vom Typ v* (dem 2u T inversen).

Fiir reguliires s, hatte sich in [5] dieser Satz allgemein fiir jedes 7
mit [r] < 8, ergeben, wo v irgendein Typ einer (teilweise) geordneten
Menge war, also nicht nur fiir Ordinalzahlen . Die Methode von [5] lieferte
dafiir im Falle eines singuliren s, den Satz I nur fir |v| < ..

Bei Annshme von f, = %, stellen die hier genannten Ergebnisse
Verallgemeinerungen des bekannten Satzes von Kuratowski (siehe [7]!)
dar, gemiB dem PB(M) eine |M|-universal geordnete Menge ist.

Ubrigens ist der Fall 8, vieler Klassen der interessanteste, weshalb
wir auch unsere Untersuchungen auf diesen Fall beschrinken. (Vgl.
auch [5], Satz 4.7!). Der Satz I liefert als Anwendung:

Ist |M| =%, und in B(M) eine Zermelosche Auswahlfunktion f vor-
gegeben, so gibt es ein Hlement ¢ ¢ M, so dap es zu jedem v < wqy1 eine Ketle
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von P(M) vom Typ v (baw. v*) gibt, diber der f den konstanten Wert ¢ an-
nimms.

Zum Beweise unserer Sitze werden wir einiges aus der Theorie der
dyadischen Folgen brauchen und stellen dies hier kurz zusammen. (Vgl.
hierzu etwa [6], [10], [2], [3], [4]!)

DEFINITION 1. I8t o, irgendeine Anfangszahl, so setzen wir gemiB [10]
fest: Es sel 2((w.)) die Menge aller (transfiniten) Folgen von Ziffern 0,1
der Linge w,. Sie werde nach ersten Differenzen geordnet.

Bs sel R, (in [10] wird die Bezeichnung H, verwendet) die Teilmenge
aller Folgen e 2({w,)), in denen es je eine letzte Ziffer 1 gibt.

Schlieflich sei ¢, die Menge aller Elemente € 2((w,)), die keine letzte
Zitfer 0 haben und = (0,0,0,..) und # (1,1, 1,...) sind.

Die Mengen R, bzw. C, verallgemeinern ordnungstheoretisch die
Menge der rationalen bzw. die der reellen Zahlen auf hohere Michtig-
keiten. Bs ist R,C O R, liegt dicht in C,; O, ist stetig geordnet, also
ohne Spriinge und ohne Liicken. R, ist eine 7,-Menge, wo y= cf (w,),
also o, die kleinste zu o, konfinale Zahl ist (siehe etwa [8], Satz 16!).
Fiir reguliires w, ist also R, eine z,-Menge ([10], Théoréme IIT). Die
no-Mengen werden eingehender beschrieben in [6]. Bs ist [ Re| = 1a
= Yo% » <@, also ist bel Annahme der allgemeinen Kontinnumhypo-
these [R.| = 8,. Fiir uns wichtig ist

SaTz TL. Ist|M| = ¥, (=|Rd|), so hat B (M) eine Kette vom Ordnungstyp
tp(Ca). (Vgl. hierzu [9]!)

Denn PB(R,) enthilt alle Anfangsstiicke des lexikographisch geord-
neten R,, deren Menge beziiglich der Inklusionsordnung den Typ tp(C.)
hat.

Der in Satz II angegebene Sachverhalt macht deutlich, daB unsere
Frage dadurch behandelt werden kann, da8 wir im Folgenden Auftei-
lungen der Menge O, (an Stelle von P(M)) auf x, viele Klassen studieren.

Allgemein sei noch im Zusammenhang mit Potenzmengen und ihren
Ketten auf die beiden Arbeiten [7], [8] hingewiegen. Ausfiihrliche Eror-
terungen zur kombinatorischen Mengenlehre finden sich in der Arbeit [1].

§ 2. Hilfssiitze iiber Dualzerlegungen. Von jetzt ab benutzen
wir fortwihrend den Begriff Dualzerlegung einer totalgeordneten Menge.
Dazu werden wir den Inhalt von [2], S.8L bis 8. 83 voraussetzen. Es
empfiehlt sich, die Definition der Dualzerlegung von [2], S. 82 noch ein
?vem'g zu spezialisieren, indem man fordert, daB auch die leere Menge
jeder Dualzerlegung angehort. Dann gilt dbrigens, was wir im. folgenden
jedoch nicht brauchen werden:

. Jede Dualzerlegung Z (M) einer totalgeordneten Menge M hat die
Bigenschaft B, daf je zwei Mengen «Z(M) disjunkt oder vergleichbar
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(bestiglich der Inklusion C) sind. Dariiber hinaus ist Z (M) eine maximale
Teilmenge der Potenzmenge (M) mit der Eigenschaft F.

" Wie in [2] benutzen wir fir Dualzerlegungen einer totalgeordneten
Menge M das Zeichen Z(M), fir die zugehorige Dualfolgenmenge das
Zeichen DZ(M); die Wechselzahl einer Dualfolge f wird wieder mit w(f)
bezeichnet. Dieser Begriff ist im folgenden sehr wichtig, weil er den nach-
stehenden grundlegenden Hilfssatz ermdglicht (vgl. hierzu etwa [2],
Hilfssatz 3!):

Tevma 1. Bs sei M totalgeordnet, Z (M) eine Dualzerlegung von M.
Wenn es ein f ¢ DZ (M) gibt mit w(f) = A, wo A eine Limeszahl ist, so hat M
eine Teilmenge des Typus A-+A* (A* = Inverse von 1).

Frginzend setzen wir fest:

DeriNITIoN 2. Ist Z (M) eine Dualzerlegung einer totalgeordneten
Menge M, m ein Element ¢ M, so definieren wir die 2u m gehdrige Dual-
folge f(m) als diejenige Folge [aq, ay, ...] e DZ (M), tir die m e S[ay] N
~ STy, o] ~ S[agy a1y @] N .. gilt.

Ein Folge f ¢« DZ (M) heiBe eine Blement-Dualfolge, wenn sie = f(m)
ist fiir ein m e M.

Das nachstehende Lemma ergibt sich ganz leicht aus den Grund-
begriffen:

TEMMA 2. M sei eine totalgeordnete Menge, Z(M) eine Dualzerlegung
von M und f* aus ihrer Dualfolgenmenge DZ(M). Dann gibt es zu jeder
Ordinaleahl p < w(f*) ein Element m e M, fir das w(f(m)) > u ist. Ist
w(f*) keine Limeszahl, so gibt es sogar ein m ¢ M, fiir das w(f(m)) = w(f*)
ist. Zusammen ergibt dies:

sup {w(f)| f e DZ(M)} = sup{w(f(m))| m e M} .

LeMMA 3. Hs sei I eine totalgeordnete Menge, und es seien M, iel,
disjunkte totalgeordnete Mengen. Weiter sei A eine additiv unze.rlegba,re
Ordinaleahl. Bs gebe Dualzerlegungen Z(I) und Z(M) fiir alle i el, so
daB w(f) < 1 ist fir olle fe DZ(I) und fir alle fe|)DZ(Mi)|iel. Ist
damn 8 die geordnete Swmme der geordneten Mengen My diber das geordngte
Argument I, so gibt es eine Dualzerlegung Z(S) von 8, so daf w(f) < 2 ist
fiir alle f e DZ(S). ‘ .

Speziell gilt dieser Satz also fir den Fall, wo A eine Anfangszahl wq i8t.

Beweis. Das Lemma 38 ist leicht einzusehen, indem man von Z(I)
ausgeht und die Z(My) gleichsam ,,hinter” Z (I) anhingt. D1e.3 .erhaltene
Dualzerlegung Z(8) erfiills dann die Aussage, da ja 4 additiv unzer-
legbar ist. )

Das nachstehende Lemmsa 3° wird im folgenden nicht gebraucht, es
sei aber erwihnt. Sein Beweis geht dhnlich dem von Lemma 3:
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LemMA 3'. Andert man die Voraussetzungen von Lemma 3 so, daf man
fordert: w(f) < A fiir alle Element-Dualfolgen f e | | DZ (M), so gibt es eine
i€l

Dualzerlegung Z(8) von 8, so daf w(f) < A ist fazr alle Blement-Dualfolgen
feDZ(8). Und wegen Lemma 1 ist dann w(f) < 1 fiir alle f e DZ(8).

DEFINITION 3. Es sei M eine totalgeordnete Menge, 7' eine nicht-
leere Teilmenge von M mit der aus M induzierten Ordnung. Man habe
eine Dualzerlegung Z (M) von M. Dann definieren wir die durch Z (M)
induzierte Dualzerlegung Z(T) von T C M wie folgt:

Z(T)= {8~ T| 8eZ(M)}.

Man verifiziert leicht, daB dieses Z(T') in der Tat die drei Bedingungen
fiir eine Dualzerlegung von M erfiillt. Aus der Konstruktion folgen dabei
ziemlich unmittelbar die beiden néichsten Hilfssétze:

LevmA 4. Ist fr e DZ(T), so gibt es eine Dualfolge fir € DZ (M), die
w(fu) > w(fr) erfill

Levwa 4. Ist o e T, fo(w) die zu o gehdrige Element-Dualfolge e DZ(T),
und ist fu (o) die 2u w gehorige Blement-Dualfolge « DZ (M), so ist w(fz(w))
< w{fu(@)).

Das nichste Lemma enthilt eine wesentliche Idee fiir die Beweise
der spiteren Sitze.

Levwa 5. Bs sei w, eine Anfangszahl und M = ) M,| » < o, eine
totalgeordnete Menge. Man habe fiir jedes M, (mit der von M D M, indu-
zierten Ordnung) eine Dualzerlegung Z(M,), so daf fiir jede Dualfolge
FeDZ(M,) gilt w(f) < w,. (Dies ist iibrigens wegen Lemma 2 schon dann
erfiillt, wenn w(f) < w, nur fir die Element-Dualfolgen f aus DZ(M,)
gefordert wird.) Dann gibt es eine Dualzerlegung Z (M) von M, so daf
W(f) < wp-w, st fiir jedes fe DZ(M). (Man kann dbrigens Z(M) sogar
s0 konstruieren, daf w(f) < w, fiir jedes fe DZ ('M)' gilt.)

Beweis. Man konstruiert das gesuchte Z(M), indem man— un-
genau gesproehen—-—erst der gegebenen Dualzerlegung Z(M,) folgs.
Dann nimmt man die noch verbliebenen mehr als einelementigen Stiicke
und spaltet sie anhand von Z(M,) weiter auf usw. Exakt geht man go vor:

Teil I. Es seien 8[0], 8[11, ..., S[ay, a1, «..,], ... die BElemente von
zZ (MD?. Dann bilde man die gesuchte Dualzerlegung Z (M) von M so:
Es Slel M in zwei disjunkte Segmente §'[0], S71] aufgeteilt: M = §7T0]w
v 811, wobel 87012 8[0] und ST11D §[1] gilt. (Daraus folgt auch
870] < §71], dh. jedes Element von S70] ist in M kleiner als jedes
Elefnent von ST1]). Analog wird S70] (und 8'[1]) aufgeteilt: Hat S[0]
C 870] mindestens zwei Elemente, so existioren in Z (M,) die Segmente
;S"[O, 0] und 870, 1], und man zerlege 8'[0] so in zwei disjunkte Segmente
870, 0] < 870,1], daB 870,012 8[0, 0] und 870,112 8[0, 1] ist. Ent-
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sprechend spalte man dann weiter die Segmente 870, 0], 8’fo, 1], 8’71, 07,
§'[L, 1], vorausgesetzt, daf das betreffende Segment mindestens zwei
Tlemente enthilt. Man erhilt so mittels transfiniter Induktion (iiber
die Lange der Folgen) zu jeder Dualfolge [aq, ¢y, ...] ¢ DZ(M,) ein Segment
S'Tagy &, -], welches das zur selben Folge gehdrige Segment Slagy ogy o] €
¢ Z(M,) umfabt.

Die Menge S, aller so erhaltenen Segmente S8Tag, ey, ...] 148t sich
su der gewinschten Dualzerlegung Z(M) ausgestalten durch Hinzu-
nahme weiterer Segmente. Dazu kommt jetzt Z (M) in Betracht.

Teil IT. By sei 8% = 8y, Gy «ors Gy ooe| # <] ein Segment € &,
und zwar ein solches, zu dem es in &, kein echt kleineres @ mehr gibt.
Dann muf wegen der Konstruktion das Segment S[ag, ayy ..oy oy o]
% < 2] (e Z{My)) leer sein oder genau, ein Element enthalten. Wenn nun §*
weniger alg zwei Elemente enthilt, kann es nicht weiter unterteils werden;
igt aber |8*| > 2, so sind nach dem vorher gesagten zwei Fille moglich.
Tn §* liegt némlich genau ein Element von M, oder gar keins. Tm ersten
dieser Fille “isolieren” wir zunéichst dieses eine Element m, ¢ My:

Ist i, erstes Element von 8% so sei §* zerlegh in

STty ey Gy o] 2 < A3 a3 = 0]= {mg}
und,
BTdgy eeey Gyy o] 8 <Ay g=1]= {ZeS8* &> me}.
Ist m, letztes Element von §* so sei gesetzt
B0y wey Gy o] <Ay 03 =0]= {®e 8% @ < mye};
8oy evey Gy o] % <A 3= 1]= {&} .
Ist schlieBlich m, weder erstes noch letztes Element von §*, so sei gesetzt:
8 tgy wery Gy o] %< Ay aa=0]= {& e 8 & < my};
S'gy oey Gy o] %< A3 g =T1]= {& € §*| @ > my}
und weiter
S ags cony Gy o] %< A3 @1=0; 41 = 0]= {w e 8% &< me}
sowie
8'tgy vy Qg o] % <23 @3=0; g1 = 1]= {mq} .
So verfahren wir also mit allen den Segmenten §*, in denen genau

ein Element von M, liegt. Die dabei zusiitzlich zu S, definierten Segmente
87ay, ...] fiigen wir der Menge &, hinzu und erhalten eine Menge &; D &,.

Teil TII. Es sei nun 8** ein Segment e &g, zu dem es in &; kein
echt kleineres 7 @ mehr gibt. Dann ist nach Konstruktion 8** fremd
zu M,. Wir nehmen an, daB §** ~ M, # @ ist, der andere Fall erledigt
gich nachher von selbst. Man betrachte dann die (geméf Def. 3) durch
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Z(M,) induzierte Dualzerlegung Z** von §** ~ M,. Man definiere dann
anhand von Z** gewisse Teilsegmente von §**, — genau analog Teil I,
wo man anhand von Z(M,) die Mengen &, und &; konstruierte.

TFazit: Was vorhin in Teil I, IT, und IIT durchgefithrt wurde, 148t
sich mittels transfiniter Induktion (nicht nur fir » = 0,1, sondern) fir
alle ¥ < w, durchfiihren. Man iiberlegt sich, daf man so iiber w, viele
Mengen G,C&{C&,CG;C..C5,CG,C...]»<w, mit deren Verei-
nigung | J G)| ¥ < o, plus der leeren Menge @ eine Menge von Segmenten
von M erhilt, die eine Dualzerlegung Z (M) von M darstellt. Da sich die
Wechselzahl w(f) eines feDZ(M) dann additiv zusammensetzt aus
einer Summe von héchstens o, vielen Wechselzahlen, die zu Folgen
€ DZ(M,) gehéren, ist w(f) < einer (geordneten) Summe 2 (+2)| v < o,
wo die 1, Wechselzahlen von Folgen ¢ DZ(M,) sind, und damit ist jedes
A, < 0,. (Der Summand 2 ist aus Teil IT hergenommen!) Also ist in der
Tat, da die 2 sozusagen ,,absorbiert” wird, w(f) < o, w, fiir jedes f des
angegebenen DZ(M).

LizvMa 6. Es sei M eine totalgeordnete Menge, die keine Teilmengen
der Typen wqt1, ok umfaft. Weiter sei w, die kleinste zu w, konfinale Zahl,
also y = of (w,). Es gebe eine Dualzerlegung Z (M) von M, so dafi w(f) < o,
ist fiir jedes f e DZ(M). Dann ist M in R, einbeitbar.

Beweis. D= DZ(M) erfilllt die Voraussetzungen von [4], Satz 27,
ist also demzufelge in R, einbettbar. Dann gilt dies auch fiir M, das ja
ghnlich ist zur Menge aller Element-Dualfogen {f(m)| m ¢ M} C D. Das
Lemma 6 verallgemeinern wir zu:

LevMMA 7. Die Aussage von Lemma 6 folgt schon unter der schwdcheren
Voraussetzung, dap w(f) < w, nur fir die Blement-Dualfolgen f e DZ (M)
gefordert wird.

Beweis. Fiir v <w, sei M,={m|meMnrw(fim) <} (fim) sei
die dem m gem#B Def. 2 zmgeordnete Element-Dualfolge ¢ DZ(M)).
Ist nun Z(M,) die nach Def. 3 durch Z(M) in M, induzierte Dualzer-
legung, so gilt fiir jedes # ¢ M, wenn man die Bezeichnungen von Lemma 4’
anwendet und hierin T'= M, setzt: w(fr(®)) <w(fu(z)); das letztere
ist < » wegen @ e M,. Mithin ist nach Lemma 2 w(f) < v < o, fiir jedes
feDZ(M,).

Mit Lemma 6 folgt also: M, ist in R, einbettbar fiir jedes » < w,.
Nach [3], Satz 17 ist dann auch M = |J M,| v < w, in R, einbetthar.

Levna 8. Bs sei w, regulir und eine Dualeerlegung Z(R,) von R,
vorgegeben. Dann existiert ein f e DZ(R,) mit w(f) > .. (Vgl. auch [2],
Sitze 1 bis 3!) (Bs braucht jedoch keine Element-Dualfolge f zu geben,
die diese Bedingung erfiillt!).

Beweis. Wir nehmen an, es gibe doch eine Dualzerlegung Z(E.)
von B, mit w(f) < w, fir alle fe DZ(R,).
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Man stelle dann die in der Rinleitung definierte Menge C, dar als
C.= R, v (C,—R,). In einer gewissen Amnalogie zum Beweise (Teil I)
von Lemma 5 kann man nun, da R, in ¢, dicht ist, anhand von Z(R,)
eine Dualzerlegung Z'(C,) konstruieren, deren Dualfolgenmenge DZ'(C,)
=DZ(R,) ist.

Nun gilt aber, daff C, keine Teilmengen der Typen weyi, wky; hat
(vgl. [10], Lemma IT!). Weiter ist das w, von Lemma 6 fiir reguliires w,
gleich w,, und nach Leroma 6 (mit M= (,) wire danu (, in R, einbetthar.
Dies widerspricht aber dem Satz von Dilworth und Gleason (vgl. [11]
oder [3], Satz 11!), womit Lemma 8 bewiesen ist.

Die nachstehende Verallgemeinerung von Lemma 8 wird im fol-
genden nicht mehr benutzt, sie mdge aber ohne Beweis angegeben werden
ein solcher 148t sich unter Benutzung von Lemma 8 ohne grofe Schwierig-
keit erbringen).

Levua 8. In der Aussage von Lemma 8 Fkann die Forderung der
Regularitit von w, fallengelassen werden.

Etwas allgemeiner als Lemma 8 ist das folgende

LEMMA 9. Hs sei w, requlir, M eine totalgeordnete Menge, die eine
zu R, d¢hnliche Teilmenge T habe. Dann gibt es zu jeder Dualzerlegung Z (M)
von M eine Folge f e DZ (M) mit w(f) > w,.

Aus dem allgemeineren Lemma 8’ folgt enispréchend ein allgemeineres
Lemma 9’y das die Regularitit von w, verzichiet.

Beweis. Vermdge Def. 3 bestimmt Z (M) in T eine induzierte Dual-
zerlegung Z (7). Zu dieser gibt es wegen Lemma 8 eine Folge fe DZ(T)
mit w(f) > w,, und eine solche gibt es wegen Lemma 3 dann erst recht
in DZ(M).

§ 3. Hauptteil. Wir kénnen nun darangehen, den folgenden ent-
scheidenden Satz zu beweisen:

Sarz 1. Bs sei Co= |J T,| » < wa. Dann gibt es ein T,, so daf es zu
jeder Dualzerlegung Z(T,) ein f e DZ(T,) — sogar eine Elemeni-Dualfolge
feDZ(T,) — gibt mit w(f) > wa.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an: Es gebe zu jedem T,
¥ < w,, eine Dualzerlegung Z(T,), so daB w(f(m)) < w, wire fiir alle
Element-Dualfolgen f(m) e DZ(T,) (also fiir alle me T,).

Zunichst betrachten wir den Fall, wo w, regulir ist. Dann folgt
aus Lemma 7, da hierin nun w,= w, ist, und da C,, und dann auch
jedes T,, keine Teilmengen der Typen w41, wisr hat: T, ist in R, ein-
bettbar fir jedes » < w,. Dann wire (etwa nach [3], Satz 17) auch
UT,| »< w,, also C,, in R, einbettbar mit Widerspruch zu dem Satze
von Dilworth und Gleason.
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Im folgenden sei nun w, als singulir vorausgesetzt. Dann ist w,
darstellbar in der Form
Wy == Zwa;I < Wy,
wo o, die kleinste zu o, konfinale Zahl ist (y = cf(w,)), und wo die g,
Arxfangszahlen sind mit w,, < w, fir alle ¢ < w,.

Wir zerlegen nun die Mengen T, in geeigneter Weise und setzen
sie anders wieder zusammen. Fiir v < w, und ¢ < o, definieren wir:

Ty[w,] = {t] te T,Aw(f(t) < wa},
wo w(f(f)} die Wechselzahl der dem ¢ zugeordneten Element-Dualfolge
f(tye DZ(T,) ist. Es folgt:

(T) Bs sei Z(T)[w,)) die durch Z(T,) in T w,)C T, gemip Def. 3
induzierte Dualzerlegung. Damn gilt fir alle Elemente e T\ w,] wund
ihre zugehorige Element-Dualfolge f(z) e DZ (T wg,]): .

w(f(2)) < o, .

Dies folgt sofort aus der Definition von 7,[w,] und Lemma 4’. We-
gen Lemma 2 kann man aus (I) sofort folgern:
(II) Fiir jedes v < w, und jedes ¢ < o, gilt:

w(f) < w,, fiir alle fe DZ(T,[w,,]) -

Fiir jedes : < o, setzen wir nun
(1) Sn = U Tr[ma;]l v < Wq, «
Nach der indirekten Anmahme (w(f(m)) < w, fiir alle m e 7,) ist dann
unmittelbar ersichtlich, daB8 gilt:

() Ul i<o}=UT|v<of=0).

‘Weiter erhalten wir

(IV) Fiir jedes 1 < w, gibt es eine Dualzerle Z(

o gung Z(8,) von 8., so da,

Siir jedes f e DZ(8)) gilt: w(f) (< Way* Wq,) <. Wgypr - ‘ ’ g

Denn dies folgt sofort aus (II), (1) und Lemma B, in dem man nur
o= a, zu getzen braucht.

Nun ergibt sich die entscheidende Beziehung, die ei i
g, die einen Widerspruch
zu (ITT) darstellt und damit den Satz beweist: ’ g

V) UBIlv<w, ist echte Teilmenge von C,.
Bevor wir (V) nachweisen, zeigen wir
(VI) Jedes 8., ¢ < w,, liegt in keinem Inmtervall von C, dicht.

il Denn ein in einem Intervall von C, dicht liegendes 8, wiirde eine
ellmenge vom Ordnungstyp tp (R,) umfassen (etwa wegen [3], Satz 15)

a fortiori also eine Teilmenge des Typs tp (Ba42), denn es ist a, < a. ’
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Da Wy, regulir ist, wirde es wegen Lemma 9 zu dem Z(8,) von (IV)
doch eine Dualfolge f geben mit w(f) > wy+1 mit Widerspruch. Damit
ist (VI) bewiesen; (V) folgt hieraus so:

Es gibt wegen (VI) ein abgeschlossenes Intervall I, = [aq, b,] vor O,
mit @y < by, das fremd ist zu Sy. In I, gibt es ein abgeschlossenes Teil-
Intervall I = [ay, by] mit ay < @y < by < by, das fremd ist zu §;, denn §;
ist micht dicht in I,. Routinemifig setzt man nun die Konstruktion
der I, iber w, viele Schritte fort: Jeder Durchschnitt (M [a., b]| ¢t < 4,
w0 A < w, ist, ist ein mehr als ein Element enthaltendes Segment von C,,
da das in O, dichte R, eine z,-Menge ist (siehe etwa [3], Satz 16!). Also
ist die Konstruktion tatsdchlich iiber w, viele Schritte durchfithrbar,
und wir erhalten eine Folge 1,0 I, D ...D I, ...| ¢ < w, von abgeschlossenen
Intervallen von C,, deren Durchschnitt nicht leer ist, da C, stetig geordnet
ist, der aber zu jedem §,, ¢ < w,, also auch zu |J 8| < o, fremd ist.
Das widerspricht (IIT), und damit ist Satz 1 bewiesen.

Den Satz 1 wollen wir weiter verschirfen. Dazu definieren wir:

DEFINITION 4. Bine totalgeordnete Menge M hat die Eigenschaft #,,
wenn gilt: Zu jeder Dualzerlegung Z(M) von M gibt es eine Folge
f € DZ (M) mit w(f) > .. Die Bigenschaft non ¥, sel mit 1 B, bezeichnet.
Bs gilt dann folgender

SATZ 2. M sei totalgeordnet wnd habe die Eigenschaft H,. Dann gibt
es eine mehr als ein Blement enthaliende Teilmenge T C M, so daf fir je
oawes a <b aus T gilt: Das abgeschlossene Imtervall [a, b] von T hat die
FEigenschaft B,.

Daraus wird speziell folgen: T ist s.-dicht, d.h. jedes Intervall [, b]
mit a <b von T hat eine Mdichtighkeit > R,.

Beweis. Wir fithren in M eine Aquivalenzrelation ~ ein: Fiir
a,b e M setzen wir a~b genau dann, wenn gilt: Fiir-a <b hat das In-
tervall [a, b] die Bigenschaft =1 H,, und fir b < a hat das Intervall [b, a]
die Bigenschaft -1 B,. DaB diese Relation ~ reflexiv und symmetrisch
ist, ist trivial. Die Transitivitit von ~ folgt mit Lemma 3: Ist nimlich
a<b< o a~b und b~a (die anderen Fille sind wegen der Symmetrie
von ~ leicht auf diesen Fall zuriickfihrbar), so hat, da die geordneten
Mengen I = {1, 2}, M, = [a, b], M,=[b, ¢] jeweils die Eigenschaft -1 F,
haben, atch [a,c] = 2 M iel die Bigenschaft 71 Ho.

Ist a <2 <b und a~b, so ist a fortiori a~x~b, wir haben also

(VIL) Die Aguivalensklassen von ~ sind nichtleere Segmente von II.

Und weiter gilt
(VIX) Jede Klasse K der Aquivalenzrelation ~ hat die Bigenschaft
1H,.
Beweis. Ist |K|=2, so ist alles klar. Ist |K|> 2, so wihle man
ein Element ¢ ¢ K, das weder kleinstes noch groBtes Element von K ist.
20*
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Wenn wir zeigen, daB K, = {#| @ ¢« KAw < ¢} sowie Ky = {8 @ ¢ KAz > o)
jeweils die Eigenschaft -1 B, haben, so ist (VIII) bewiesen, und zwa;
wieder wegen Lemma 3 (hierin nehme man I= {1,2}, M;= K; fir
i eI). Aus Symmetriegriinden langt es, zu beweisen:

(IX) K, = {#| w e KA® > ¢} hat die Bigenschaft 1 H,.

Hat K (und mit ihm K;) ein groBtes Element g, so ist wegen e¢~g
(VIIL) trivialerweise erfiillt. Man nehme also an, K habe kein groBtes
Element. Dann ist K, konfinal mit einer reguliren Anfangszahl w,. Sei
etwa ¢ = ¢, < ¢, < ... < ¢ <..| ¥ < w, eine konfinale Teilmenge VOI:l K,.
Dann ist K, darstellbar als die geordnete Summe Z' M,| v < w, der geord-
neten Mengen M, = [, ¢,41) iiber das geordnete Argument ] v < w,}.
Da dieses (wie jede wohlgeordnete Menge!) offenbar die Bigenschaft - 317
hat, und da alle M,, » < w,, wegen ¢,~¢,,; auch die Eigenschaft E"z
haben, hat K, dieselbe wegen Lemma 3 ebenfalls; also gilt (IX) u.nc;
damit auch (VIII).

B Es sel nun & die in natiirlicher Weise totalgeordnete Menge aller
'Aqmva;lenzklassen K von M. (Es ist also K, < K, fir Ky, KyeR <=l <k
in M fir alle &, e K,, k¢ K,). Dann ergibt sich: T
. éﬁ) i{gj;ss g;tﬁwgil. S=[E;, K,] (mit Ky < K,) der geordneten M. enge |
Hitte néimlich 3 die Rigenschaft -1 H,, so hiitte wegen (VIII) und
itiairm;:::aj,f u.‘i (?ie geo'rdElfete S;unme DK, IcS die Eigenschaft -1 B,. Dann
Je zwel Elemente ¢, ¢ K, e ~ i i
dazu%vda,ﬁ PR lgﬂt 1 (’X;,E K, gelten e, ~e, mit Widerspruch
-éthlt man nun aus jeder Klasse K ¢ & genaun ein Element, go ]
man eine zu ] #hnliche Teilmenge 7 C M, s dii wegen (X) der Bé]:anf)?:lil;
von S.atz 2 geniigh: DaB |T| > 2 ist, folgt so: Da M die Rigenschaft E
a,b'er jedes K ¢ & die Bigenschaft 1 %, hat, muB |} und mit ihm 17| >a9:
sein. DaB T x,-dicht ist, ergibt sich so: Sind ¢ < b Elemente aus T/so
ist das Intervall [a, b] von T sicher unendlich. Wiire seine Mﬁchtig];eit
< g 80 wire sie gleich einem x,; mit § < a. Dann wire [@, b] dhnlich
einer Teilmenge von E;. Zu R, gibt e aber wegen Ry C 2(’(0),9))7 eine Dual-
zerlegung Z(Rp), s0 daB w(f) < wp fiir alle f e DZ (R,). Also hat Ry wegen

fp:u zczhdie Eigenschaft -1 B, [a, b] hitte sie dann ebenfalls mit Wider-

Man kann nun zeigen

SATZ. 8. M sei totalgeordnet und habe die Bigenschaft H,. Dann gilt

Jiir jede Ordinalzahl v < w,yy: M v ]

‘ ot1: M hat eine Teilm v

Tezlma.nge vom dazu inversen Typ =*. oo vom 2up ¥ und eine

e ﬁz& Solgt aus der sch(_‘irferen Aussage: Hs gibt eine mindestens zweielemen-

hge T h'n:mgff TCM miat de?' Eigenschaft: Jedes Intervall I mit Il =2
b 2 jedem T < woyq eine Teilmenge vom Typ v und eine vom Typ .
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Beweis. Wir nehmen eine Teilmenge T C M, die der Aussage von
Satz 2 gentigt. Fir diese zeigen wir:

(XI) Jedes Intervall I mit [I] > 2 von T hat zu jedem t < wai1 €ine
Teilmenge des Typs <.

Da der Fall des Typs z* analog geht, langt es, (XI) zu beweisen.
Hierzu definieren wir:

Ein Intervall einer totalgeordneten Menge heifle nichitrivial, wenn
es mehr als ein Element enthéilt. Und wir sagen:

Bine Ordinalzahl v kommt vor in einer totalgeordneten Menge G,
wenn ¢ Ordnungstyp einer Teilmenge von § ist (wobei diese mit der in-
duzierten. Ordnung zu nehmen ist).

Die Menge A aller Ordinalzahlen, die in jedem nichttrivialen Intervall
von T vorkommen, ist trivialerweise ein echtes Anfangsstiick der Klasse
aller Ordinalzahlen; es gibt also genau eine Ordinalzahl z, so dafB
A= {§ &< p}

Dann ist die Aussage (XI) dquivalent mit {r| v < we41} C 4, also mib

(XI’) Wq1 < b

Wir nehmen indirekt an, e§ Wire p < @e41, und fithren dies zum
Widerspruch. Eine einfache Konfinalitits-Betrachtung gibt: Als Zahl
< Wu41 hat p eine Darstellung

,u--—z,u,]v<w,, mit o, <p fir v < w,.

Da u ¢ A gilt, gibt es mindestens ein nichttriviales Intervall von T, sagen
wir I’ C T, in dem g nicht vorkommt. Dieses I’ hat die Eigenschait F,
(von Definition 4), denn T war so gewihlt, daB es der Aussage von Satz 2
geniigte. Wegen Lemma 1 hat also I’ eine Teilmenge des Typs w.+ i,
a fortiori eine des Typs w,; sei etwa

Lh<h<..<t<.|?v<ow, mit t,sI’fiir'v<£u,,.

Fiir jedes v < w, ist nun u, < p, also u, ¢ A. Hiermit kommb p, vor
im Intervall [t,,%,41) von T, denn dieses Intervall ist nichttrivial, da
ja T dicht ist nach Satz 2. Bildet man nun hierzu die geordnete Summe,
8o folgh: p= 3 | v < w, kommt vor in | J[t,, ty41)] ¥ < @,. Also kiime p
auch in I’ vor mit Widerspruch. Damit ist (XI'), also auch (XT) und
Satz 3 bewiesen.

Sa1z 4. Ist O, = |J T,| v < wq, 80 gibt es ein T,, das fiir jedes v < wapa
eine Teilmenge vom Typ ©-+* hat.

Beweis. Wegen Satz 1 hat ein T, die Eigenschatt E,. Wegen der
Siitze 2 und 3 gibt es dann ein x,-dichtes T C T,, von dem jedes min-
destens zweielementige Intervall wieder die Eigenschaft P, hat, und
fiir jedes T < we+1 hat dann jedes mindestens zweielementige Intervall
von T eine Teilmenge des Typs t-v* Daraus folgt reichlich der Satz 4.
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Nun ergibt sich auch endlich das in der Einleitung als Satz T ange-
kiindigte Hauptergebnis dieser Arbeit:

Sarz 5. Bs sei |M|= 1., und es sei die Potenamenge LB(M) von M
ouf 8, viele Klassen verteilt: P(M) = \J T,| v < w,. Dann gibt es ein T,,
das zu jedem v < w.y1 eine Teilmenge vom Typ v-v* umfaft.

Insbesondere hat sich also ergeben: Bs gibt ein T,, das “ Universalmenge”
ist fiir alle wohlgeordneten und fiir olle inverswohlgeordneten Mengen der
Miichtigheit 8,. .

Beweis. Wegen des Satzes II der Einleitung hat P(M) eine Teil-
menge, die zu €, &hnlich ist, und aus Satz 4 folgt dann sofort Satz 5.
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Wallman spaces and compactifications
by
E. F. Steiner (Albuquerque, N, Mex.)

It is possible to obtain a compactification for any T'-space by
employing a method introduced by Wallman [9]. Frink [3] has gen-
eralized this method to provide Hausdorff compactifications for Tycho-
noff spaces. His procedure uses a mormal base of closed sets instead
of the family of all closed sets as employed by Wallman. He shows that
the Alexandroff and Stone-Cech compactifications can be obtained in
this way.

In a recent paper, Njistad [7] gives a condition for a Hausdorff
compactification to be of the Wallman type as defined by Frink. This
conditions is on the corresponding proximity. He shows that many
compactifications satisty this condition; among them those of Alexandroff,
Stone-Cech, Freudenthal [2], Fan-Gottesman (1], and Gould [5].

In this paper we present a generalization of the Frink procedure
which starts with a simple notion of a Wallman space. Necessary and
sufficient conditions for a Wallman space to be a compactification are
given. We will call these Wallman compactifications. Our compactifications
are obtained by using separating families of closed sets as defined in [8].
This condition is considerably less restrictive than that of a normal base.
In this way, compactifications for spaces other than Tychonoff spaces
are obtained. Necessary and sufficient conditions for a given compacti-
fication to be a Wallman compactification are also given Hausdorff
‘Wallman compactifications are then shown to be those of Frink.

In [7], Njdstad expresses the doubt that many common compactifica-
tions are Wallman compactifications, and in particular, the disk. We will
ghow that the closed disk is a Wallman compactification of each of its dense
subspaces. In fact, we show that any product of compact subsets of
real numbers is a Wallman compactification of any of its dense sub-
spaces, This is done by using the idea of a regular Wallman compactifi-
cation.

By using different families of closed sets in a given topological space,
many Wallman compactifications are obtained. We find necessary and
sufficient conditions for two families to give the same compactification.
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