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Proof. We have only to show the isometry. If Te4 is represented
by FeXY'™, then from (11) follows

(16) D(Tp) = (F,xF)D = F(Dxgp),
hence

FeB™, GecB*, ¢peB;
IT] = sup
iel=1, lgf=1
since [P+q| < |2 gl
On the other hand, if heY and || =1, then
am) |h(Te,)| < |IT)
since ¥ < B*. Moreover, from (16) it follows that #(Te,) — F(hxe,);
hence (17) implies
[F'(h)] = Hm|F(h*e,)| =Um|k(Te,)| <|T, he¥, |B] =1;
thus [|F]] < [T
GoROLLARY. The following assertions are equivalent:
(a) 4 = B*™*|YY;
(b) =[B] is a right ideal in B**|Y*;
(¢) =[B] s a righi ideal in B**.

|2(Tp)] < sup

llo*gli=1

[F(Pxp)| < |7
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Conditions de non existence des solutions de Déquation différentielle
des opérateurs de J. Mikusinski

par

B. STANKOVIG (Novi Sad)

Soit K le corps des opérateurs de J. Mikusinski [3]. Nous considérons
léquation différentielle

W e =0

olt v(t) est une fonetion continue sur EO, oo) et u({d) = {u(16 t)<},tu<(zi)
est une fonction continue sur le domaine D_,.D: a<A< ﬁ, ) < mm(;
I’idée essentielle dangs cet article est d’umhsel.: }a. théorie bien cfoﬁ e
de l'intégrale de Laplace pour obtenir des confhtmns de 113103; exfti (131 "
des solutions de I’équation citée. La m&r?e méthode peut étre
i rémes d’existence [4]. )
pourl%o:)xf:;?:uifs ?ﬁ: le probléme d’existence des solutions de Péquation

de la forme
2 ag®(2) =0,
1=0

ol @; sont des i)olyhémes par rapport & Popérateur différentiel s, a 66

résolu par J. Mikusitigki [4]. o .
J’aJIi) aussi établi [5, 6] des résultats qui fzoncernent lesb(quu?lzojx;s

dont les coefficients sont des éléments de certam's sous-ensemble 4 .
Dans la suite on va utiliser les notations suivantes. Domaines:

Dia<i<p 0<t<oo; Dyua<i<p0<i<n.

Fonetions:
: . ft) pour O <t<m,
fn = {fn(t)} = ‘ 0 pour t>=n,
: 0. pour O0<it<n,
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(i, 1)  pour (4, 1t)eD,,
n A) = n L)} =
U () = {ua (4, 0} ‘ 0 pour (4, t)e D\ D,,
wa) = (i )] = l 0 pour (4, %)eDy,
{u(i,t) pour (4,1)eD\D,.

Transformation de Laplace. Pour la fonction f() nous allons noter
sa transformée de Laplace par la majuscule correspondante F(z2). Enfin

(s, ©[2) désignera Dangle de Stolz, de sommet z,, contenun dans le
domaine Rez > Reg,.

Nous commengons par les lemmes que nous allons utiliser.
Levue 1. §i la fonction numérique f(A,1) a sa dérivée par rapport
& A continue sur D, alors fn(2) et f.(A) ont aussi des dérivées dans K et
U] =Dk WY = (A)]n-

Une conséquence immédiate est qu’on peut écrire
o) =fa(d) et [Fu(A] =fuld).

Démonstration. Pour la fonction {f,(4,?)} on a

i
.ff(zy u)du, (4, t)eD,,
ifa(d) = {1}* {fn()*y t)} =1"

n

[fGyw)du, (49 eD\D,.

La dérivée de la fonction numérique aingi construite existe et elle
est continue & cause des hypothéses faites sur f(4,¢):

13
ff;(}“; u)du, (4, %)eDy
@Y =1°,

=1\ (D
_uff;(ls u) dut, (A, 8)eD\ Dy

C'est pourquoi la dérivée de f, (1) existe dans K et [f,(1)] = [f (A)]n-
Il en est de méme pour f..(A).

Lemwe II. L'éguation différentielle (1) peut étre écrite sous la forme
@) of (A)+u(A)f(A) =0

oit la fonction numérique correspondante f(3, t) admet la dérivée par rapport
a A continue sur D.

) Démonstration. Par définition #() a une dérivée dans K 'l
existe une_ fonction continue 7(#) sur R* telle que r@(4) = f(4), ol f(4, %)
a une dérivée par rapport & A continue sur D.
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1zyvm III. Une autre forme de Péguation (1) est
(3) Onfn(A)Fun(Afa(A) = h(2)
ol h(A) = {h(4, 1)} et la fongtion numérique R(, 1) ne différe de zéro que
dans le domaine n <t <2m, <A<LB.

Démonstration. Avec les notations introduites on &

(9 F0e0) [ (A) Hfea (D)]+ [t (A) 21 (M) 1 [frn (A) oo (A)] = O
ou
”nfa’t(}“) +ttn (A)fu ()

= —Opfre(2) —Daofa (A) —Vefca (1) — g (A) foo () — o (A)f (A) — Yo (W) feo (4)

On voit facilement que le premier membre de cette équation s’a\nm_lle
pourt > 2m, a <A < petb le gecond pour 0 <t <My a <A< B. (‘}’esba'-d}re
que le second membre est donné par une fonetion k(4,?) quine différe
de zéro que dans le domaine n < t<om a<A<P. )

TahorEME 1. Supposons que pour n fiwe on ait v, = 0 et qu'tl ewiste
un s> 0 et une suite 2, qui tend vers oo dams un angle de Stolz Bz, ©/2)
et telle que

1
fUn(/‘! am) dgt
1. lexp| —

Von{2m)

2. wplexp(—ndm) = oﬂVn(zm)z;,‘D. A

Dans ce cas il newiste pas de solutions de 'équation (1) avec la condi-
tion initiale v (a) # 0.

Démonstration. Si équation (1) & une solution avec une con-
dition initiale @(a)eK, #(a) # 0, elle admet une solutionz a;vec n’importe
quelle condition initiale dans K. Nous prenons z{a) =1 [t = I, et pour
Péquation (2) fla) =T N .

D’aprés le lemme II1, notre équation (1) peut étre é(fnte LS la..
forme (3). En utilisant la transformation de Lapla'ce? class‘lque, ce qui
est possible & cause des propriétés des fonetions qui interviennent dans
cette équation, on a

) Vnle) Py )+ Unlhy ) Fu(2,2) = H (% 2)

pour n fixe. »
La solution de cette équation numerique est

(B)  Vala)Fn(d )

4 “
[ Unlp, 2)dp S AC 2)dw
=exp(—"____._— V(2 ey 2) f exp| S | E Haul-

)Vn(zm)zx K #0, a<i<h

Val?)
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De I'’hypothése 1 de notre théoréme il s'ensuit

A
f Uty &) dps
[Va(am)an?| = K lexp | S y w<A<p.

Vu(%) étant la transformée de Laplace, elle tend vers zéro
iy, ~> 00, 2y eW (2, 7/2). Cest pourquoi wand

p
( f Up(w, zm)dw)
ex R Eol
p Vi) <1,

#m = 00, 2 eW(2, m[2) eb o < u < B.
On peut aussi majorer la fonction H (u, 2),

n

n
HH (s 2)] < U o (u, t)dt’ < hnf it < h,.lw"‘”,‘
n @

n

ou h, est une constante. Avee cette majoration on a

B
1 uf Un(w, 2p)do 1
_afexp V’n(zm) — H(l“? zm) d,u < (/'l——a) hn-o-[’;-a“"’“’m

=0 ([ Vi (#m) 31—7—15‘)

. = d(%m)| Vn (%m) 2|
0UB(2p) ~> 0, 2, - oo, Zm e (2, 7/2).
Notre solution peut maintenant étre minorée:
[V (%) B (Ay 2m)]

)
( fUn(lh &) A
exp | — =
Vu(#m)

>

) “ V"(QW)F"(”’ )| — 0 (2m) !Vn(zvn)éﬁﬂl)

A
( .fUn(:“’ ) dlt
>lexp|-—2
Vn(zm)
D’aprés Phypothese 1

[6—3(2m)|, ¢ 0,

) Vo (om) e’

du théoréme il exigte un m, tel que

1V (2m) (3, 2)| > K2 PO m > my,a <A <P,

ce qui est en Contla;dlcbl()]l avec 1
]
( ) c] bhéoréme fondamental bour
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THEOREME 2. Supposons gqu'il ewiste un >0 et tel que v(t) # 0,
0<t<n, et que pour tout neN

2
fUn(w, ) dow
1oexp|l —————|V,(@)5™ " = 0(6™), & 00, a <A <f;

V()
P
fUn(w, @) dw
2. Ren“——?—(m)—— =0 pour x assez grand et a < w <1 <p.

Dans ce cas il n’existe pas de solution de Déquation (1) sous la condiiion
wnitiale x(a) = I. )

Comme dansg la démonstration du théoréme précédent on arrive
& la relation (5). D’aprés 'hypothése 2 du théoréme on a

3 ( [Tt z)dw) .

fexp ) E A < (z—a)J" i = 0(6").

Avec ’hypothése 1 on obtient
V(@) Fulz) = 0(e7™).
Les théordmes connus sur Vintégrale de Laplace ([1], pp. 180, 186
et 482) nous donnent

i
fvn(t—u)fn(l, wdu =0, 0<<t<n a<iA<ph,
[]

et le théoréme de Titchmarsh [7], avee Phypothése sur #(t), achéve notre
démonstration, car d’aprés ce théoréme
fullyt) =0, O<t<m a<i<p.

Cela étant pour tout nelN, il s'ensuit que f(4) = 0.

Les deux théorémes précédents ont été démontrés sous des con-
ditions générales, mais exprimées par les tramsformations de Laplace.
On peut donner des théordmes plus simples, mais aussi plus restrictifs,
tels que le théoréme suivant:

TagorkMs 3. Soit w(l, 1) ~ Bt (1) et v() ~ A, t >0 et 5,y > 0. 84
S~y > 1, il newiste pas de solutions de Dégquation (1) quelle que soit la
valeur initiale x(a) # 0.

Démonstration. Nous pouvons utiliser les théorémes du type
d’Abel pour les intégrales de Laplace ([1], p- 473):

I'(y+1) PRACESD

PN LR

Un(3y2) ~B V() ~

2 > o0, 2B (7, ©[2), a <A< B indépendant de ned.
() w(4, t)~Bt”§u (A, §)/t7 =B (4, 1) = B, t > 0, uniformément pour i¢[a, ], B5#0.
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Par suite, pour « assez grand

i
fUn(l‘) @) dp
Re 2 —pe Blyt1

a
) sy
V(@) AT (85+1) fs(“’ @) duw

ol &(p, @) - 1 uniformément quand @ — oo, ¢ < u < B.

Supposons que Re(B/A) > 0; alors les conditions du théoréme 2
sont remplies.

8i, au contraire, Re(B/4) < 0, les conditions du théoréme 1 sont
satisfaites. La suite (2,) doit rester sur la droite arg # = 6, cos(6—y) 6 > 0.

Ces frois théordmes ne peuvent pas épuiser toutes les possibilités
que nous donne la théorie bien connue de lintégrale de Laplace. Ils
peuvent eux-mémes aussi étre modifiés.

Maintenant nous allons montrer que le théoréme 3 a pour congé-
quence immédiate que la fonction exponentielle exp(-—le‘”s“’), w>1
A>0, 0 <6 < 2w, nexiste pas. ’

Pour les fonctions u(1) et v de I’équation (1) on prend () = P
v= 2 d’otr u(A)fv = s"¢" et 'équation différentielle correspondant,s
a (1) est ' (1) + s®¢"x(A) = 0. Comme d’aprés le théoréme 3 cette équa-

tion n'a pas de solutions, la fonetion exponentielle exp (—A6%s®) n’existe
pas.
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On. generalized topological divisoxs of zero
in real m-convex algebras

by

W. ZELAZKO (Warszawa)

In a previous note [3] it was shown that a complex locally m-convex
algebra either has generalized topological divisors of zero or it is homeo-
morphically isomorphic with the field of complex numbers. Here we
extent this result onto real m-convex algebras: such an algebra either
has generalized topological divisors of zero or it is isomorphically homeo-
morphic with one of the three finite-dimensional division algebras over
real numbers (i.e. field of real numbers, field of complex numbers or
division algebra of quaternions). The proof will be obtained by suitable
modification of the proof given in [3], the “trick” lies here in considering
complex-valued functionals in algebras over the field of real numbers.
As before, we may Limit ourselves to complete commutative algebras.
In fact, it is sufficient to construct such divisors in any commutative
m-convex algebra not being a field, since, if any commutative subal-
gebra of a real algebra 4 is a field, then 4 is a division algebra.

We assume here the same notation as in [3], moreover R will denote
the field of real numbers and ¢ — the field of complex numbers.

1. The complexification. Let. A be an m-convex algebra over R.

The complexification A of A is defined as direct product A@A equipped
with multiplication defined in the some way as multiplication of com-
plex numbers defined as pairs of real numbers, i.e.

(@, ) (u, v) = (2U—Yv, BV+YU), Ty Y, U ved.
A becomes an algebra over O with scalar multiplication defined as
(a+pi) (@, y) = (aw—pY, oy +p2).

If 4 iz an m-convex algebra with a system of submultiplicative
pseudonorms P, then A4 is an m-convex algebra with submultiplicative
pseudonorms given by

@) (e, Il = SllaPIff“(w, AR

1
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