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Abgolut p-summierende Abbildungen in normierten Riumen
von

A. PIETSCH (Jena)

Fine lineare Abbildung 7' von einem normierten Raum E in einen
normierten Raum F wird absolut p-summierend genannt, wenn es eine
nicht negative Zahl ¢ gibt, so dafl fiir jedes endliche System @, ...,k
von Elementen aus K die Ungleichung

k k
{2 i} < o sup] X e, ay}”
i=1 o<1 =1

besteht.

Im folgenden entwickeln wir eine Theorie (*) dieser Abbildungen,
die auch dadurch charakterisiert sind, daf sie alle p-summierbaren Fol-
gen in absolut p-summierbare Folgen iiberfilhren. Bs zeigt sich, dafl die
absolut 2-summierenden Abbildungen eine sehr natiirliche Verallgemei-
nerung der Hilbert-Sehmidt-Abbildungen sind. Auferdem erweisen sich
die absolut p-summierenden Abbildungen in der Theorie der nuklearen
lokalkonvexen Réume alg tiberaus niitzlich. Unter Verwendung ihrer
Multiplikationseigenschaften erhdlt man insbesondere einen sehr ein-
fachen Beweis des verallgemeinerten Dvoretzky-Rogers-Theorems.

Von fundamentaler Bedeutung ist die Tatsache, daB sich die absolut
p-summierenden Abbildungen durch das Bestehen einer Ungleichung der
Form (1)

|12 < of Uf <@, ayi"du}"”

charakterisieren lassen. Dabei ist 4 ein normiertes positives Radonsches
MaB auf der schwach kompakten Binheitskugel U° des dualen Banach-
raumes . Die wesentliche Idee zum Beweis dieses Kriteriums stammt
von Herrn S. Kwapies, der mich auf einen Satz von Mazur und Orlicz
aufmerksam machte (vgl. [12]).

1. Einfache Eigenschaften der absolut p-summierenden Abbildungen.
Bine lineare Abbildung T von einem mnormierten Raum F in einen
normierten Raum F heiBt absolut p-summierend (1 <p < + oco), wenn

(* Pir p =1 vgl. [7] wnd [8].
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es eine nicht negative Zahl g gibt, so da8 fir jedes endliche System «,, ..., »,
von Elementen aus F die Ungleichung

k I
1 ip
{Z HT%HW} " < gsup {2 [<2s, 0&>|W}
fes RS i

besteht. Bezeichnet man die kleinstmogliche Zahl ¢ mit 7, (7), dann gilt
der folgende

Sa1z 1. Die Gesamthest IL, (B, F) aller absolut p-summierenden Abbil-
dungen von E in F ist ein linearer Raum mit der Norm .

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Nachweis der Dreiecks-
ungleichung. Zu diesem Zweck betrachten wir zwei absolut p-sunumierende
Abbﬂdungen S und 7. Dann hat man

k
{ )jn (S+ D)} < { 37 (18ml+ 17l PP

f=1

._.

k

<{X 18w} + +, 2 o}

< [m(8) (1) Jsup 2 <@z, ay[?}".

la<1{]

Deshalb ist die Summe ST eine absolut p-summierende Abbildung

mit
ﬂp(‘s”f‘T) ﬂp(S)’i""p( )-

Ohne Beweis formulieren wir den einfachen

Sarz 2. Alle absolut p-summierenden Abbildungen T eIL,(E,F) sind
beschrinkt, und es gili [T < m,(T).

SATZ 3. Fiir einen normierien Rawm E und einen Banachraum F
ist auch IL,(E, F) ein Banachraum.

Beweis. Wir betrachten in IL,(¥, F) eine beliebige Cauchy-Folge
{T.}. Wegen my(Tn—1T,) = |Twm—Ty| ist dann {T,} auch eine Cauchy-

-Folge in dem Banachraum L(E, F'), und es gibt eine beschrinkte lineare
Abbildung 7' mit

lim |7 —T,]| = 0.

Bestimmt man zu der beliebigen positiven Zahl ¢ eine natiirliche
Zahl n, mit .
"iD( — n) fiir
80 besteht die Ungleichung
k
p\1/P as
{g[ll’mmi—l’nwilip} <esup {2|<a,- PP g myn =,

1%=1

Wy N 2Ty,
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Da man durch den (}renmbergang m — oo die Abschétzung

(30— Toa?}” <ssup{2 o P} i

i=1 llal=<1"32

n = Ny

erhalt, gilt die Aussage

i, (T—Typ) <e  filr  n>=n,.

Deshalb ist die absolut p-summierende Abbildung 7 in IL, (B, F)
Grenzwert der Cauchy-Folge {7}

Sind B, F und @ drei beliebige normierte Riume, so ergibt sich

Sarz 4. (1) Aus TeL(E, F) und 8elly(F, @) folgt 8T <IL,(E, G), und
es gilt m,(ST) < 7, (8) LY.

(2) Aus Tell,(B, F) und S<L(F,G) folgt ST eIL(E, @), und es gili
7 (ST) < [IS]i7ep (1)-

Beweis. Unsere Behauptung folgt aus den Abschétzungen

{Zk usmn”}”” < m,(8)sup {2 [<Ta;, b)) }1”’

[IIES S
k
< () 1T d ) (<, 11 oy}
i=1

k1

k
ERAPNICE ayP}'”

a1 'f

< 7"17

und
{Z 18P} < usu{ ?‘ TP} < Sy (T

Wir zeigen nun, daf die linearen Réume II,(E, F) in Abhiingigkeit
von p monoton wachsen.
Sarz 5. Fiir zwei Zahlen p und g mit 1 <p<g< + o0 gilt stets

)sup 2 @, ) -

i<

Ty = Ty

IL(7, F) c I(B, F) und

Beweis. Tst 7 eine absolut p-summierende Abbildungen von E in
F, so gilt fiir endlich viele Elemente @i, ... %k «F und beliebige Zahlen
Aiy ..oy A die Ungleichung

{ Z T}

Wird die Zahl » aus der Gleichung
1jfr+1jg =1[p

k

<m @l

[,y ayPY
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bestimmt, dann besteht auf Grund der Holderschen Ungleichung die
Abschitzung

k k& k
@};13{1; |<A s, a>|p}1/p < {1=ZJ I}n‘j’}“ ’i}g{g <az, a>lq}1/q,

und mit

i = || Tag|
ergibt sich wegen

k k
{2 12w} = { 3 |}

a=1 fe=1
und

{ Zk T = | f I

=1 i=1
die Beziehung
k
T 4" < 7, (T) s
{2 1w " < ) supf

Te=1

|3

Deshalb ist T eine absolut g-summierende Abbildung mit w,(T) < (7).
Wir beweisen nun, daB fiir zwei Zahlen pund gmitl <p <g< + oo
und beliebige normierte Réume F und F nicht immer die Identitit

II,(B, ¥) = I,(E, F)

k
<@y ()™,
=1

gilt.
Sa1z 6. Die identische Abbildung von C[0,1] 4n L,(0,1) dst absolut
Dp-summierend.

Beweis. Weil auf €[0,1] durch den Ansatz

(&, ;> = (1)

beschrinkte Linearformen 6, mit ||6¢

| =1 definiert werden, besteht die
Ungleichung

k k1 1k k
2 e, = X [la@Pas = [ 37 (<, Pt < sup 3 (<o, adp.
=1 0 i=1

(=1 = lal<a £~

Sarz 7. Die identische Abbildung von C[0, 1] in L,(0, 1) 4st fiir keine
Zahl p mit 1 <p <gq absolut D-summibrend.

Beweis. Wir betrachten eine Folge von positiven Zahlen & mit

2076«; =1 und 5;’6?’“ = 4 oo,
=1

1=1
und setzen

0, = 0 und O’i=61+...+61‘, fiir ’l:=1,2, .
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Nun werden die zu C[0,1] gehorigen Zackenfunktionen @; durch
den Ansatz

1—67%2t—0;—0y,| fiir teloi_y, 01l,
o= 0 fiir  t¢[oiy, 0i]
definiert. Bestimmt man zu jeder Linearform a<C{0,1] mib |a <1
die Zahlen A; 8o, daB
A} =1 und  A<mg, ad = [{@y, a)]
gilt, dann ergibt sich die Ungleichung

k ke k
{2 <@, a)\”}”” < g; 1<, D] < <§ Ay, a> < Hé’lm

=1

o =1.
Folglich erhiilt man die Aussage

k
sup {2 | <t 5 “>|’7}1/p <1.

llej<1i21
AuBerdem gilt y
ez, = (Bfg+1)M%
Wire die identische Abbildung von C[0,1] in L,(0,1) absolut p-sum-
mierend, so miiBte die Ungleichung

I % "
{ é: H%Hﬂ,}w < e”m)l{g 1<etis, a)V’]

bestehen. Durch den Grenzilbergang & - co wiirde sich dann aber die
falsche Aussage "
DI < 4 o0

g1
ergeben. o ] ronde
Wir zeigen nun durch ein Beispiel, daf es absoluf 2-summier d

(nicht absolut 2-summierende) Abbildungen gibt, qie eine ni.(‘;ht ags;olut
2-summierende (absolut 2-summierende) duale Abblldung' bem. zen. b. .
SATz 8. Die identische Abbildung R von 1% in ¢, st nicht absolw
2-summierend. ’ ) i
Beweis. Wenn die Abbildung R absolut 2-summierend wire, miiBte
die Ungleichung
k k "
{2 1|Rm|lf,0]1/2 < gsup{z <@, a)\a}
=1 =1

(%) Vgl. dagegen. Satz 18.

Studia Mathematica, t. XXVIII, z. 3


GUEST


338 A. Pietsch

gelten. Setzt man speziell fiir x; die i-te Einheitsfolge ein, so ergibt sich
auf Grund der Besselschen Ungleichung die falsche Aussage

1/2 512 " ;
B = {2 IRzt )" < ‘.su\p{f? Koy ot <o fix k=1,2,...
Auf die gleiche Weise erhélt man den

Sarz 9. Die identische Abbildung R' von 12 in m ist wnicht absolu
2-summierend.

Andererseits hat man aber den

Sa1z 10. Die identische Abbildung R' von I' in 1* ist absolut 2-sum-
mierend, und es gilt m,(R') = 1.

Beweis. Auf dem Intervall [0, 1] betrachten wir das Orthonormal-
system der Rademacherschen Funktionen g, mit

(=1 fir 27"h <t < 27"(h41),

{) =
ety 0 fir 1=2"h

‘Weil dann auf I! durch den Ansatz

(@, at)y = )jfnen fir @ = [£]l

N1

stetige Linearformen ¢ (¢) mit ||a(?)|| < 1 definiert werden, ergibt sich aunf
Grund der Besselschen Identitét

1Bl = Z &2 —fy}jénen )[at = [ 1<e, a(t)|2at

=1

die Ungleichung

2 1R a2 _f 5 <, a()>[2dt < fup Z [y ad]2.
[ 1:1 lal<<1 §51
Folglich ist R’ eine absolut 2-summierende Abbildung, und es gilt
<R <m(R) <1.

2. Hilbert-Schmidt-Abbildungen. Eine beschrinkte lineare Abbildung
T von einem Hilbertraum ¥ in einen Hilbertraum F wird als Hilbert-
-Schmidt- Abbildung bezeichnet, wenn fiir ein vollgtéindiges Orthonormal-
gystem [e;lir von H die Ungleichung

DilTe < + oo
I

Absolut p-s ierende Abbild
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besteht. Man kann nachweisen, daB alle Hilbert-Schmidt-Abbildungen
von E in F einen linearen Raum S(FE, ¥F) bilden, auf dem durch den

Angsatz
= { > e}
I

eine von der speziellen Wahl des Orthonormalsystems [e;];; unabhingige
Norm definiert wird (vgl. [8] oder [14]).
TEEOREM 1. Fir zwei Hilbertriume E wnd F fallen die absolut

2-summierenden Abbildungen T eIL,(E, F) mit den Hilbert-Schmidi- Abbil-
dungen TS (E, F) zusammen, und es gilt

o(T) = m,y(T).

Beweis. Wir betrachten zuerst eine absolut 2-summierende Abbil-
dung 7. Setzt man dann in der Ungleichung

k k
a2 X " |12
{Z |7} <n,<T>”§g{gz<w o)}

fiir die Elemente x,,...,%; ein endliches Orthonormalsystem e, ..., e
ein, so ergibt sich auf Grund der Besselschen Ungleichung
k

S i(ew, )l < Jjaf®

=

-

die Abschitzung

. .
S
{ e} <mo(T).
=1
Da man die Ungleichung

[ z ITed} " < mo(T

fiir beliebige Orthonormalsysteme [e;},; durch Grenzilbergang erhiilt, ist
T eine Hilbert-Schmidt-Abbildung mit
o(T) < =y (T).

Andererseits 148t sich jede Hilbert-Schmidt-Abbildung 7' mit zwei
Orthonormalsystemen [e,]nv Und [falny in der Form

To = Y (s, en)fn fir el
N

darstellen. Dabei gilt

={ ;j iz
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Folglich hat man
1Tal = D) ]2 (@, ea)i%,
N

und fir jedes endliche System ), ...
sich die Abschitzung

, & von Klementen aus F ergibt

%

Tt = Zw Zm,en < T)%upzdm )2

lle <1

e

[
-

2

Deshalb ist T' eine abgsolut 2-summierende Abbildung mit
7 (T) < o(T).

Da ich bereits in einer fritheren Arbeit gezeigt habe, daB alle Hil-
bert-Schmidt- Abbildungen sogar absolut 1-summierend sind, gilt der

SArz 11. In Hilbertrdumen fallen alle absolut p-summierenden Abbil-
dungen mit 1 <p <2 2usammen.

Es erhebt sich das folgende
PrOBLEM (%). Stimmen in Hilbertrdumen sogar alle absolut p-summie-
rende Abbildungen mit 1 < p < + oo diberein?

3. Einbettungssitze. Fiir eine beschrinkte offene Menge G des n-
-dimensionalen euklidischen Raumes ist C%(G) der Banachraum aller
auf @ definierten Funktionen #, die bis zur Ordnung I differenzierbar
gind, so daf sich alle Ableltungen Dz mit |a] <1 stetig auf @ fortsetzen
lassen. Auf C%(@) wird die Norm

oty = sup {{D*a(t)|: teG und |al <1}
verwendet.
Vervollstéindigh man C%(@) beziiglich der Norm

lelw® =1{[ 3 1DwPa™,

G la|l

so erhilt man den Banachraum W (@).
By gilt der folgende

EINBETTUNGSSATZ 12. Die identische Abbildung von C™(@) in WP(G)
st absolut p-summierend.

Beweis. Weil anf CY() durch den Ansatz

<@, 0> = Da(t)

(*) Die positive Lisung dieses Problems findet man in [16].

icm
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beschrinkte Linearformen 6/ mit |6
die Ungleichung

k- E
Dl = 2 [ 1Dt m@pa = 3 [ Mica, o>
1=1

i=1G lalgl lal<? G 1=1

<1 definiert werden, besteht

(@) sup y [<&i, adP.
<11
Dabei ist ¢ die Anzahl der Exponenten ¢ mit |of <1
Unter gewissen zusétzlichen Bedingungen iiber die zugrunde lie-
gende offene Menge G gilt mit jeder natiiflichen Zahl m > n/p die So-
bolevsche Ungleichung (vgl. [15])
llzllem zeCH™(G).

Deshalb 148t sich die identische Abbildung von C*™(F) in CY(GF) auf
eindeutige Weise zu einer stetigen linearen Abbildung von W(l“”)(G) in
C(@) fortsetzen, und aus dem Diagramm

W (@) - NG - WP (6)

< THWHW%HM) fiir

ergibt sich der

BINBETTUNGSSATZ 13. Die identische Abbildung wvon W™ (@) in
Wg’(G) ist fiir m > n/p absolut p-summierend.

Bemerkung. Fiir den Fall p =2 erhalten wir auf Grund von
Theorem 1 die bereits von Maurin [6] bewiesene Aussage, daB die identi-
sche Abbildung. von WHM(@) in WP(G) fiir m >n/2 vom Hilbers-
-Schmidtschen Typus ist.

4. Eine Charakterisierung der absolut p-summierenden Abbildungen.
Wir geben nun eine sehr wichtige Charakterisierung der absolut p-sum-
mierenden Abbildungen an.

TurorEM 2. Eine lineare Abbildung T von einem normierten Raum E
in einen normierten Raum P ist dann und nur dann absolut p-summierend,
wenn auf der schwach kompakien Binheitskugel U° des zu ¥ dualen Ba-
nachrawmes B’ ein normiertes positives Radonsches Maf u existiert, fir
das die Beziehung

ol < mp(D){ [ <2, >lPa'™  mit  weB
o

besteht.
Beweis. Wenn die Abbildung T absolut p-summierend ist, gilt mit
einer geeigneten nicht negativen Zahl g die Ungleichung

2 |IT2|” < o” sup Z <@, ayP.

flel<1521
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Deshalb wird durch den Ansatz (%)

2.8l o<1

k k
s(p) = inf {]sup p0)+¢" D) 1<, | = 3|7y
i=1 . i=1

auf.dem reellen Banachraum C(U°) ein positiv homogenes und sub-
additives Funktional s definiert, fiir das die Beziehung

inf ¢(a) < s(p) < sup ¢(a)

lafl<1 <1
bgstehi?. Auf Grund Qes Hahn-Banach-Theorems gibt es dann auf €(U0)
eine Linearform u mit
{ppuy <slp)  fir  @eC(T0).
Da fiir jede nicht negative Funktion geC(U°) die Aussage
(@ > S8(—p) <0

gilt, ist die Linearform u positiv und somit stetig. AuBerdem hat man

' A, py <s(1) =1.

Fir die zu C(U° gehorige Funktion ¢, mit = rgi i
wogen ® Pz(a) = <&, @) ergibt sich

s(—2”lgal”) < Sup {—¢" lew(a)"+¢"| <@, a3} —|| T
die Ungleichung
(=e"lgl"y p> < —|ITa]f.
Geht man anschlieBend zu der Integralschreibweise des positiven Radon-

schen MaBes u iiber, so entsteht die gesuchte Abschitzung

1ol < o{ [ 1@ a>Pap)™  tix  we,
uo .

aus der unmittelbar die modifizierte Ausgangsgleichung
3 &
1Ta:|” < 6°<1, u) s 2, adl?
2 L NI

=1 i=1

folgt. Hat i i ; 5 ol .
Alllgssa,ge man die Zahl ¢ so klein wie moglich gewéhlt, dann muB die

Ly =1

gelten, und das positive Radonsche Ma8 u ist normiert.

von Als erstq Anwendung von Theorem 2 liefern wir einen neuen Beweis

(*) Vgl. [12]. Einen &hnlichen Ansatz findet man auch in [1], S. 175.
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SATZ B. Fiir zwei Zahlen p und q¢ mit 1 <p < g < + oo gilt stets
IL,(E, F) «c I, (B, F) und

™, = T

Beweis. Ist T eine absolut p-summierende Abbildung von E in F,
50 besteht mit einem geeigneten normierten positiven Radonschen MaBl u
die Beziehung
ip

Tl < m(T){ [ <@ @y du
Ut

Wwird die Zahl » aus der Gleichung
1pr+ljg=1fp

bestimmt, dann erhilt man auf Grund der Holderschen Ungleichung
die Aussage

ITal) < mp (1] [ (<o PPt} < ()| [V a"{ [ 1o, 310
vt U0 uo

Deshalb ist T eine absolut g-summierende Abbildung mit m,(T) < w0, (T)-

Als unmittelbare Folgerung aus dem Lebesgueschen Konvergenzsatz
der Integrationstheorie erhéilt man

SArz 14. Jede absolut p-summierende Abbildung T fihrt alle schwach
konvergenten Folgen in konvergente Folgen iiber.

Beweis. Nach Theorem 2 besteht mit einem normierten positiven
Radonschen MaB u die Ungleichung

\Tol| < o{ [ <o, adPap)™  fix  wed.
UD

Wenn die Folge der Elemente x, in B schwach gegen 0 konvergiert,
streben die stetigen Funktionen g, mit gn(a) = <@, a> guf U° punkt-
weise gegen die Nullfunktion. Da jede schwach konvergente Folge auBer-
dem beschrankt ist, existiert eine positive Zahl v mib

lpn(a)] <z fiir  ae (748

Folglich hat man
lim [ <z, 63" dp =0,
o

n

und unsere Behauptung ergibt sich aus der obigen Ungleichung.

5. Eine Faktorisierung der absolut p-summierenden Abbildungen. Im
folgenden ist u stets ein normiertes positives Radonsches MaB auf einen
kompakten Hausdorffraum K, und mit I wird die identische Abbildung
von C(K) in L,(K, u) bezeichnet, die jeder stetigen Funktion ¢ die von
ihr erzeugte Restklasse ¢ in L,(K, u) zuordnet.
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Man erhilt die folgende Verallgemeinerung von Satz 6.

SArz 6'. Die identische Abbildung I von C(K) in Ly, (K, u) ist absolut

p-summierend, und es gili w,(I) = 1.

Ist B(8) der Banachraum aller auf einer Menge S beschry :
Funktionen y mit der Norm # Aniten
lyllz = susplww)!,

e
80 ergibt sich der

) Sarz 15. Hine Uneare Abbildung T von einem normierten Rawm B
in den 'Bmimchmum B(8) ist dann wnd nur dann absolut Dp-summierend,
wenn sie sich auf die folgende Art faliorisieren Liif: ’

B 0(F) s L,(E, p) —2 L B(S).
Dabei sind P und Q beschrankte lineare Abbildungen mit
IPl=1 @l = mp(T).

. N otwendigkeit. Als kompakten Hausdorffraum K verwenden wir
die mit der schwachen Topologie versehene abgeschlossene Einheitskugel
d.es Ba,na.chraumes E'. Auf Grund von Theorem 2 gibt es dann auf K
el normiertes positives Radonsches MaB u, fiir das die Beziehung

1725 < m(T){ [ <o, ap? an)"”
Uo

und

?esteht. Nun gewinnt man die gesuchte Abbildung P dadurch, daB man
jedem Element zeZ die stetige Funktion ¢, mit ¢, (a) = (@ a,)j zuordnet.
./-iuBerdem fargibt sich eine beschrinkte lineare Abbildung’ @, die den
linearen Teilraum IP(E) von L, (K, u) in B(S) abbildet, wenn man

Qolpe) = T
setzb. Weil dann die Ungleichung

fir xeB

120(@allz = [ T2lls < m,(T) { [ Ka, a>|pd/,¢}m’ = (1) iellz,
U0

besteht, hat': man @yl < 7, (T). Da sich aber @, unter Beibehaltung der
‘Norm Zu einer beschrinkten linearen Abbildung @ von ganz L,(K )
in B(8) fortsetzen 14Bt, ist damit die gesuchte Zerlegung der Abbilguné T
gefunden. Dabei gilt fiir die Abbildung @ wegen

(1) < [Qlimy (D P < 110 < 7, (T)
die Aussage ||Q]] =m, (7).

Formﬂgﬂjingliehkeit. We1.1n sich eine Abbildung T in der angegebenen
o iQIP darstellen 148t, muB sie auf Grund von Satz 4 und der
erallgemeinerung von Satz 6 absolut p-summierend sein.
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Da man jeden normierten Raum F in einen Banachraum B(S) einbet-
ten kann, ergibt sich das -

THEOREM 3. Hine lineare Abbildung T von einem normierten Raum B
in einen normierten Raum F ist dann und nur dann absolut p-summierend,
wenn sie sich als Abbildung von E in einen F umfassenden normierten
Raum @ auf die folgende Art zerlegen lift:

B 2 F
N
N . , N\
C(E) Ly (K, p)—%— ¢

\.P
AN

Dabei ist J die identische Abbildung von F in den Oberraum G.
Im Spezialfall p = 2 erhdlt man

SATz 16. BEine lineare Abbildung T von einem normierten Raum E
in einen Banachraum F ist dann und nur dann absolut 2-summierend,
wenn sie sich auf die folgende Art zerlegen ldft:

I

BE—2 5 C(E) Ly(E,p)—2 7.

Beweis. Weil L,(K, ) ein Hilbertraum ist, kann man die im Beweis
von Satz 15 auftretende Abbildung ¢, unter Beibehaltung der Norm zu
einer beschrinkten linearen Abbildung @ von ganz L,(K, u) in F fort-
setzen. )
Als einfache Folgerung aus dem Faktorisierungstheorem ergibt sich

SATZ 17. Jede absolut p-summierende Abbildung T wvon einem nor-
mierten Raum B in einen Banachraum F ist schwach kompakt.

Beweis. Auf Grund von Satz 5 kann man ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit voraussetzen, daB p >1 gilt. Nun folgt aus der Reflexi-
vitéit von Ly, (K, x), daB die in der Zerlegung von T auftretende kanonische
Abbildung I schwach kompakt sein muB. Die gleiche Aussage gilt deshalb
auch fiir die Abbildung JT = QIP. Folglich ist JT'(U) eine relativ schwach
kompakte Teilmenge des Oberraumes G. Da aber ¥ ein vollstindiger und
somit schwach abgeschlossener Teilraum von G sein sollte, ist 7'(U) auch
als Teilmenge von F relativ schwach kompakt.

Da auch die identische Abbildung von L (K, ) in L,(K, ) absolut
p-summierend ist, darf man in allen angegebenen Zerlegungen den Ba-
nachraum C(K) durch den Banachraum L. (K, u) ersetzen. Unter Ver-
wendung der in [9] benutzten Methoden ergibt sich deshalb

SATz 18. Die biduale Abbildung T" jeder absolut p-summierenden
Abbildung T ist ebenfalls absolut p-summierend, und es gilt e, (T") = 7 (T).
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6. Produkte von absolut p-summierenden Abbildungen. Sind 5, ¥
und @ drei beliebige normierte Réume, so ergibt sich

THEOREM 4. Unter der Voraussetzung
Tipr=1fp4ijg <1
folgt aus T eXly(B, F) und 8eIl,(F, &) stets ST <IL.(B, @), und es gilt
. (8T) < 1o (8) 7y (1)

Beweis. Weil die Abbildung 7' absolut p-summierend ist, gibt es
auf der abgeschlossenen Einheitskugel U° von B’ ein normiertes positives
Radonsches Maf u, so dall die Beziehung

7ol < mo(T) | [ |Gy adPa}™  tiiw wem
[3
besteht.
Wir bezeichnen nun mit E, (U, ) denjenigen linearen Teilraum von
L,(U° ), der aus allen Restklassen ¢, besteht, die den Funktionen
9.« C(U°) mit g, (a) = (x, a) und z<F zugeordnet sind. Dann erhilt man

fiir jede beschrinkte Linearform be#’ durch den Amnsatz
Pz By = (T, b
auf E,(U° u) eine Linearform B, mit

[<Gas Bid] < ()] [ lea (@ au}™ 1,
U0

die sich unter Beibehaltung ihrer Norm zu einer Linearform f§ aut L, (U u)
fortsetzen 148t. Deshalb gibt es in dem dualen Raum L. (U’ u) mit
1/p+1/p* =1 eine Funktionenrestklasse f mit

T, by = [ <, adf(a)du fiir
o

[T 1B]] < 75

vel
und

{J1F@P an™ < w1 b))
Uo

Bestimmt man die Zahl #* aus der Identitit 1/r4-1/r* =1, so ergibt
sich auf Grund der Holderschen Ungleichung die Beziehung (%)

KT, B3] < f <z, a3 | ()] dp
f@’ [ <y a1 (@) f(a) P71 d
o
<{ S 1o a1 a™{ [ 1<, a> I 1@ ™| [ 1" "
o o0 EA

() Im Falle r = 1 entfillt der dritte Faktor.
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Wir betrachten nun endlich viele Elemente ), ...

= {f](mv:, a>lrd,u}_lmmi.
uo

, oxell und setzen

Dann besteht wegen

KT byt < [ e, @y @) dud [ 1f (@) ap™
U0 o

die Ungleichung

K &
{2; |<Txt, b>|a}1/a < !ﬁ'ug{zlw I<as, a,>|r}1/$l{ f lf(a)lp.d‘u}up;.
i= <152 o0

Weil die Abbildung § absolut g-summierend sein soll, ergibt sich die

Abschitzung
k

{37 18Tt} < g (8)m, () sup | 2 <z, a>'},
=1

flajl<1

aus der man abschlieBend unter Verwendung der Holderschen Unglei-

chung .
{Zusmn’}”’ {2 [|;5‘Tw1[|‘1}1/q{2 [ 1<y @y ™

i=1 o0
die Bez1ehung

{ z IsZa}" <

erhilt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
THEOREM 5. Unter der Voraussetzung
1p+1jg=1
folgt aus T eIl (B, F) und Sl (F, Q) stets ST <II (B, @), und es gilt
7, (8T) < 7y (8) 70y ().
Beweis. Im Falle p =1 ist unsere Behauptung trivial, weil sie

sich unmittelbar aus Satz 4 ergibt. Hat man aber p > 1, so erhélt man
aus den Beziehungen

lfp+1lfg>1
die Ungleichung

2 (8) 70, (1) sup {Z [{ziy adl }llr

B

und 1fp+1/p* =1

1<g<p* < + oo,

Wegen Satz 5 ist dann aber S eine absolut p*-summierende Abbildung
mit 7. (8) < 7, (8). Auf Grund von Theorem 4 mufl deshalb das Produkt
ST eine absolut 1-snmmierende Abbildung mit

70, (8T) < 70 (8) 70 (T) < 7 (8) 70 (1)
sein.
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Als unmittelbare Folgerung aus den vorangehenden Theoremen
ergibt sich der fundamentale

Stz 19. Das Produkt von n absolut p-summicrenden Abbildungen ist
fiir ng =p absolut g-summierend. .

Aus Satz 16 erhilt man unter Verwendung der in [8], Abschnitt 3.3,
benutzten Methoden :

THEOREM 6. Das Produkt ST von zwei absolut 2-summierenden Ap-
bildungen T ey (B, F) und S Il (F, @) ist nuklear, und es gilt

v(8T) <o (8) 7, (T).

7. Verallgemeinerte Hilbert-Schmidi-Abbildungen. Die Theoreme 1
und 6 zeigen, daB die absolub 2-summierenden Abbildungen eine sehr
natirliche Verallgemeinerung der Hilbert-Schmidt-Abbildungen sind.
Diese Feststellung wird noch durch die Tatsache untermauert, da8 sich
auch das Spektralverhalten der Hilbert-Schmidt-Abbildungen auf die
absolut 2-summierenden Abbildungen iibertriigt. Fiir sie gilt w.a. nach
Satz 16 und [11], Theorem 6, eine Fredholmsche Determinantentheorie.

Da jedoch die duale Abbildung einer absolut 2-summierenden Abbil- -

dung im allgemeinen nicht wieder absolut 2-summierend ist, erhebt sich
die Frage, ob es eventuell doch noch eine bessere Verallgemeinerung
der Hilbert-Schmidt-Abbildung gibt.

AbschlieBend bemerken wir, daB die von Saphar [13] eingefiihrten
Links-Hilbert-Schmidi- Abbildungen absolut 2-summierend sind. V

8. Das verallgemeinerte Dvoretzky-Rogers-Theorem. Tine Folge [x;]
von Blementen eines normierten Raumes ¥ heiBt absolui p-summierbar,
wenn die Ungleichung

Z P < + oo

besteht. Auf dem linearen Raum ¥ {E} aller derartigen Folgen erhilt
man durch den Ansatz

T [#;] = {5: ”mi”h}llfr

eine Norm.

Eine Folge [#;] von Elementen eines normierten Raumes F heilt

(schwach) p-summierbar, wenn fiir alle beschrinkten Linearformen e’
die Ungleichung

D, adP < + oo
=1

- ©
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besteht. Auf dem linearen Raum I”(E) aller derartigen Folgen erhilt
man durch den Ansatz

=3

1/p
e, (2] = sw i, a>|P
o L] “a‘éi{i,l' , >’}

eine Norm. .

Jede absolut p-summierbare Folge [;] ist auch p-summierbar, und
es gilt die Beziehung ep [;] < 7oy ;]

THEOREM 7. Hine lineare Abbildung T von einem normierten Raum B
in eimen normierten Roum F ist dann und nur denn absolut p-sumﬂm:erend,
wenn sie jede p-summierbare Folge [w;] n eine absolut p-summierbare
Folge [Tw;] diberfiihri. ‘

Notwendigkeit. Wenn die Abbildung T absolut p-summiere.)‘:ld ist,
gilt fiir jede p-summierbare Folge [#;] und & =1, 2; ... die Abschitzung

Li i 1/p
[ D 1ra}” < mo(Dysup | 3o, ) < (D) .
i=1 ’ a1z

Deshalb ist die Bildfolge [Ta;] absolut p-summierbar, und man hat
o [To] < mp(T)eplw]  fiir  [wi] el (E).
Hinlinglichkeit. Wir betrachten eine lineare Abbildung T, die
alle p-summierbaren Folgen [2;] in absolut p-summierbare Folgen [Tx;]
iiberfiihrt, und nehmen an, da8 sie nicht absolut p-summlel;gnd 1st.[§)ann
gibt es zu jeder natiirlichen Zahl j ein endliches System i, ..., 2 von
Elementen aus F mib
ky
j ip
sup {Z‘ <2, a)\”} <1
liel<1 "33

und

x
{ 3 Iy = 2.
=

Nun folgt aus der Ungleichung

5y f @, ey} < lall

f=1 i=1
i i iebi ¥ ¥ r Elemente 27
daB die auf eine beliebige Art angeordnete Fol.ge dfl
(i=1,...,%;j=1,2,..) p-summierbar ist. Sie muﬁ};e deishalb durch
die Abbildung 7' in eine absolut p-summierbare Folge itberfithrt werden.
Das ist aber auf Grund der Beziehung

0
=1

!

L R
i TP = + o0

d=1

7
unméglich.
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) Bemerkung. Die vorangehenden Betrachtungen zeigen, daf eine
lineare Abbildung 7' von & in F dann und nur dann absolut Pp-summierend
ist, wenn durch die Zuordnung

(2] — [T;]

eine beschriinkte lineare Abbildung 7' von I”(B) in I'{F} definiert wird,
Deshalb stimmt ,(T) mit der gewéhnlichen Norm von T Uiberein ‘
man kann IL (B, F) als Teilraum von L(I°(E), I’{F}) auffassen. ’

Als Anwendung der Theorie der absolut p-summierenden Abbil-
dungen ergibt sich nun das bereits von Grothendieck [4], 8. 101, Cor. 2
bewiesene verallgemeinerte ’ -

Dvorerziy-RoGERS-THEOREM 8. Jeder normierte Raum B, in dem
alle p-summierbaren Folgen sogar absolut p-summierbar sind ist, endlich-
dimensional. ’

Beweis 1. Aus unserer Voraussetzung folgt, daB die identische Ab-
bildung I in dem betrachteten normierten Raum E absolut p-summie-
renfi ist. Wiahlt man die natiirliche Zahl n 80, daBB 2n > p gilt, dann
G?f‘glbt sich wegen I = I" aus Satz 15 in Verbindung mit Satz 5’ dafl 1
eine absolut 2-summierende Abbildung sein mus. Folglich gibtyes auf
der abgeschlossenen Einheitskugel U° von F’ ein normiertes positives
Radonsches Maf p, fiir das mit einer positiven Zahl ¢ die Ungleichung

und

lall <ef [ 1<e, adjrau)™
U0
besteht. Deshalb erhilt man auf E durch den Ansatz
lol = { [ 1<a, a>prau™
Ul
eine dquivalente Norm, die sich aus dem Skalarprodukt

@y) = [<a,a>y, aydu
[l
erzeugen la8t.

" Nim.rgt.man'an, dafl der normierte Raum 7 unendlichdimensional
;s 1; 80 ];msltl'er]f elne orthonormale Folge [¢;], die auf Grund der Bessel-
chen Ungleichung 2-summierend sein miiBte. Dag kan i i

weil sich dann die falsche Aussage " aber niche sett,

2 le;]2 < + o0
=1
ergibt.
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Beweis 2 (%). Aus unserer Voraussetzung folgt, daf die identische
Abbildung I in dem Dbetrachteten normierten Raum E absolut-p-sum-
mierend ist. Da diese Eigenschaft beim Ubergang zu der vollstdndigen
Hiille erhalten bleibt, kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daf F ein Banachraum sein soll. Dann ist aber die abge-
schlossene Binheitskugel U = I(U) nach Satz 17 schwach kompakst. Weil
alle schwach kompakten Teilmengen eines Banachraumes auch schwach
folgenkompakt sind (vgl. [5], S. 814), kann man aus jeder in T liegenden
Folge eine schwaeh konvergente Teilfolge aussondern. Diese Folge wird
aber nach Satz 14 durch die identische Abbildung in eine konvergente
Folge iibergefiihrt. Folglich ist die abgeschlossene Einheitskugel U kom-
pakt, nnd der betrachtete Banachraum ¥ muf endlichdimensional sein
(vgl. [B], S. 159).

9. Nukleare lokalkonvexe Riume. Abschliefend zeigen wir, wie
gich die absolut p-summierenden Abhildungen in der Theorie der nukle-
aren lokalkonvexen R#ume verwenden lassen. Dabei benutzen wir die
Bezeichnungen aus [8].

Als erstes sei bemerkt, daf man unter Verwendung von Satz 16
das folgende Kriterium erhilt:

ToEoREM 9. Ein lokalkonvexer Raum E ist dann und nur dann
nuklear, wenn fir eine (jede) Zahl p =1 die folgende Aussage gilt: Zu
jeder Nullumgebung U eU(E) gibt es eine Nullumgebung VeU(E) mit
V13U, so dap die kanonische Abbildung von B(V) auf E(U) absolut
p-summierend st.

Werden fiir einen lokalkonvexen Raum E die lokalkonvexen Folgen-
riume 1 (E) und P {E} gebildet, die aus allen (schwach) p-summierbaren
bzw. absolut p-summierbaren Folgen von Elementen aus E bestehen,
und deren Topologie aus den Halbnormen

o
p|UP
ey plei] = i‘,‘,}%{g <5 03] }
bzw.

nyplt] = {5: PU(%)p}lm

=1

erzeugt wird, so gilb
TamoreM 10. Bin lokalkonvezer Raum B dst dann und nur dann
nuklear, wenn fiir eine (jede )Zahl p > 1 die mengentheoretische und topolo-

(%) Dieser Beweis stammt von Herrn Pelezynski.
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gische Identitdt
V{E} =P (D)
besteht.

Im Falle eines metrischen lokalkonvexen Raumes kann man zeigen,
daf aus der mengentheoretischen Identitdt antomatisch die topologische
folgt.

10. Nukleare Funktionenriume. Die auf einer offenen Menge G des
n-dimensionalen euklidischen Raumes definierten stetigen Funktionen ®
bilden einen vollstéindigen und metrischen lokalkonvexen Raum €(@),
dessen Topologie aus den Halbnormen

= () = sup |p(?)]
teE

gewonnen wird. Dabei soll K alle kompakten Teilmengen von @ durch-
laufen.

Wir geben nun eine Charakterisierung der nuklearen Teilriume von
C(G) an.

TEEOREM 11. Ein linearer Teilraum von C(G) ist dann und nur dann
wuklear, wenn es auf @ ein positives Radonsches Maf u gibt, so dap sich
seine Topologie fiir eine feste Zahl p =1 aus den Halbnormen

pe(@) ={ [ lp®raul”
K

erzeugen Lafe.

Beweis. Die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung wurde
bereits in [10] bewiesen. Ihre Hinlinglichkeit ergibt sich unmittelbar
aus Theorem 7 und der Verallgemeinerung von Satz 6.
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