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number congruent to '(mod ™) must also be congruent to

(n41)* (mod &™) for 1 < n < m.

To complete the proof we will merely mention which r, ¢, and s are

engulfed by which econgruences of the D, B, F, @, and H components:
(1) D engulfs 55 fo15..-5 bos; o5 -5 Tos
(2)  en  engulfs 8,5 1.5 bog; Pl o5 Tmes n=1,2,3,4,5;
(3} Ja—s engulfs  s,; 7,5 ... Tngs Eup—ds voos tng n=6,7,8,9,10,
(4)  gmp engulfs v, 15, 1<m<n=<6,
(B) g engulfs figm, 1<m<n<6.
b4
Notice that all cases are engulfed by these. Flence | X is a covering

A
class of residues in Z(l/—‘»‘) and the norms being divisors of the odd
integer 5,845,851 are necessarily odd.
We have not used the divisors o’ f7y for J=1,2,3,4,5,6 nor ofy
or % of o®f'y as possible moduli so perhaps a simpler covering class
of residues in Z (V:.f) can be found.

3. Remarks. Although this does not shed any light on questions 2

“

{md 4, the method of constructing the example may be able to be used
In attempts at settling these questions.

The basic ingredient of Z(V'—2) that allowed this example to be
constructed was the existence of two primes whose norms were 3. These
did an excellent job of covering a large portion of Z (l/-:?j) and only
the ome additional prime 3727 was needed to complete the cover.

The method of this paper indicates that we can obbain infinitely
many essentially different covers of Z (1/?9;) that have odd norms.

References

[11 H. Davenyport, The higher arithmetic, New York 1960, p. 67.

[2] P. Exdés, On a problem concerning congruence system, Maith. L 3
op. 1o, g cong ystem, Math. Lapok 3 (1952),

[81  — Proceedings of the 1963 Number Theory Oonference, University of Colorado
Proposed problem no. 28. ’

[4] J.H. Jordan, Covering classes of residu 4 i y
1o, 51e518, f restdues, Canadian J. Math. 19 (1967),

[5]1 J. L. Seliridge, Proceedings of the 1963 Number The i
versity of Colorado, Proposed problem no. 28. oy Gonforence, nd

Research for this paper was supported in
T th part by NSF Grant No. GP-6227
and W8T Grant-in-Aids for research project number 729,

Regu par la Rédaction le 21. 2. 1967

ACTA ARITHMETICA

XIII (1968)

Sur un théoréme de Rényi. Il
par

H. DELANGE (Paris)

1. Introduction. Soient w(n) le nombre des diviseurs premiers de
I’entier positif # et 2(n) le nombre total des facteurs dans la déeomposi-
tion de n en facteurs premiers.

A. Rényi a montré (}) que, pour chaque entier ¢ > 0, Pensemble
des » pour lesquels on a 2(n)— w(n) = ¢ posséde une densité d,, la suite
des nombres d, étant déterminée par le fait que, pour |z| < 2,

+00
6 1—2/(p+1)
a_ 2 A" Rl
gdqz a ﬂzn 1—zfp

olt p parcourt la suite des nombres premiers.

Dans un article précédent () de méme titre que celui-ci, nous avons
montré que le fait que la fonction {(s) de Riemann n’a aucun zéro de
partie réelle 1 entraine le résultat suivant, qui précise celui de Rényi:

8% vy(x) est le nombre des n < x pour lesquels on a

Q(n)—wn) =q (q entier >=0),
on  pour x infing:
v (%) = dg@+ o [x(loglogx)?].

Nous nous proposons ici de montrer que ceci peut aussi s’ébablir
élémentairement & partir du théoréme des nombres premiers sous la

forme m(x) ~ zflogz, ou plus préeisément & partir du fait équivalent
que la fonetion de Mobius satisfait &

1) D uln) = o[a].

n<x
On peut méme établir le théoréme plus général suivant:
(1) On the demsity of certain sequences of inmtegers, Publications de I'Institut

de Mathématiques de I'Académie Serbe des Sciences 8 (1955), pp. 157-162.
(2) Acta Arithmetica 11 (1965), pp. 241-252,
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TuhorBME A. Soit H un ensemble non vide quelconque de nombres
premiers.

Désignons par wg(n) le nombre des diviseurs premiers de Uentier positif
n qui appartiennent & B, et par Qg(n) le nombre total des factewrs qui appar-
tiennent & B dans la décomposition de n en facteurs premiers. Autrement
dit, soient wg et Qg les fonctions de Ventier positif n définies de la fagon
suivante:

wp(1) = 2(1) =0

6ty i n = PILPE...PFTM, 0% Dy, Do, ..., D, SOnt des dléments dislinets de
B, ay, as, ..., o, des entiers positifs et m un entier positif qui n'est divisible
par aucun nombre de I,

Qgn) = a;+a3+...+ap.

8oit vy(x, B) le nombre des entiers positifs n au plus égauw & x tels
que Lg(n)— wg(n) = q.
Soit, daulre part, Fg la fonction méromorphe définie par

Fyle) ={[-](1_.$_)}HE%B

Dell

wg(n) =1 et

+o0
et soit ) 0,(B)f le développement en série entidre de Fy(e) au voisinage
=0

de zéro, de sorte que
1
8,(7) =n(1~_50—2-).
el
Alors, pour tout ¢ >0, on a quand o tend vers -+ oo:
(@, B) = 84(B) 2+ o[2"*(loglog z)?].

Le résultat rappelé plus haut est le cas particulier ot & est 1’ensemble P
de tous les nombres premiers.

Nous verrons que notre méthode permet dans ce cas, on utbilisant
au lieu de (1) le fait que

D wlm) = 0w /"%,
n<T
avec a >0 convenable, d’obtenir un meilleur résultat:

TeBorEME B. Avec les mémes notations que plus haut, pour chaque
g =1, on a quand o tend vers + oo: ‘

‘ ‘ loga ’

hm@
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Le théoréme B fournit la meilleure évaluation que nous sachions
établir de la différence »,(z)— d,=.
Cependant, alors que (2) entraine seulement que

3 a* logz)e~?
[ Drg(t)— a1t = o[b (loglog) ]
0

logx

on peut montrer par des méthodes analytiques que

2" (logloga)?!
(logz)?

c 8 (1 1
Vo(B)—dyt]dt ~ — — (=] .
[ etn—aan =gl
1.1, Dans toute la suite, la lettre p représente toujours un nombre
premier, tandis que m, n, d,r représentent des entiers > 0.
E(u) désigne le plus grand entier < u.
Une somme qui ne contient auncun terme est considérée comme nulle
et un produit qui ne contient aucun facteur est considéré comme égal & 1.

2. Quelques lemmes.

2.1. LeMMe 1. Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes, f
définie sur Densemble des entiers posilifs, g sur Uensemble des nombres
réels > 1.

On suppose que

(a) Pour © =1,

Dfmi <@ a | Yfm| <),

< N<T

=

D et ¥ btant deus fonctions positives de la variable réelle définies pour
#2221, et ¥ élant non déeroissante;

(b) Pour & > 1, lg(z)| < K, o%r K est une constante positive;

(c) g est & variation bornée sur tout intervalle [1 y X]ohl < X << + oo,
On désigne par V(X) la variation de g swr Vintervalle [1, X].

Alors on a pour 1 <u <w

Ssono(Z)| < xow+ [uwi+|o(2) |+ 7 ()] weor

n<T

Démonstration. On a

me)g(%) E

n<e

Zf(n)g(%) + Z f(n)g(%) I

n<u USNLL

Le premier terme du second membre est évidemment au plus égal
4 KO(u).
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Pour évaluer le second, introduisons n; = E(u) et n, = E(x).
On a évidemment 1 < n; < Ny,

Si ny = n,,
w
fin)g (;) =0
ULNLL
Si ny < Ny,
3 renfd) = 3 sof),
UNLT =ty 41

Nous transformerons cette expression en introduisant la fonction F
définie sur [1, +oof par
= D'f(n)

n<it

Pour 1 <t <o, [F(I) <P() < ¥(o).

On peut écrire

Ty

Zf(n)g(%) = ﬁ:[ﬁ’(n)—lﬂ(n—l)] g(%)

ny+1 ny+1

8i ny, = n,+1, ceci se réduit &

an)g() S ) o]

a1
d’ott
i)
® x
s (%)) < 2200 o )}
1524-71 n ny+1
Mais on a

) = () o] - (o) —olz)] +or o)

o< of o o )

@ @
<7 (%) + o2

puisque 1 < w/(n;+1) < xfu.
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Si ny > ny+1, on obtient
7y

Zf(n)y(%)

f3+1
— N\ _an @ ’ x @
= Z’(nz)g(nz) P(nl)g(nl—f-l) —+ Z F(n) [g(;-z) —g(n—}-l)]’

Lo e

e ki ‘ @ z = @ x \|
n;f(n)g(n) <sv<x)[ "’(T)HQ(T*T)FZ 9(5)"”(n+1)|]-
Mais

(%) < o+ o)~ a0

o) <o o) o (50

Le crochet est donc au plus égal &

g(1>1+'g(§)

x @ @ z z
g(;—) “g(nl-{-l)’_'_ g(—";) —g(”*‘l)'—}ht‘q(a)wg(l)"
41
done & [g(1)]+ |y (wfu)|+ V (z/u) puisque z[n déeroit de x/(n,+1) & x/n,

quand n croit de n;+1 & u,, et 1 < afn, << af(n,+1) < @/u.
On voit done que, dans tous les cas,

| Dol s ) {2 e

UINSE
2.2. LEMME 2. A chague ensemble non vide A d’entiers > 1 premiers
entre eux deuw & deuw, associons la fonction uy définie sur Uensemble des
entiers >0 par

..]_

_|__

< [Ig(l)l+

pa(l) =1,
el pour n > 1,
(—=1)" si n est le produit de r nombres distincts de 4,

n) ==
#a (%) lO st n n’est pas de cette forme.
Définissons aussi la fonction M, sur Densemble des nombres
réels > 0 par
My(@) = D pa(n).

n<T
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Soit enfin N 4(z) le nombre des n <
nombre de A.

@ qui ne sont divisibles par aucun

Alors
1°. On a
1 st n nlest divisible par aucun nombre de A,
fuzn’ palm) = ‘0 dans le cas contraire,

et par suite, pour tout » =1,

¥a(o) = Zum)ﬂ(ﬁ)-

n
nLEL

2°. 8i Z‘ (1/m) < 4 oco, la série Z (wa(n)fn) est absolument conver-

Med
gente et a pour somme [] (1—1[m).
Med
3% 8i A est un ensemble de nombres premiers (*), on a pour z infini
M4(%) = o[z].

2.2.1. Démonstration de 1°

a. Si n n’est divisible par aucun nombre de 4, u,4(d) = 0 pour tout
diviseur ¢ de » autre que 1, donc

D a(d) = pa(l) =1.

am

Dans le cas confraire, soit D Pensemble des nombres de A qui divisent
7 et soit ¢ le nombre des éléments de D.

8i un produit de nombres de A divise n, chacun de ces nombres
appartient & D. Inversement, tout produit de nombres de D distincts
divise n. Les diviseurs de n pour lesquels u,(d) # 0 sont donc 1 et les
produits de nombres distinets de D.

Comme, pour chaque r > 1 et < g, il v 2 exactement (g) produits

de r nombres de D distincts, on a
q
D mald) =1+ (%) (-
am r=1

b. Le résultat qui précéde entraine évidemment que, pour o >1,

Na@) = D[ D wa(@] = Zmdm(g)-
a<z

ngE  din

o= (1—1)% = 0.

() En fait le résultat est valable quel que soit .
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2.2.2, Démonstration de 2°
. 81 Pensemble A est fini, le résultat & &tablir est évident car la.

série 2 (na(n)/n) n’a quun nombre fini de termes non nuls — exacte-

ment 2“ 5i A a q éléments — et ce sont précisément ceux que I'on obtient
en développant le produit [] (1—1/m).

Mmed
On voit de méme que

+oo
N Jea(m)l ( )
né-ll n ﬂ 1+ N

b. Si A est infini, rangeons ses éléments en la suite My, My, .
My ..., 66 50it 4, Pensemble des ¢ premiers termes de cette suite.
Quel que smt N =1, on a pour chaque ¢ >1

N +o0 q
1 1 1
D a0 < 3o = | | (142,

iom 7

=1

vy

done

2 mqn|<n(1+ )

med

et, en faisant tendre ¢ vers -~ oo, on obtient & la limite

N
O #a ()] 1
n%{ n <n<1+m)'

Med,
+o0
La série ) (|ma{n)|/n) est donc convergente.
Nn=1

Comme, par ailleurs, quel que soit % >1, on a pour tout g

lay ()] < la (W],
on a
1
S = i Sieain = i [T (3= [T(-3)
=~ q—» 0o 2 o\ g—++o0 My et m

2.2.3. Démonstration de 3°

a. Remarquons d’abord que, si ) (1/m) = + oo, on a pour # infini
med

N4 () = o[=].
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A

& traiter le cas ot 4 #P et 3 (1)p) < + oo.
peBa

Pour cela nous introduirons la fonction arithmétique g, définie par

En effet, soient, comme plus haut, m,, M, ..., my, ... les nombres Reste donc
de 4, et A, lensemble des nombres my, Mg, ..., M. .
Pour chaque g > 1, N4(x) est au plus égal & N_,,q(m), c’est-a-dire,

dapres le 1°, & ga(n) = 1 si » n’est divisible par aucun nombre de 4,
m e 0 dans le cas contraive.
ZyAq(n)E(n) = mZ pa, () — ZMA (n [— —D(n)] oo
= n<w Remarquons d’abord que la série ) (g 4 (n)/ﬂ) est convergente car,
1
Si @ = mym, ... my, tous les n — au nombre de 2% — pour lesquels pour tout » >1,

fay(m) % 0 sonb au plus égaux 4 @, done

) Serte [+ X5]< v < T+
2%:”’-4(1(“) = E%HAQ(”) =lq7 (1.— 727) " e 2 ey - 1/? voa ! 1

n<® n=l 7=l D’autre part, d’aprés le 1° on a pour tout #n > 1

tandis que
ga(n) = D pa(n).
@ i din
W= =B || < D lugy(m)] = 22
g‘u‘iq( )['n (n):H & ],qu( ) ’ Il en résulte que, pour tout » >1,
et par suite n
pa(n) = w(d) 94( gald
N < ——] 2% .
(@) mg (1 m,-) + et par suite, pour tout #z > 1,
On voit done que, pour tout ¢ >1, ' My (2) = ZgA(n)M (%)’
n<e
q
— 1 1 d’ou
m = N, (0) < n(l—ﬁ) R
erten 1 i M4 (@) < D gatn) M(;)‘
En faisant tendre g vers -+ co, on obtient & la limite ol "~
— 1 —
fm = ¥4 (2) <0. M@) = 3 uin)
Trtoo L i
b. Supposons maintenant que 4 soit un ensemble de nombres Btant donné & >0, il existe @, >1 tel que
premiers. |M(z)] <ewr pour & = .
Le résultat & démontrer se réduit & (1) dans le cag ot A est I’ensemble
P de tous les nombres premiers. Alors, pour z = a,
Il est une conséquence immédiate de ce qui précéde si Z (1/p) = + oo @ @
v / @) < > galn) M(—)‘+ D gA(/n)'M(—)’,
car les # pour lesquels u,(n) = 0 ne sont divisibles par aucun nombre n<am, " ajrg=n<T n
de P—A et par suite, pour tout » > '
<o g4(n) o gA(m.
(@) < 3 lea ()] < Vs (o) h n

Sy g



Pem


348 H. Delange

11 résulte de 1& que

lim = |MA ) /sZgA

Tesrtoo L

Ceci ayant lieu pour tout & > 0, on a bien le résultat désiré.
2.3. LEMME 3. Soit A un ensemble non vide d’onliers > 1 premiers

entre eus deum & deus.
On suppose que > (1/m) < -+ oo et, avec les motations du lemme 2,
Med

que Pon a pour ©>1

Dlpa(m) <via) e

n<L

[Mala)] < OR (),

oy et M sont des fonctions positives définies pour » =1, M élant non-

décroissante et telle que

f CJR(m) "z < -+ oo.
1
Alors on e, pour 1 <u <o,
+o0
1 ® M ()
NA(m)—wg(l—%)’ <v(u)+(2; ~1)9R(m)—[—mJ ot
2.3.1. Remarquons que lon a nécessairement pour o infini
M () = o[=]
car on a pour tout » >1
Cme M) M)
[ = Fas | it = .
T tz x tz @

Ceci permet d’affirmer que M (x) = o[x] sans faire appel au lemme 2.
“+oo
De plus, Vintégrale [ (M4()fi?)dt est Gvidemment
1

convergente.
2.83.2. Démonstration. D’aprés le lemme 2, on a pour @ >1

a2 S S
med
= -—g;,uA(/n) [—'}7—/ - ) (%)] _mg #Aﬂ(lﬂ)

<

abgolument

hm@
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et par suite

Na(z)— n (1— Tn)

med

Seini-a(i g

ngT

La fonction g définie par
g(t) =1—E()

satisfait & |g(¢)] <1 pour tout ¢ >1 et est 3 variation bornde sur tout
invervalle [1, X], oi 1 < X < 4 oo, sa variation sur cet intervalle
étant égale & X--E(X)—2.

Alors, d’aprés le lemme 1, si 1 <

Zm(n)[—f;—E(%)] <

n<e

<u<a,

w(u)+2(f —1)932(:0).
w

Il est évident que cette inégalité a encore lieu si w = o > 1.
Pour achever la démonstration, il suffit done de montrer que, pour

z>1,
Z fra(n)
n

n>x

M) M)
el

Mais, si y >, on a pour chaque n» satisfaisant & @ < n <y

oy s
ua(m)  pa(n)  F pa(n) sa(n)d(t—mn)
, = nf ot = xf Ty,
ol
1 g >0
6<u)=[ S
0 s wu<O.

Par addition, on obtient

pa(n) _ Ma(y)—Ma(z) _ f Ma(0)—Malo) .
o, n y T I
_ fM;(t) g Ha@) _ Ma(o)
@ Iy @
d’o
pa(m) _ M;(y) _ M@ f Ma()

T<ny
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En faisant tendre y vers + oo, ceci donne a la limite
+
paln) __ Ma@) f” Malt)

——~ dt,
1) @ ®

(3)

‘ B>
d’out le résultat ddsiré.

2.4. Levue 4. Soient f et g deus fonctions arithmétiques multipli-
catives et soit b la fonction arithmétique définie par

wmy = T r@a(5)

azn

Alors h est multiplicative.

Démonstration. En utilisant les décompositions en facteurs pre-
miers, on voit immédiatement que, si (m,n) =1, on obtient tous les
entiers positifs dont le carré divise mn, chacun une fois, en formant les
produits d;d,, ol dijm et dijn.

Ainsi
hmn) — Zf(dldz)g(%) = Zf(dlm(-%)f(dz)g(%)
d§|m 1 d“‘l’|m
din dzm
- {Zf(dlm(%)} {Zf(dz)g(%)} = him)h(n).
di[m dz""‘

2.5. LEMMB 5. Soit I une fonclion positive définie pour » >1 et
telle que
+oo
[3
[0,

et soit M* la fonction définie pour ¢ >1 par

~-00
M* (=) =mf CD:RU) dt.

@

8i M est non décroissante, ON* Vest aussi.
Démonstration. Si 1 <a’ < a”, on a

s

+00 . z
M* (@) —M* (=) = (w"—m')f Cﬂ:z(t) dt——w'f

ta(t) at.

+oo
i
(@ —a) f 93;( )

et

Sur wn théordme de Rényi. I1

+oo M) "
at > (2" — o' —_—dl = [1— '’
(@' —a) [ =2 ( w)cm(m )

2

r

351

, i M (t) , r M (z") z’
wf St <w f—-—di:(l—ﬁ)c)ﬁ(:c").

o
z 2 &

Done M* (@) —M*(2') > 0.

3. Démonstration du théoréme A dans le cas oil ¢ == 0. Definissons
une fonction Mz sur Pensemble des nombres réels > 1 par

Mg (@) = Sup | Mg(tF)).
i<

Il est clair que Mz est une fonetion non déeroissante et que l'on a
Mp(@) <2 pour tout » >1, et My(1) = 1.
De plus, le fait que Mz(z) = o[z] pour # infini entraine que
Mz () = o[2"?].
Remarquons maintenant que 'on a
2g(n)—wg(n) =0

si, et seulement si, » n’est divisible par le earré d’aucun nombre de .
Autrement dit, on a

vo(#, B) = N(z),

ol 4 est I'ensemble des carrés des nombres de .

On a
1
I I (1—;71—) = 6,(H).

Mmed

De plus, on voit immédiatement que l'on a

,uE(lfa—'/,) 8l n est un carré,
paln) =

dans le cas contraire,

ce qui entraine que, pour tout » >1,

My(2) = Mg(¥®) et par suite |M,(z)| < My (),

et que

D lua(m) < ¥

<z
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Le lemme 3 montre donc que, pour 1 <u <&,

o0
Mz
Iwo(, B)— b(B)a] <u‘”+(2%—1)%<“>+‘”f *‘fz‘&dt-

En prenant « = &*Mg(x)**, on trouve

00

(6, B)— (B)o | < 35°M ()"~ Mg (a)+-a |

€

MRul) 4.
2

Le second membre est o[#%*] quand & tend vers - oo,

4. Théoreme préparatoire au cas ol ¢ > 0. Avant de démontrer le
théoréme A pour g > 0, nous établirons le résultat suivant.

THEORSEME PREPARATOIRE. Soit B un ensemble non vide quelconque
de nombres premiers.

F étant une partie non vide de B, désignons por Ngp(@) le nombre
des n < qui me sont divisibles par aucun nombre de F et par le carré
d*aucun nombre de E—F.

Pour chaque q entier > 1, il existe une fonction positive ¢g,q dependant
seulement de B et g, définie powr @ =1, non décroissamie et satisfaisant &

ppe(®) = o[@"®]  quand ® tend vers + oo,

telle que, si T a au plus q fléments, on a pour tout z > 1

1
Ner@—aBa| | Tﬁ/ﬂ < 9ma(@)-
DeF

4.1. Démonstration. Fixons un ¢ >1 et soit F une partie non
vide de F ayant au plus ¢ éléments.

Nous allons appliquer le lemme 3 en prenant A égal & l'ensemble
des nombres de F et des carrés des nombres de H—F, et utilisant des
fonctions » et M indépendantes de T .

4.1.1. Remarquons d’abord que Von a

[0 =] 0= ShLLE =550
~{J 0= 5L )

DeBE

1
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4.1.2. Soit maintenant Ar la fonction arithmétique multiplicative
déterminée par
peF,
peéF.

Comme la fonction uz est multiplicative, la, fonetion arithmétique u*

définie par
n
o= ME(dMF(;ﬁ)

an

" (—=1) s
0 si

est multiplicative d’aprés le lemme 4.
On vérifie immédiatement que 1’on a
—1 si peFetr=1, ou peE—F et r =2,

pel et r %1, ou pe BE—F et r 2, ou p¢B,

* oot
(®") =
nie 0 si

et il en résulte que u*(n) = p4(n) pour tout » > 1.
Autrement dit, on a pour tout » >1

n
pa(n) = E pn(d) iy (—“)
da
an
et par suite on a pour # >1

M (@) = 2(2 (@) (;l”—)) — ) up(@ iz (m)

KT N g2p mad<x

- ZAF(m)ME(]/%),
m<x
d’olr

(4) @) < lan(m)] ‘ My (]/ %) ‘

. 1
4.1.3. Comme on a évidemment —t—}ME(t)l < 1pour tout ¢t>=1,
on peut définir une fonetion réelle ug pour x >1 par
1
up () = Sup — | Mg (1)
[=5"] 11
Il est clair que la fonction g est non croissante et que, pour tout
z =1,
0 <ug(z) <1.

Acta Arithmetica XIIL3 23
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On a d’ailleurs ug(1) =1 car Mp(1l) ==

Le 3° du lemme 2 montre que ugz(z) tend vers zéro quand z tend
vers - oo.

Comme on a évidemment |Mz(z)| < aug(z) pour tout » >1, (4)
montre que, pour  >1,

@] < > iir(m)] |/—~ “E( m )

ML

Mp ) ]/—— u,j( ) 4+ |4 () []/»—- Uy (]/»»—)
m<z1/2 m 1/2<fm/a; m
< o (M%) E VA (1) 1"‘2111,1('171,

mezl/? MET

Mais [Ar(m)] est égal & 1 si tous les diviseurs premiers de m appartiennent
& I, et & zéro dans le cas contraire.

Si done py, pa, ..., pz sont les éléments de F eb si r;(x) est le plus
grand entier » tel que p} <2’ on a

Ie
1/21—25—,@*\]—[{_”9,,2} nl i/l/p (1 ;/VO)aom(l 2

D’autre part, )’ |Ap(m)| est le nombre des entiers < & qui sont de
gz

la forme pilp2... pik, tous les r; étant > 0
Comme on doit avoeir, pour chaque j, p¥ <, dou 7 < ———
ce nombre est au plus égal &

13
loga loga \¢
1 <1+ .
”( +10g’py-)\( | 10g2)

=1

En définitive, on a pour tout 2 > 1

\ |M.4(0)] < Giza(a),
ou

Gm(@) = 27 (1-HV/3 Y gy (9) 4 g1 (1+ iogg)
0g

Notons que la fonction Gz, dépend de 7 et ¢, mais non de F.
4.1.4. 11 est clair que, pour 1 < ¢ < @,

- q
Cmalt) < 2(14V3 )“’w"2+m”4(1+%) < + oo
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On peut donc définir une fonction positive Mz, pour z =1 par

C)J’z.fv},q('fc) Mln['” SUI) GEq( )]

It<n
Cette fonction dépend encore de F et ¢, mais non de F.
Comme on a |M,(x)] <@, il est clair que ’on a pour » > 1
[ M 4 ()] < Mpy().
De plus, la fonction Mg, est évidemment non décroissante et,
comme pour z infini Gg.(®) = o[#"*], on a aussi
My (w) = o[x"],
de sorte que [ (Mm,(f)/13)dt < + oo
1

4.1.5. La somme D |u4(n)| est le nombre des n < # pour lesquels
NLL

ua(n) # 0. Chacun de ceux-ci est de la forme pilpj?... pitm?, ol chaque 75
est 0 ou 1 et m est 1 ou un produit de nombres dlstincts de B—PF.
On a par suite

Dlpatmi < D) E[]/El?zf—ﬁ] D h—

d T1pT2
s 0<ry<1 o<r<1 ]/pl P2 .- PK

an[ pr ] <V (1+ 712:)q = g2 (1 41/2)8.

41.6. On voit maintenant que, d'aprés le lemme 3, on a pour
1<u<e

Nop(@)— b0 (B H1+1 ’

00

<21 HV/2) M 4 (2;;—*1)%&,1({3) 4 f gﬁf—qmdt
_ @ e 9; 0]
< 2LV 2 S My ()t f =20 iy,

@®
En prenant u = Kgy oMy ()P, o Kz, = Supt " Mg,(t), on
i1

voit que, pour #>1,
Np,p(@)— n1+1 ]\m( a),
ol

“+co
1
pmale) = EEyt 27 (VI 1 Mg - [ ozal gy
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4.1.7. La fonction ¢z, dépend de E et ¢ mais non de F.
Comme Mz, est non décroissante, le lemme 5 montre que g,
est non décroissante.
Enfin on a pour z infini
Puq(®) = o[2""]
parce que
Ma,(z) = o[x].

5. Démonstration du théoréme A pour ¢ > 0.

5.1. Btant donné lensemble non vide B de nombres premiers et
Ventier positif ¢, nous désignerons par &,(F) I’ensemble des entiers de
la forme

1+ay . 14-a 1+
PP L

’
olt Py, Ps, ..., P, sont des nombres premiers distincts appartenant 4 B
et ay, @, ..., a, des entiers positifs dont la somme est ¢ (r pouvant étre
quelconque < ¢).

Nous désignerons par N,(#,«) le nombre des nombres de &,(%)
au plus égaux & x.

Nous introduirons, d’autre part, les fonctions arithmétiques h et I

définies par
” 1
h(n) = P eb l(%)——‘— ! ! Tl/p—

2ln bin

5.2. Ceci dit, fixons maintenant I’ensemble non vide # de nombres
premiers et ’entier ¢ > 1.

8.2.1. Pour tout me & (), h(m) est un produit de nombres premiers
distinets appartenant & H et en nombre au plus égal & g.

Inversement, p,,p,,...,p, étant » nombres premiers distincts ap-
partenant & B, avec r < ¢, il y a exactement (Z:i) nombres de &4(E)

pour lesquels h(m) = p;p, ... p, (4. .
Comme, pour tout me &,(E), h(m)? < m, pour les m d6 &,(H) an
plus égaux & z, h(m) < '~
On voit donc que, pour chaque r > 1 et < q, le nombre des nombres
de &,(F) ayant » diviseurs premiers et au plus égaux 4 » est an plus

s [g—1) ..
égal & (3_1) fois le nombre des entiers au plus égaux & #"* qui sont

* (3___{) est le nombre de solutions en entiers > 0 de Yequation aj+ag+-...+
tor=gq.

hm@
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des produits de r nombres premiers distincts, done est
0 22 (loglogz)™!
logw
quand 2 tend vers 4- oo.
On a par suite, quand # tend vers 4 oo

' (loglog@)®*71
7 = |22
(5) N (B, ) 0[ ogs ]

On voit aussi que, pour chaque » >1 et < g, la somme

1

172

n
medy(E) K
w(m)=r; m<T

s (g—1\ o . . .
est au plus égale & (g_l) fois la somme des inverses des entiers au plus

égaux & £'* qui sont des produits de » nombres premiers distinets.
Par suite, quand # tend vers -+ oo,

1
6 — = ¢
(6) D — = Ol(logloga),
medy(E)
mLL
ce que lon pourrait d’ailleurs déduire de (5).
Notons que (5) entraine

.’_Z(ﬂ).<+oo

med o (F)

1
Si<te
mseq(E') m

et par suite

En effet, si my, mq, ..., m;, ... sont les nombres de &,(H) rangés
par ordre croissant, on a N,(H®,m,) = 7.

(5) entraine donc gue, pour r assez grand, r < mi* et par suite
1jm, < 1fr2.

5.2.2. On va voir maintenant que

. I(m)
™ 0(B) = 8(B) Y| .
Medo(E)
En effet, soient p,, ps, ..., Ps, ... les nombres de B rangés par ordre

croissant, et soit H, l'ensemble des nombres pi, Ps, ..., Pre
Pour chaque j, on a pour [z| < p,

o0 3

1—2/(p;4-1) 2 ?

A S _ =1 T
1—2/p; (2+1) (;—2) +,§ 2§ (1+1/py)
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On en déduit aisément que, quel que soit 7 >1, on a pour |2} < p,

7 +oo

[t S

7=1 fe=1

a‘ln(Ey /")zk7

. 1(m)
ol ax(E,r) = E e
med(Ey)

T 1—#p 1)

Quand 7 tend vers 4 oo, comme converge unifor-

j=1 1—z/p;
mément vers T?DTFE(z) gur tout ensemble compact contenu dans le
"
0
cercle ouvert |2| < Py, ag(Z,r) tend vers 8, (1) 6y (1)
. l(m) .
Mais a,(H,r) tend vers — " car on a évidemment pour
me8y(B) "
tout » =1
W(m I(m)
3 camnc 38
m m
me€g(E) msé’q(E)
MLPy

5.2.3. Remarquons maintenant que Pentier positif n satisfait &
Qg {n)—wg(n) =g

8, et seulement i, il est le produit d’un nombre m de &,(¥) par un entier
qui n’est divisible par aucun diviseur premier de m et par le carré d’aucun
autre nombre de B. m est d’ailleurs bien déterminé quand n est donné.

On voit que le nombre des » au plus égaux & @ qui satisfont &
Qn(n)— wg(n) = g et pour lesquels m est un nombré donné de &,(H) est
égal, avec les notations du théoréme préparatoire, &

Ng,p,lwm),
ot F, est I'ensemble des diviseurs premiers de m.
On a done
(@, B) = ' Npp,(om).
meé o(E)

m<x
Par suite, compte tenu de (7), on a
(%, B)— 8,(B)»

1
N L R e I Y
med () n n med (& m
[4 & o(E)
m<z m=r

bm@
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Comme, d’aprés le théoréme préparatoire, pour chague m appar-
tenant & &(E) et <,

€
‘MFkﬂ~mmimm
| T m

&x
<¢'E‘,q B
m

on voit finalement que

(8) bole, B)— oq B)al < D)

med o (E)
ML

@&
Prq (';;;) + 26, (E)

med ()
m>T

m

5.2.4. La conclusion du théoréme résulte de ce que Pon a pour o infini

—1/2 g1
o) 3L o[ hestoge)
msé’q(E) m logm
MST
i 1/2 g
(10) ¢me|—) = o[z (loglogz)?].
meE () w
m<x

(9) résulte immédiatement de (5) et de la formule

iz_mmm+f

4
Mmed o(F) mn z
msx

No(B,1)

12 ’

que Pon peut établir de la méme manidre que (3) dans la démonstration
du lemme 3.

Pour établir (10), remarquons que, d*une part, il existe H > 0 tel que

vmq(2) < Ho'®  pour tout =1,

d’autre part, & tout > 0 correspond un @, > 1 tel que

/2

@m0 (%) < e’ pour & > m,.

Alors, pour # > @,, on peut écrire

2(;) PEq (,’%) - Z PEq (79:7/—) + 2 ‘FE,q(_:?/“)

med, med (B, &g (E
ol g s,
o\ 12 2 \12
<s E —) +H E —
s m m
med q(F) med g(E)
ML Ty TfL <MLL
1
< s E ot HE N, (B, 0).

méé (1)
mLe
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Compte tenu de (B), ceci donne
e S (i”) <olm ) 1
1m. iz, ] Pr,q < € 7 T
- 1 logloga /
srpoo 2 (loglog w) ) m oo (logloga) ity m

6) montre que le second membre est fini et tend vers zéro avec ¢, d’oll le

résultat désiré.
6. Démonstration du théoréme B. Compte tenu de (8) et (9), on

voit que, pour établir le théoréme B, il suffit de montrer que, pour tout
g>1, on a quand » tend vers -+
(m ) O[ml’z(loglogm)“‘l]
Prg\—| = e
medo(P) logw
mr
6.1. En reprenant la démonstration du théoréme préparatoire et

tenant compte de ce que

Mp(w Z'p n) = 0 [ze~/"E=],

<
avec a > 0, on voit successivement que
%(w) = 0[5,
1p o (%) = O™ ——(u[Z)l/m]

P
Mpq(@) = O[a"*¢ "(a/")ﬂogau]
(

Prg(®) = O[aM IR,
Finalement on voit qu’il existe K, > 0 tel que, pour » =>1

Ppg(®) < Kpue~™¥% avec  f=31a>0.

On est donc ramené & démontrer que
» M2
(——) exp[ ﬂ]/log——] —O[ ogloga)™ ]
mey(P) 10gw
nw

C'est ce que nous allons faive en partant du fait que, d’aprés (8), il

existe Hy > 0 tel que, pour >4,
22 a—1
(11) Ny(P,z) <H,® (lt’lilogw)
gx
Nous remarquerons, par ailleurs, que tout nombre de &,(P) est an

moins égal & 29 done & 4.
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6.2. Supposons z > 4%, de sorte que Viogiz > 3Vloga.
Pour chaque m appartenant & &,(P) (donc > 4) et au plus égal & &

on a
1/108'—

@
(H) exp[ ﬁl/log—]al—}—f
1/105-—— .
_1+f P B) 6 h/log% —t] a,

ot & est la méme fonetion qu’au § 2.3.2
Par addition on obtient

e oy/os )

PB (1 — Byt

medo(P)
mLT
viogie
2
WB0)+ [P ) NP, 2o )
0
yioziz
2 (logloga)tt
< qm (loglog) n f P8 (L BN, (P, we ) as,
loga
d’apres (11).
t < Vlog}a,

Mais (11) montre également que, pour 0
Y2 122 [loglog (ze™ )]q—

V (P —12 <
N(P,we™™) < Hyw ogo—t*

o' (loglog @)~ Pt
S logo 1—2flogw
On a par suite
vigww
)

Viog iz 12 a-1
z'*(loglog®
f L g N (P, wo )it < H, ( igf ) f

1—1#2/loga

0
On voit done que, pour achever la démonstration, il suffit de montrer

que lintégrale
vieele
Tt
1—¢?/loge

est au plus égale & un nombre fixe.
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Comme, pour 0 <* < Wlogs, 1—t2flogs > $, on a
#viogz 3viogw

e_ﬂt(t’i'ﬁ Bt Pl 4 ( 1
—_— e (1 Yt < — f (t4+p)dt = — {1 —‘),
1——t2/10gw 3 f (+6) 3 A) 3 B2
Par ailleurs, pour %l/logoa <t < l/logl—'v,
2
0 S log4.
logz logz
Par suite
Vg
T g loga TEE
f at < (t+pyat
1—1#%flogx logd J-
t/iogz iogz
loga > ‘ log —
< Pt B) b = Viogw+1 ) ¢~ PRVIET
< Togd f_e (t+8) 1og4( ga+ 1—/3
iogz

En définitive, on a

P4 ) it <i(1+ 1) loga

—_— P .- 1 1 ¢ (ﬁ/z)l/logm
¢ 1—flogs B2 I 10g4( l/oga;—l— T B )

yiogtz

d’olt le résultat désiré.

ERegu par lo Rédaction le 28. 2. 1967
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