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ACTA ARITHMETICA
XIII (1968)

Induzierte Masse und Jacobischer Algorithmus

von

FRITZ SCHWEIGER (Wien)

Diese Arbeit verallgemeinert Siitze von 8. D. Chatterji [2] auf Jaco-
bische Algorithmen fiir den Fall n = 2. Soweit wir Begriffe der Wahrschein-
lichkeitstheorie verwenden, verweise ich auf [1]. Fiir den Jacobischen
Algorithmus verweise ich auf [4], [5] oder [6]. Die Idee der hier skizzierten
Methode findet sich fiir gewdhnliche Kettenbriiche in [7].

P bezeichne ein Wahrscheinlichkeitsma8 und I das gewohuliche
LebesguemaB im R,. Zunichst sei B® das Einheitsquadrat. Mit

aV ..oa™ ...
m=[a(21) e af™ ]
bezeichnen wir die Entwicklung eines Punktes ze¢B®. B bezeichne
folgenden mefibaren Bereich des R,:
B® = {2BO a¥(z) = KD, 1 <i < s}

Das System der B® erzeugt dieselbe o-Algebra wie die offenen Mengen.
Grundlegend ist die Abschitzung

® O )" < L(BY) < Cy(wfft)~
wo die N#herungsnenner den Rekursionsformeln
@) o) = W+ MO ol + ol

geniigen. Mit dem Jacobischen Algorithmus verbunden ist die Abbildung
8: BO—s B, definiert durch

(:__[ﬁ;_]mi_[%]) fiir  (a) # (0),
0 fir (@) = (0).

Es gibt ein gegeniiber dieser Transformation invariantes und ergodi-
sches MaB u, welches den Ungleichungen

3) O, L(B) < p(B) < 0,L(B)
geniigt, d.h. zu L Aquivalent ist.

(1, ey Wy} = l
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Sarz 1. Sei ein Map P gegeben durch
P(B®) =p(EY, ..., &)
g0 ist P beziiglich L singulir genau wenn
tim (w5 (@) (K @), .., K9(@)) = 0
8§00

fast diberall im Lebesqueschen Sinn.

Beweis. Die zufilligen Variablen

Z%) (@) = P(B®)/L(B®)

bilden nimlich ein Martingal. Dann folgt die Behauptung aus (1) nach
folgendem Satz (siehe [3]): HmZ®(x) ewistiert fast diberall und ist gleich 0
genau dann, wenn P bezﬁgl'zia’-;me stnguldr ist.

SaTz 2. Sei ein MaB P gegeben wie folgt:

P(B")) = (0, km)p(km, @) “.p(k(s—l), £©)

und sei P invariant und ergodisch beziiglich, dann ist P bewiiglich L singulér.

Beweis. Da u mit L dquivalent ist und zwei verschiedene inva-

riante ergodische MaBe zueinander singulér sind, braucht man nur gy =P
zu widerlegen. Wir nehmen daher an:

(4) p(B) = p(0, &Y)...pEC, k).
Wir betrachten folgende spezielle Bereiche:

BV 50 = (‘1’), i=1,...,3841,

NPT .
BEN+D, k()=(2), t=1,...,3N+1,

BEVED; 30 = (‘1’), K= (J), i =2,3,5,6,...,3¥—1,3¥,
k(i)=(g), i=4,7,...,3N41,
BEVHY, 30 (‘2’), B0 = (g), i=2,3,5,6,...,3¥—1, 3N,
B — (‘1’), i=4,7,...,3N+1.
Es ist dann
u(By) =p (0, g)p (2,2)3N7
” #(Bs) =p (0,2)10 (3,‘;)”,
wtB) =2 (o) (1) 2 (3,5) 2 (3:5)"
wt =2 (o,3)e 5o2) 2 (5:5) 2 ()"
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wie man durch Einsetzen in (4) erkennt. Wir bezeichnen nun der Kiirze
halber die Naherungsnenner w{), i =1,2,...,38+1 der we B+
j=1,2,8, 4 einfach mit ¢}. Die Abschiitzungen (1) und (3) zusammen
ergeben dann:

(6) 05(q§3N+1))—3 < uB(?N“’) < Os(qgalv-;-l))«a.

Die Untersuchung der GroBenordnung der ¢#¥+9 fithrt auf das Studium
von linearen Differenzengleichungen, die sich aus (2) durch Einsetzen
ergeben. Diese Differenzengleichungen fithren aunf vier algebraische
Gleichungen

r—a*—1 =0,

-2 —1 = 0,

#°—brf4+34°—1 = 0,

2 — 70432 —1 =0

deren absolut gréfte Nullstellen wir mit &, £&,, £ und &, bezeichnen.
Bei den ersten zwei Gleichungen sind diese die einzigen reellen, die anderen
liegen im Einheitskreis. Bei den zweiten zwei Gleichungen nehmen wir
& und &, reell — die anderen Nullstellen mit gleichem gréBtem Abso-
lutbetrag unterscheiden sich nur um dritte Einheitswurzeln. Ubrigens
liegen die weiteren Nullstellen auch hier im Einheitskreis. Es ist dann
leicht einzusehen, daB

(7) 07g7(aN+1) < E;}NH < GsQ$3N+1)
gilt, dh. ¢P¥* wichst wie £7+.. Die Abschiibzung (6) geht dann tiber in:
(8) 09 Ej_SN—l < M(Bj(sN-i-l)) < 010 fj—sN—l.

Setzt man nun in (8) die Werte fiir u(B;) gemiB (5) ein upd beachtet,
daB die Konstanten O, und Cy, von N nicht abhéingen, so ist diés fiir ¥’ > N,
nur richtig, wenn

?((1):(1)) = £,
p(50) =&

’
00 00 00
.’p(272)p 1’9 .’p(zll):Eg?
00 00 00 3
p252p2y1p172=§4
erfiillt ist. Dies heiBt aber
(9) EE = &E.
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Nun ist aber
1,46557123 < &, < 1,46557124,

2,20556943 < £, < 2,20556944,
4,36523001 < & < 4,36523002,
6,56631577 < & < 6,56631578
und daher
£ 8 = 9,62340346 + A4,
£, & = 9,62781786 + B,

mit |A| <8,1+107% und |B| < 6,6:107%, d.h. (9) ist nicht erfiills.
Bemerkung 1. Ist nun ein solches Maf singulir, so ist es entweder
rein atomar oder rein nicht-atomar. P ist atomar genau dann, wenn

supp(E®, ..., B9 =0 >0

fiir alle s gilt. Gibt es niimlich einen Punkt g« B® mit p (k9 (y), ..., 5 (y))
>0 >0 fiir alle s, so ist die abzdhlbare Menge

A= Lla{meB@)[ o =8y, j =N

gegen ¢ invariant und daher P(4) = 1. Die Umkehrung ist klar.
Bemerkung 2. Wire die explizite Gestalt von u bekannt, so wire
Satz 2 vermutlich durch Einsetzen zu beweisen.
Zuletzt danke ich noch Herrn Dr. K. Kreiter, der mich bei der
genauen Berechnung der Nullstellen unterstiitzt hat.
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Verallgemeinerung eines Peterssonschen Satzes
und Gitterpunkte mit Gewichten

von

B. Novix (Praha)

§ 1. Einleitung. Es sei r eine natiirliche Zahl, r > 2 und sei
r
(1) Qw) = Qu) = ) ayuu
i1

eine positiv definite quadratische Form mit der Determinante D. Seien
weiter

(2) My, Moy .oy Myybyybay ey bryagy agyenny 0
(M, >0,M,>0,..., M, >0)

reelle Zahlen. Wir betrachten 2 >0 und erwigen die Funktion A4 (z),
die durch

2mt 2 agUs
3) 26 72, 7Y
definiert ist, wobei iiber alle r-tupel %y, s, ..., %, reeller Zahlen, fiir die
(4) Q) Uy oovy ) <@
und
(5) up = by (mod My) (j=1,2,...,7)
ist, summiert wird.
In dem Spezialfall
6) L ogy=b=0, M;=1 (j=1,2,...,7)

gibt (3) die Anzahl der Gitterpunkte (d.h. der Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten), die im Gebiet (4) liegen, an. Im allgemeinen Fall wird also
eine ,,Ausdehnung’ und ,,Verschiebung” des Gitters zugelassen und jeder
Punkt wird mit einem gewissen ,,Gewicht” gerechnet. Unter der Voraus-
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