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Metrische Theorie einer Klasse
zahlentheoretischer Transformationen

von

Frirz SCEWEIGER (Wien)

Die Idee zu dieser Arbeit entstammt wohl der Beschéftigung mit
den Arbeiten von Rényi [7], Roos [9], und Philipp [6] und der Hoffnung
die metrische Theorie des Jacobialgorithmus voranzutreiben. Fir viele
Begriffe und Methoden verweise ich auf Hartman-Marczewski-Ryll-
Nardzewski [4], Rohlin [8], Khintchine [5], Billingsley [1], Doeblin [2]
und Ryll-Nardzewski [11], {10].

§ 1. Definition und Grundeigenschaften der Transformation 7. Im
folgenden bezeichne (B, F, 2) einen Wahrscheinlichkeitsraum; B ist der
n-dimensionale Rinheitswiirfel des euklidischen Raumes R,, wobei eine
Nullmenge weggelassen sein kann, § die o-Algebra der Borelmengen
und 2 das n-dimensionale Lebesguesche MaB. Hg ist daber A(B) =1,
d. h. 1 ein WahrscheinlichkeitsmaB. Es sei nun B in endlich viele oder
abzihlbar viele Bereiche Bj mit folgenden Eigenschaften zerlegt

(a) By~ B; =@, @ #J],

(®) U Bi =B,

(¢) Zu jedem B; existiere eine 1-1-deutige Abbildung T%: By — B
von By auf B, welche stetige partielle Ableitungen erster Ordnung begitze.

(d) Mit' T},~'B = B, definieren wir rekursiv Bereiche By, ., durch

T;‘—:Bkz-ﬂ"’m = B"1’“z <K+
Bs sei dann Ty, = T, .- T, T, eine Abbildung von By, x, auf B,
deren Umkehrabbildung mit ¥y g, bezeichnet sei. Bildet mun Vi, x,

einen Punkt « = (@1, ..., s,)eB aut den Punkt ¥ = (y1, ..., ¥n)eBr u,
ab, so bilden wir die Jacobische Matrix

RN alyi
@) = ( 9wf)
Ist nun

_ By
(@) Wil = S;UJI)]E%:‘
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die Matrixnorm und
(3) Alcl,,_km
so verlangen wir:

(A) BEs gibt eine auf [1, co) definierte, nichtzunehmende Funktion
o(f) mit limo(¢) = 0, sodaB
P

= |det ]|

W2y sl < 0 (0)
unabhingig von dem Wert der &y, ..., Fi gilb.

(B) sup A,clu_,,mg GianIal...km wobei ¢ > 1 eine absolute Konstante

sel.

Wir vermerken gleich, dafl aus (A) folgt:
(4) A, 1oy < W'o{m), n =dimB, d.h. eine Konstante.

Nun definieren wir eine Transformation 7 von B in sich gemiB
(5) Tw = Thwe fir weBy.

Sarz 1. Das System der Mengen {Br .z} = T~°B erzeugt die o-Algebra
der Borelmengen. Bs ist \/T°B = §.

Beweis. Sind @,y By, x,, 80 ist

lo—yll = 1V,..r,®
mit Z, feB. Dies heilit aber

— iy 2,7 < 61y 1)) < @0 (5)

diam Bkl RS

Nach Lemma 3 in [1], p. 70 folgt alles.

FoLGERUNG. T' ist mefbar bexiiglich A. o

Sarz 2. T' dst ergodisch (d. 4. wnzerlegbar oder metrisch transitiv) bezlig-
lich A.

Beweis. Wegen Satz 1 geniigh es die Dichte einer invarianten Menge
B in einem By, x, abzuschitzen.

[ aml@)do = [ yu(2) A, 5 do
B .

By, Je
MB)int Ay, x, > o-1A(H) sup Ay, x, > O"IZ(E)Z(BM__,;%).

Nach einem Satz von Knopp oder dem Lebesgueschen Dichtesatz ist
A(H) = 0 oder 1. Oder auch go: Wegen Satz 1 folgt

ME A~ A)= 07 A B)A4)
fiir jede Menge A4 ¢F. Man getzt A = B—F und findeb
AMEYA(B—E) = 0.

< 60(8).

ME ~ Bry, ;) =

i=m®
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SArz 3. Bs ewistiert ein zu A dquivalenies, gegeniiber T imwariantes
Map u.
Beweis.

ATm- By,..x,)

ZMBa Ly le)

< Z[SUPAZI I fA,l & (m)dm]
)

2/ fAll Zm(Vkl 7 ®) Apy 1, (@) diw
(Bkl"-ks) .

Weiter ist analog

X(T#mBkl---ks) = Z l int Al]...-lm fAkl-nks(m) dﬂ?] > O—II(B]CI"'EB) ’
@ B

Dabei wurde > A(Bj, 3,) =1 verwendet.
Demnachai)st
0™ (Biy, 1) S A(T"" By ) < OA(By, .1,
und nach Dunford-Miller (siehe [4]) existiert

N—-1
E 11 —_— T8
wUB) = lim 5 D H10)
fir alle Bef. w ist ein invariantes MaB und wegen
(6) 0~ A(B) < u(E) < CA(B)

zu A Aquivalent.

FoLeERUNG. Durch Anwendung des individuellen Brgodensatzes sieht
man: Ist fel'(B), so gilt

gn— Vﬂﬂw) ff(w Yau(o)  fi.

Insbesondere ist dann fw fast alle »

llm— > yu(T'0) = u(B)
fiir jede Menge Ee‘& Ist insbesondere B = B;, so besagt dies: die Héu-
figheit mit der T*weB;, i fest, ist gleich u(B;). Dies enthdlt Sdtze iiber Ketten-
briiche und normale Zahlen als Spezialfille.
Bin BEndomorphismus eines Mafraumes in sich heiBt exakt, wenn

N T-",

Nl
wo Mt die Klasse aller meBbaren Mengen ist, nur aus Mengen vom Maﬁe
Null oder Rins besteht. Ein Endomorphismus heillt mischend vom Grade
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-1

r—1, wenn fiir alle r-tupel natiirlicher Zahlen kS, iy ..o, Byt und alle

r-tupel meBbarer Mengen X,, X, ..., X, , gilt: Wenn
lim (inf |1f— K|) -
800 BT

go ist
r~1

hmz(m T "Xi) =m [ [ 1X).
gl

Jeder exakte Endomorphismus ist mischend von beliebig hohem Grade
(8. Rohlin [8]).

SATZ 4. T ist ein exakter BEndomorphismus im Sinne Rohling [8] und
folglich mischend von jedem Grad.

Beweis.

AB) = [ My g, do=0
™mE

13 Bry..x,) AT H).

Aus (6) folgh
u(T"B) < O*u(B) (B, x,,)-
Nach Rohlin [8], p. 30 ist alles gesagt.
Zum SchluB dieses Abschnittes seien einige Beigpiele genannt.
(a) = [0,1), r>=2 ganz,
Bk =[E—1)r ), E=1,..,7
Ty = re— [re];

(g B=(0,1],
1 1
Bk = (—m,'%], k =172,3,..-,
T
(v) B= ( {n}, {rs} rationale Punkte N =2 ganz,

(_I_l k) b=1,2,...,N—1,

BN.=( )

-Tlu h "‘ka
€r

TNM = Ne.

Das Beispiel (y) ist eine interessante Mischung zwischen r-adischer
Transformation und Kettenbruchtransformation. Bs erfiillt die Rigen-
schaften (a)-(d).

i=m®
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§ 2. Der Kuzminsche Satz. Nach dem Satz von Radon-Nikodym
kann man aus Satz 3 folgern Es glbt eine Funktion o(w) eL*(B) mit
(7a) ez} <
(7b) f f(w)dp(@) = f f@ g(m
B

Nun ist fiir EeF sicher

Efg(m)(lm= f@(w)dw=2 fg(w)dms

T8
Da o(Vix) dy(s) < O2A(Bg) und Z/l(Bk) =1,
]

und Summation vertauschen. Da E beliebig war, folgert man

(8) ol@) = D'o(Vaa) dx(w),
) k

Zf (Vi) Ay (e

k T};lE k H

kann man Integration

A — fast iiberall. Diese Funktionalgleichung nennen wir die Kuzminsche
Gleichung.

Schon aus unseren vorhergehenden Uberlegungen wissen wir, dafB
(8) genau eine Losung o(z)eL'(B) besitzt, die der Nebenbedingung

f o(®)de =1
B .
gentigh. Selbstverstéindlich heiBt dies, o(#) 1-deutig bis auf eine Null-
funktion.
Wir verlangen nun, daf8 die Transformation T folgender Bedingung
gentgt
(e) | Ak g () — Aiey 1, ()] < QA(Bry,. i) le—l-

Diese Bedingung ist fitr (a)-(y) erfiillt. Die Motivation hat sich aus Betrach-
tung iiber den Jacobischen Algorithmus (vgl. [12]) ergeben. Ab nun
sei (¢) stets erfiilllt. Dann beweisen wir:

Sarwz 5. Die Funktionalgleichung

(9a) = 'p(Vya) 4i(®)
k

besitet genaw e¢ine Lisung y(w), die den Bedingungen

lp(@)—p)| < Klw—yl|, d h y(z)eLlip*(B) f«p(m)dm = ¢ (¢ Konstanie)
geniigt. Ist eine Folge reeller Fumktionen fo, f1,fay ...

Rekursionen
(9b)

gegeben, die den

fn+1(

o) = an(th) Ay()
k&
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gewiigt, wobes
[fo(@)—fo()| < N]z—yll

d. h. fo(z)eLipt(B) vorausgeseizt sei, so gilt
(102) |fu (@) — ap(@)] < bo(n).

Dabet sind

@ = f fowdw wnd b = b(f,) Konstante.
B

Beweis. (a) Wir beweisen zunichst die Bindeutigkeit; d. L. sind
zwel Funktionen m(z) und ¢()eLip*(B) mit
fn(m)dm = f(p(‘.ov)dw

B

B

gegeben, die beide (9a) erfiillen, so sind sie identisch. Durch vollsténdige
Induktion erkennt man zunfichst, daB fiir jede Funktion v (x)eLip*(B),
die (9a) erfillt, gilt

p@) = D v(Vig. 5,8 Dyt

ky...kg
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist

[v@dw = 3 p(w)A(By..s,)
B
mit w'eBy 5 . Bs ist dann wegen

[y, (@) dw = A(By,.1)
B

ferner durch neuerliche Anwendung des Mittelwertsatzes

A(Bry..kg) = Any..0,(F).
Wir schiitzen nun ab:

lv@— [vi@)da| =] 3 vw) diy s, (@)~ 3 0w) di,. s, (3)|
B (% = Vi, 5,® gonetzt)
<| X 0w Ay (@)= 3 w(w) dyy g ()|

+] D) Ay, @)= 3 ww) a1, (5) |
Kl 3] A1, (@)+| D0 ()b, 1, (0) — A1, ()
OK fu—w|+| 3 p(w)QA(By, 1)
0Koy0(s)+Y/n® | Bf y(@)do|

<
< floo— 2|
<
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denn % und w'eBy, x, und [l#—2| <yn. Wir erhalten
|v@)— [v(@)an|<oo(s)+c| [ v(@)da.
B B

Wir setzen 9(®) = n(2)—¢@(z) und erhalten dann
[p(@) <eo(s) dh (@) =0.
{(b) BEs sei nun eine Folge fo(2), f1(®), ... gegeben, die
Faia(2) = ,an(m) Ay(0)
]
erfiillt. Zuniichst ist wieder leicht zu sehen, daB
Js(o) = 2 Jo(w) Ap,. 5, (

k.. kg
mit % = Vi, r,® und

[fo(@)do = [fal@)dm
B B

fir alle » erfilllt sind. Wir zeigen nun: f,(«)eLip?(B) mit einer von ¢
unabhingigen Kostanten ¢;. Denn ist « = Vip.k® und v = Vi 59,
80 ish

fa@) =fol <| 3 folw (@)= 3 folv) ()|

2 A@Ifow)—fo()+| 7 fol0)| A (@) — 4(w)]
< Nlu—oll Y} 4@)+MQlw—y| 3 A Bkl...ks)
< Neqle—yll+ MQ|lw—yll < ¢ le—yll

dabei ist M = max fy(2) und von der Abschitzung

5

llu—ll < €3 Ay, llo — ¥

Gebrauch gemacht worden.
Gilt nun fiir eine Folge vop Funktionen fy(2), fi(®), ... die Rekur-

sion (9b) wnd ist fo(2) eLip*(B), so erhdlt man weiters analog zu (a)

fol@) = D' folu) .., (@)
Joyoudeg
und
f fol@)dw = 37 fo(w') Ay, 2 folw)A(Bry..i)

Tpoekig Feyeekey

woraus wir folgern

(11) fol@)— ffo(wdw\ 0(s)+ 0| [ fo(@)do|
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auf dhnliche Art wie vorhin. Die Komnstante ¢, ergibt sich im wesent-
lichen als ¢; = €+ Ne,, hiingt also von der Lipschitzkonstanten der Fuuk-
tion fo(xz) ab.

Wir bilden nun

o () = foym () — fs (@)

fiir festes m. Die Folge dy,, () erfiillt nun wieder die Rekursion (9b) und
daher gilt nach (11):

(e, ()] < Do(s)
denn

fds,m<m) do = f.fs-pm(m) dw— f/‘s('l’) dw = 0.
B B n
Da d; e Lip*(B) mit einer Konstanten 2¢;, ist klar, da8 b im wesentlichen
nur von fo(x) abhingt., Obiges heift:
[foym (%) —fo(2)| < bo(s)

fitr alle m. Die Folge fy(x) konvergiert daher gleichmiBig gegen eino
Grenzfunktion I (»)eLip'(B) und es gilt

|fol@)—F ()] < bo(s).

() Nun ist. es klar, daB (9a) eine Losung () <Lip*(B) besitzt oder
ande?s ausgedriickt, daB wir p(»)eLip*(B) annehmen kénnen. Denn sei
goeLip(B) beliebig mit

[ gol@yde =1

80 konvergiert {g, (¢)} gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion w(w) ¢Lip*(B),
wenn wir

gn(m) = Z gn_l(Vlcm) Alﬂ(m)
k

definieren. u(a) ist aber 1-deutig und wir kénnen ¢(x) = y(®) annehmen.
Es war in (b) nun

[fs(@0) — T ()] << ba(s).
Die Funktionen F(x) und ao(») mit ¢ =ﬁf folw) da haben gleiche Integrale
und daher ist
F{z) = ap(x)

und (10a) vollstindig bewiesen.
Aus (10a) folgt durch Integration

(10D) 1 Bj h@)fulo)do—a | h(m)dy(m)lsba(n) [ (@) dw.
B B

i=m®

Metrische Theorie einer Klasse sallentheoretischer Transformalionen 9

Bemerkung 1. In [12] wurde gezeigh, daB ein Kuzminscher Satz
fiir Jacobische Algorithmen gilt, wobei aber die unbewiesene Voraus-
setzung o(z)eLip(B) verwendet wurde und das schwichere Resultat

Ifu(2) — ae(@)] < ™™+ o (V)
erhalten wurde. Die hier verwendete Methode 148t sich nun aber Wort
fiir Wort auf den Jacobischen Algorithmus fibertragen, d. h. die ,, Kuzmin-
sche Bedingung” in [12] kann weggelassen werden und es gilt das schirfere
Resultat
[fu(@)—ag(@)| < bo(n).

Die in den nichsten Abschnitten folgenden Sitze 6 und 7 gelten daher
aueh fiir den Jacobischen Algorithmus, wenn man die Beweise abindert,
d.h. die Funktionalgleichungen auf den einzelnen ,Kuzminschen Ge-
bieten” betrachtet.
Bemerkung 2. Fiir den Fall gewohnlicher Kettenbriiche — Beispiel
(B) — liefert dies mit
a(n) < 3¢"

wobel ¢ = 2/(3 -{—1/5) brauchbar ist, ein Resultat, welches ebenso gub
zu sein scheint, wie die Sziiszsche Verschiirfung [13] des Resultates von
Lévy. Ob die Konstante von Sziisz

g =V ([26(3)— @) (T+2L(4)—62(3)—£(2)) < 0,4

,;besser” ist, konnte man nachrechnen.

§ 3. Der Satz von GauB. Nach Satz 3 wissen wir schon:

%(Z(E)—H(T”E) t o A ALY E)) = u(B).

Fiir gewohnliche Kettenbriiche vermutete Gaufl sogar
MLV B — u(B).
Sarz 6. Fir alle EeF ¢ilt:
AT~V B)— u(B)] < VA(B)a(N).
Beweis. Ist feL1(B), so definieren wir Funktionale
8ulf) = [fI"@)dm,  So(f) = [fl@)do.
B B
Da
[frraaw =3 [ furta)do=3 [f)4dy.pW<C[I@)dy,
B B B . B

Teye-Jig
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ist 8, absolut stetig besiiglich §,. Nach Radon~Nikodym gibt es Funk-
tionen £, () mit

[i@a)io = [ f(@)C(0)do
B B
Da nun
[fr+e)ds = [f(Ta)al@)dm = D' [ () ealey) dudy
B B k B
folgt — sofern f beschrinkt iyt etwa —
tn{ 1 Z Cn Vkm) Ak(‘”)

Da {y(w) = 1 ist Satz 5 anwendbar und daher
[ln(@)— o ()| < bo(n)
und nach (11)

} [ (@) (@) dn— | h(w)@(w)clml<bcr(n) [ hiz)dw
B B B

Wir wihlen h(2) = yp(%), die charakteristische Funktion von F. Mg
ist dann

fxE(w) {nlm) de = fxE(T"w) dw = fxav—nn(ﬂa)dm = AMT~"H)
B B B

und somit
[A(T" B)— u(B)| < bA(B) o (n).
Der wichtigste Spezialfall ist B = B;. Dann ist
A(| T*w e B)— u(By)| < bA(B) o (n).

§ 4. Die Geschwindigkeit der Mischung. Satz 4 lehrt uns, daB T
mischend ist. Wir beweisen nun:

SAatz 7. Sei I = B’vr'-’ﬂs und e, Hs gilt dann
(12) (B ~ L7 F) = () i (F) (14 Qa0 (m))
Beweis, Wir definieren Funktionale

. 1 ;
Pi(f) = —— | f(T"x)dp(w).
WD =2y [0 au)
Wiederum ist der Satz von Radon-Nikodym anwendbar und wir erhalten

1 .
w(B) Jf(Tm)d”(w) =Bff(m)-"ti(m)da:.

Metrische Theorie einer Klasse zahlentheorelischer Transformationen 11

Es ist dann

7o () = re(®)e(®).

.

u(B)

Ferner ist

wB) Py (f) = ff (1) dp () = f fIm)m(@)do = ) [ F@)m(Viy) dg-
k B

Daraus folgt
J'Ei,,,;(.fﬂ) = Z Tti( Vkm) Ak
F3
und daber

[ m(@)ydo = [ mie)dn =
B B

Zunichst ist Satz 5 aber nicht anwendbar, da my(2)¢Lip!(B). Nun ish
aber
e () = Zk o (Vioyoriy @) Ayt
Bs ist nun
12(Vi.n2) =1

denn B = By,..;, und man {berlegt sich nun, daB m(z)eLip'(B) und
—%ﬂ(}‘ < 75() <—(:EE>-O2 |
gelten. Man wendet daher Satz 5 auf die Folge m,, e, ... an und erhilt
aus (11):

[ [ (@) 7o () e — Bf h(w)d,u(w)}< bo(n) Bf (o) s

B

Setzen wir h(x) = xp(), so erhalten wir

w(B ~ T2 F)— u(F)

1

— < ME)p(n) < bOu(F)o(n)
l u(B) Y
woraus das Hrgebnis folgt.

By ist klar, daB (12) nun fiir alle Mengen ¥ gilt, welche Vereinigun-
gen. fremder By, sind.

ForeerUNG 1. Sei B ein Intervall FeF, so ist
(13) w8 ~ T7F) = p(B) u(F)+ p(F) 0(0(i/2)).

Beweis. Wir iiberdecken den Rand von F mit disjunkten Mengen
By, und. fiillen das Tnnere mit ebensolechen Mengen aus. Bs ist dann

BcEB ul,
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wobei B, ~ B, = @, B, die Vereinigung der erstgenannten, T, die der

ibrigen Mengen By,..x, 186, BEs ist fermer
w(l) < egp0(s), €19 = C1a(H)
wenn wir fiir B, eine minimale Uberdeckung withlen. Wir erhalten dann:
BB A~ T7) = (B~ TR 4 () ~ T
= (w( ) () -+ () w () (1+0(p ()
< () p(F)+ 010 (8) u (1) (1 O (m)) .
Andererseits ist
BB ~ T F) 2 p(By) p(F)(1+0(0(n)))
(4(B) p(F) — 200 (5) p(F)(1+ O (o ().

AR

By folgt daraus
H(E A L7 F) = p(B)u(F)+ u(F)Oo(s)).

Die im Satz 7 betrachteten Funktionen m,() geniigten der von s unab-
hiingigen Abschitzung
0% < p(B)my(w) < O°

und man fiiberlegt sich leicht, daf Satz 7 mit von s unabhingigen n gilt.
Genauer, es gibt ein n,, unabhingig von s, sodaB fir alle n = n,

(B A 7T < (o) () (1++ a0 ()

fitr £ = Bkl,,_,ps gilt. Wir nehmen daher s = n, und koénnen » = 8 anneh-
men. Dann folgt von oben:

BB ~ T F) = u(B) p(F)+ (1) O{a(n).

TForeerUNG 2. Bezeichnen wir mit ) = k" (x) den Indew des Be-
reiches By, sodaf 1"zeB,. Sei

B={of @) =M} wnd F = ) >N}
fir gange Zahlen M und N. Dann gilt

(14) w(B A T7NE) = () w(F) 1+ 0(o(n)).
Beweis. Hg ist

4
M=) {#] TveB}
=l
wenn die Anzahl der B; gleich 4 ist, bzw.
M =) {»| TweB;}
G=a M

sonst. Aus der letzten Bemerkung zu Satz 7 folgt alles,

Metrische Theorie einer Klasse zahlentheoretisoher Tramsformationen 13

§ 5. Anzahlabschiitzangen. In allen nun folgenden Sitzen (mib
Ausnahme von § 6) setzen wir stets voraus

o0

(15) Dali)

=1
0

sei konvergent. Bs ist dann, da o(«) nicht zunehmend ist, anch ) o(i/2)
Tl

konvergent. (15) ist fiir (a)—(y) erfiillt. Falls — und dies ist ein offenes
Problem — D c(4) auch fiir den Jacobischen Algorithmus konvergent
ist, so gelten die Sitze aus §§ 5 und 7 auch fiir den Algorithmus.

STz 8. Sei I, eine Folge von Intervallen. Wenn N eine ganze positive
Zahl ist, bedeute A(N,x) die Anzahl der n < N mit T"wel,. Wir setzen

p(N) = D) (L)
SN
Dann st
AN,2) = (p(N)—{—0(<p”2(N)10g3’2+”«p(N)) mit & > 0 fir fast alle.
Beweis. Bs ist mit X, und X,
#(Im A L) = (T Xy A T Xp) = (X A 7O Xy)

< o Xon) p(X) + p( X) O (0 —10/2)
= (T p(Ln) 4 4 (1) O(o(n—m/2)).

Satz 3 aus [6], S. 113 ist dahexj anwendbar.

SATZ 9. Sei £(n) eine Folge ganzer Zahlen wnd A(N,w») bedeute die

Anzahl der n< N mit
™ () = E(n).

P = D" D' (B

LN Ize(n)

Ist

so ist fiir alle weB
AN, @) = p(N)+ O (¢ () log™™*p()).
Beweis. Wir setzen
B, = {o| ¥"(®) = £m)}, U, =T""H,.
Dann ist
4B~ By) = (U ~ T-"™ Ty) < p(U) (Un)(1+ O 0(n—m)))
= 1 (B) (B (1+ O (0 (m—m)))

Wiedernm ist Satz 3 aus [6] anwendbar.
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Es ist nun

w() = p(Ua) = pfa] k(@) > e} = > p(By).

ez p(n)
Damit ist alles gezeigh. Satz 9 ist im wesentlichen der Satz von Borel-
Bernstein.

§ 6. Die Entropie von 7'. Nach (5) ist Ta = Ty fiiv @B, eine Abbil-
dung von B in sich. Wir bezeichnen nun mit

or OTkm

(16) w | oo

fir @ eBy,

die auf den B, stiickweise existierende Funktionaldeterminante der
Abbildung 7. Es ist daher stets

Sarz 10. Ist log % eI}(B), so besitet die Abbildung T die endliche
Bniropie
W(T) = Ef log %—g—d/.l.(w).
Beweis. Nach Satz 1 ist
VITB=§
und daher gilt nach Kolmogorov-Sinai
MT) = 1(F, T)

{siehe etwa [8] oder [1], Th. 7. 1, 8. 84 und Cor.).
Es ist

h(T-’B, T)=— BE u(By)logu(By).
Wegen (6) konvergiert diese Reihe gienau. dann, wenn
— D i(B)loga(B)
konvergiert. Bedingung (B) besagt
— A(By)loginf 4, A(B;)logsup 4; = A(B)logd

und daher ist obige Konvergenz mit der Konvergenz von

—Zéflogzl da;_Z flog-——-—dr

bm@

gleichwertig. Dieses Integral ist aber gleich

a
flog-s?— dm
P z
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welches laut Vorigem existiert.
Der Satz von Shannon-Macmillan-Breiman ([1], 8. 129) lehrt nun
1
17) lim—log ——————— = (T
( ssoo 8 p(Bry.i, () )
fir p-fast alle meB.
Wir setzen nun fiiv By, = B®. Dann ist zunichst

— % log 4(B® () + % log u(B®) (w)) | < % logC

und. ferner

1 1
‘ — C1ogA(BO @)+ log Ay, (@)

<%—10g0.

Nun ist in einer intuitiv klaren Bezeichnung (die &, ...,
tionen von ):

Apytey (@) = A (@) = AD () AV (T'w) ... AP (1" )

unter Anwendung des Multiplikationssatzes fiiv Funktionaldeterminanten.
Weiter ist

——logA(“)(w) —-»-Zlogd(l)(l'iw ) f log-—d,u(m) L.

i=0
unter Verwendung des individuellen Ergodensatzes.
Wir geben dazu Beispiele:

() B(T) = logr,
f¥ 2logw

1
MT) = — e
(B) WD) =~ ;W T
(17) lehrt, wegen

ks sind ja Funk-

2 .
= floa2 (siehe [17, S. 486).

1 . -
?g;’ < MB®) < 52,
— 7
lim;/q,, —exp (-L—(Q),
00 2
= 1 }N log (@2/N)
6log2 log2 § 142

§ 7. Ein Konvergenzsatz. Der folgende Satz ist eine Verschirfung
des individuellen Ergodensatzes fiir eine spezielle Klasse von Funktionen.

{¥) MT) =
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Der Beweis verliuft wie der Beweis von Th. 4 in [67, ist aber in einigen
Kleinigkeiten richtiggestellt worden.

SArz 11. Hs sei f(x) eine Funktion mit den Figenschafien :

(a) flw) = ¢, =0 fiir weBy, d.h. f(x) ist eine Treppenfunkiion mil
konstanten Werten auf den By,

(b) f(w)eL*(B).

Dann ¢ J’f71‘

3 S

=0

+O(N"log¥*e Ny,

= [ @@
B

[P apa) =Y duB) =
B

k

ch,u Blz =

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung lehrt
1t < 2

da p ein invariantes Maf ist, ist ferner
[ #(T ) ap (o) =
B

Nun untersuchen wir fiiv m > 0

[ 1@ ) f(T" ) dp (o).
B

Beweis. Es igt

und

[f@)ap) =
B

Nachdem f(I"x) = ¢ = f(r) fir T°zeB,, d.h. w¢T""B, ist obiges In-
tegral gleich
D f(8) u(T™* B, A T--™B,) Zf(r
748

It j > i--1,

w(T7 B, A T B,).
8o ist nach Satz 7
M(T“iBr ~ I B;) = (B, ~ 7-¢-9 By) = M(‘Br)/"'(-lgs)(l“i“ ()(O‘(j— e 1))) :
Ahnliches gilt #ir ¢ > §--1. Daher erhalten wir fiir |i— jl>1
(18) [ (T 2)f(17+™ w) ()
B

= JFauta) [ f(@)du(a))(1+0fo(li—il—1)
B

= &(1+0(s(i—j~—1)).

Metrische Theorie einer Klasse zahlentheoretischer Tramsformationen

Ist [¢—j| <1, so kénnen wir lediglich die triviale Abschitzung

JIT oI g dpo) < 47

geben. Nun ist weiter

f[Zf (")

=0

—an]’ du(x)

2

—1

[1Y (fame)— [frma)aua)|'au )
B B
N

I

o

=

f FUTH™ ) £ (T ) dpp () — 02 N?
B

G7=0
. N-1
< at(N*—3N+2)+ (3N —2)— a2 N*+ 20 ( D olj—i—1))
I>i+l
N—-1
<(F—a)EN—2)+a*0( 3 o(j—i—1)) = 0.
I>i41

Man setzt f(T™ %) — a = fin,sl

17

#) und wendet Th. 6 von Gal-Koksma [3],

S. 649 an. Wir vermerken noeh daf dabei folgendes Resultat benutzt

[ed
wird: Ist > b, konvergent, so ist
k=
' N
DN —k+1)b = O(N).

k=1

FOLGERUNG Bs sei f(x) = yg(n) mit B = By, dh f(z)=1 fir

zeB; und f(x) = 0 sonst. Dann ist
No1

%2 28(T' o) = p(By)+ 0 (N~ log**+N).

=0

Auf genau die gleiche Weigse ist folgende Verallgemeinerung zu

beweisen:
Sarz 12. Ist f(x) eine Funktion mit den Wigenschaften:

8) £(2) = Cey.y

mit konstanten Werten auf den By,.x,,
(b) f(@) I*(B).
Dann gilt:

1 N-1
- 2, [(T)
)

Acta Arithmetica XV. 1

= f f@) du @)+ O(N-210g¥ 2+ V).
B

fitr weBy..n, d.h. flm) ist eine Treppenfunktion
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A note on factorizations in quadratic fields
by
W. NARERIEWICZ (Wroctaw)

1. In [1] and [2] the following result was obtained:

If K is a quadratic number field with the class-number & 1, 2
moreover k and 1 are natural numbers and D = (k,!) has all its factor-
izations into integers irreducible in K of the same length, then for the
number Gy;(«) of the rational positive integers not exceeding #, congruent
to I(mod%) and having all factorizations into integers irreducible in K
with the same length one has the following asymptotic evaluation:

Gra(®) ~ O(k, 1, E)z(logloga)” (logm)*+SD)-Rrzk
where O(k,1, K) is a positive constant, ¥ is a nonnegative rational in-
teger depending on the class-group H of K, and finally §(D) is a rational
integer satisfying the inequality 0 < S(D) < g, with ¢ equal to the number
of even invariants of H.

In the case D =1 it was shown that S(1) =g, and it was con-
jeetured that the equality §(D) = ¢ holds for every D.

This conjecture was shown to be false by A. Schinzel, who produced
the following counterexample: K = Q(V —14), D =9 in which case
H ~(,, thus ¢ =1, but §(9) =0.

The aim of the present note iy to characterize all those quadratic
fields K for which 8(D) does not depend on D, and so is equal to g.
(We assume that D satisfies the condition stated above, as otherwise
the number S(D) is undefined.) We prove the following

TeEOREM. The equality S(D) = g holds for every D (subject to the
condition stated above) if and only if either the field K has an odd class-number,
or its class-group H has the form Oy x0y X% ... X 0,.

At firgt we recall some definitions and notations introduced in [1].
Let Oy, X ... X0y, be a factorization of the class-group H into eyclic groups
and let X; be the generator of 3, for 4 =1, 2, ..., ». For a given rational
integer o and ¢ =1,2,...,r define

hi-a if a # 0,

als =
[ak 0 if a=0
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