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Ein hinreichendes Kriterium
fiir die Losbarkeit der Dirichletschen Randwertanfgabe
fir quasilineare elliptische Differentialgleichungen
von

HANS TRIEBEL (Jena)

Die Arbeit befaBt sich mit dem Dirichletschen Randwertproblem
fiir quasilineare elliptische Differentialgleichungen der Form

M (=" Z DP(Bj(x) D u)+ 2 —1)MD} (B (&, D*w)) =
laj= {ﬂl—-‘”‘ Iil—ﬂa

in einem Gebiet 2 mit endlichem MaB, 2 < R, (R, ist der n-dimensionale
reelle euklidische Raum), [o| < m—1. Dabei wird die iibliche Kurzschreib-
weise verwendet:

o= (..., @), ;>0 und ganz,

Blal
Z“":'“" D= o om
=1

entsprechend fiir die Multiindizes 8, 1 und ¢. Das Ziel der Arbeit besteht
in der Behandlung des Dirichletschen Problems unter moglichst schwachen
Voraussetzungen beziiglich der Funktionen Bj(z) und B*(2®). Fiir die
Anwendung der hier verwendeten Methode erweist es sich als ausreichend,
Bj(») als lokal integrierbar vorauszusetzen, die Funktionen B*(z, ¢®@)
miissen der Carathéodory-Bedingung geniigen und gewisse Abbildungsei-
genschaften besitzen (Abschnitt 4). Wachstumsbeschrinkungen fiir die
Funktionen B*(z, 9) bestiglich @ im {iblichen Sinne sind nicht nétig.
Die bei derart schwachen Voraussetzungen notwendige Prizisierung der
Aufgabenstellung erfolgt im Abschnitt 4. Das gewonnene Kriterium,
Abschnitt 6, stellt eine wesentliche Vereinfachung gegeniiber dem in [7],
Satz 1, 8. 357, angegebenen Kriterium dar. Dementsprechend ist auch
das hier benutzte Verfahren einfacher als die in [7] verwendete Methode.

1. Einbettungssiitze. Fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist es
notwendig, die in den Sobelevschen Einbettungssitzen auftretenden
Konstanten abzuschitzen.
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Nach Levin [4] gilt
(2) fgv dr<0(f PP dy) U pa-1ta "('r‘)dw)
0

@(r)>0,p>1,¢>1,1>0,u>0,

Y U
@) T oputgr’ pu+gqh’
s t 18—t
=) =)
1 1—s—1% 1—s—1
() C=00=r—5—5 7 )
(ps)(gt) Gt )T ( :— 1t)

sofern die in (2) auftretenden Integrale existieren. Die Konstanten sind
nicht verbesserungsfihig. Unter Verwendung der Levinschen Unglei-
chung kann man leicht folgenden Hilfssatz beweisen:

Hmrssarz 1. Ist 2 < R, ein Gebiet mit endlichem Map, [2] < oo,
so gilt fur

(5) m—nl24+n[x >0, m nat. Zahl, oo =% > 2,
die Ungleichung
() Wil < Exflay,  feWR(Q).
Dabes ist
1., am o
0 1 iy = Qf P reern ’;% i
und

CR=1)20-1)

m
—1))/x—2) [ @ —
®) =[O IRy om0 (%) @[,

O%'d dst die Levinsche Konstante aus Formel (4). w, ist die Oberfliche
der Hinheilskugel im R,.

Bemerkung. (6) ist ein Sobolevscher Einbettungsatz, man vergl.
z. B. [5], S. 64.

Beweis. Setzt man in (2)

Dirichletsche Randwertaufgabe 119

(r,¥) Polarkoordinaten, f(z)
nach kurzer Rechnung

(9) f [f(@)" dw

= f(r, 9) 0P (R,), f(x) komplex, so folgt

< ORI [1f@P2da)( [1f(a)rm i) wife
£, 2

N\

Denkt man sich (9) fiir die Fouriertransformierte f(z)(£) von f(z)
aufgeschrieben, so erhilt man den Satz mit der dort angegebenen Kon-
stanten unter Verwendung der Ungleichung von Hausdorff und Young
(vgl. [6])

Ifllz,, < (@m)~"C=* (7.,
der Identitit
WFr™ 1, = Fihpmay,
sowie der Abschitzung
Ifllzyoy < 1212 fllr, ()

2. Koordinierte Normen. In der gleichen Weise wie in [8], 8. 328,
beweist man den folgenden Hilfssatz, der fiir die weiteren Betrachtungen
von Interesse ist:

HrurssaTz 2. Sind die kompleven Funktionen Bj(w),
Bi(z) = Bg(”);
in Q lokal integrierbar und geniigt die Bilinearform

=/ 2 Bw@

lal= Iﬂ =m

(¢, v)a ©) DD pdm, @, peCP(R), 2] < oo,

der Bedingung

(10) ety = (9; Plug > ”‘P”ﬁym:

so sind die Normen |pllay und |lplem koordiniert. Also kann man CF°(R2)
2

in der Norm ||-|lag so zu einem Hilbertrawm Hp vervollstindigen, dafB
Hy = WHQ) < L,(Q)
gilt.
Bemerkung. (10) ist eine Elliptizitdtsbedingung.

3. Ein Fixpunktsatz. Ist B ein (komplexer) Banachraum wund
= {z||lzll < ¢}, so wird innerhalb der Kugel K eine Schar A (z, u)
vollstetiger (i.a. nichtlinearer) Operatoren betrachtet, ue[0,1], zeK. Der
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nachstehende Hilfssatz ist dann eine Folgerung aus dem Fixpunktprinzip
von Leray und Schauder [3].

HILFsSATZ 3. (a) Fiir olle pe[0,1] und fiir alle & mit |o|| = ¢ sei
o—A(z, u) # 0.

(b) Fiir alle veK sei

A (@, pr)—Alw, w)ll <& fir  [pa—pal < 8(e).

(c) A(z, 0) sei linear.

Dann besitet @ = A (@, p) fir jedes ue[0,1] mindestens eine Ldsung
mit weK.

4. Voraussetzungen wnd Aufgabenstellung. Damit fir ueHp und
neHp der Ausdruck

1) Fum =[] Y Bi@DuD'i+ Y B(s, D'u)D'q)de,
Q2 a,

{al=|Bl=m ——
0< o] <m—1,

sinnvoll ist, muB D*5B*(x, D°w) integrierbar gein. Hyp hat die Bedeutung
aus Hilfssatz 2. Nach den Sobolevschen Einbettungssitzen [5], 8. 64,

folgt aus neHp < WZ"

Dyel, it 2sp-2
Tetey ML M 2 A
(11) ist somit sinnvoll, wenn
1 1
B(=, Du)e Ly, (E -+ o= 1)

erfill ist. Diese Vorbetrachtungen lassen die nachfolgenden Voraus-
setzungen als natiirlich erscheinen.

VORAUSSETZUNGEN. (a) Die komplewen Funltionen Bg(x) gendigen
den Voraussetzungen aus Hilfssatz 2.

(b) Die komplewen Funktionen B(m,(9) sind fir ©eQ, Q < R,,
19} < oo, und fiir beliebige komplewe Zahlen O erkldirt, (£© steht fiir D°u
in der Formel (11)), A und o sind Multiindizes wie in (11), 0 < |4 < m,
0 < lol < m—1. Ferner existiere fiir jedes ¢, e > 0, ¢in 8 = 6(z, &), 50 dafs

1B (@, t0)—B*(z, )| <& fiir D O < 8, 0)
. e
lel=0,...,m~—1

isl. Bei fivierten Zohlen [© sei B'(m, {9) meBbar.
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(€) pry b =1,..., m—1, sind Konstanten, die den Einschrinkungen

(12) 2 < py, << oo,
(1) m—— >

2 Pr
geniigen; pp = 2.

Fiir O () Ly, (2) sei
1 1
) —
B{o [0l el (@), (o + = = 1)-

Nach einem Satz von Carathéodory [1], S. 665, folgt aus den Voraus-
setzungen (b), daB B*(x, f®(x)) meBbar ist, wenn die Funktionen 1@ (z)
mefbar sind. Die Einschrinkung p; > 2, Formel (12), ist unwesentlich,
sie erleichtert aber die nachstehenden Rechnungen, inshesondere kénnen
dann die Sobolevschen Rinbettungssitze mit den im Hilfssatz 1 ange-
gebenen Konstanten verwendet werden.

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist bei festem u e H. B Fyu(n),
Formel (11), ein lineares stetiges Funktional zweiter Art beziiglich 7.

AUFGABENSTELLUNG. Gesucht sind Funktionen u(x)eHg, so daf fir
alle neHyg

Fu(n) =0
ist.

Sind die in den Ausdruck F, () eingehenden Funktionen hinreichend
oft differenzierbar (im klassischen oder verallgemeinerten Sinne), so
bedeutet die Aufgahbenstellung die Suche nach Losungen des Dirichlet-
schen Problems mit verschwindenden Randbedingungen fiir die Differen-
tialgleichung (1).

5. Weitere Hilfssiitze. Aus den Voraussetzungen (b) und (c) erhilt
man nach Krasnosel’skii [2], Theorem 2.1, 8. 22, Theorem 2.2, S. 26,
und Theorem 2.3, 8. 27, den nachstehenden Hilfssatz (man vergleiche
auch [7], Hilfssatz 2):

Hrrrsgarz 4. Aus den Voraussetsungen (b) und (c) folgt die Ewistenz

nicht negativer Konmstanten @y, ..., Gm und by,...,bn, so daf
(14) B, (W <ay D 1ZOPR+gi(),
lel=0,-»g.,‘m—1

Ol <m, n@) 20, @G@EL(Q), gl <by,

ist.
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Ferner gibt es fiir jedes &,¢ >0, und fiir jedes Funklionensystem
{fQ(z)} ein 6 = 5(e, f9), so daf

(15) ”Bz(m,fge)(m))—gn(m, fge)(w))”,,p,mga ist  fir

Y 1@ @), < 6le, )

e
lef=0,...,m—1

Ferner ist

(16) |B* (2, 7@ (@))||1,, < ¢

oy

falls
2 0@, <o
le|=0,...,m~1
gilt.

Die Formeln (15) und (16) besagen, da die durch B(w,f@(x))
vermittelte Abbildung von f©(z) eLp, (2) in Ly, stets stetig und be-
gchrsinkt ist. Die Konstanten ay, ..., an und by, ..., by spielen spiter
eine entscheidende Rolle.

Hurssatz 5. Die durch B(w, D°u) vermitielte Abbildung von Hg in
Lp,m ist wvollstetig.

Hg hat die im Hilfssatz 2 angegebene Bedeutung.

Beweis. Nach (13) existiert eine Zahl ¢,1 < ¢ < oo, 80 dal

n n
k__n_<m__1___ <m——, k=1,...,m—1,
§2 q 2

ist. Daraus folgt, daB der Einbettungsoperator Iﬁ,;,,_*,;w_l von. Wy
[}

in W;”‘l vollstetig ist, da [2] < oo gilt ([B], S. 94; ist 2 unbeschrinkt,
80 sind einige Zusatziiberlegungen notwendig, auf die hier nicht einge-
gangen werden soll). Die durch B*(z, D°u) vermittelte Abbildung von

Wr!in I, ist nach Hilfssatz 4 stetig und beschrinkt. Aus

iz
1 — B* 290) «

B* (%, D?u) = B*(z, D%u) IW*T%”_I
Abbildung von Abbildung von
Wyin Doy Wt in Doy

und Hy = WP folgt dann der Hilfssatz.

icm°®
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Bei fixiertem ueHp ist

(17 D B, D) Dde = (Su, )my,
a Q

[4]=0,...,m

wobei § ein (i. a. nichtlinearer) Operator ist, dessen Definitionsgebiet Hp
ist und dessen Wertevorrat im Raum Hp liegt. Es gilt
HrurssaTz 6. 8 ist ein im Rawm Hy wirkender vollstetiger Operator.

Beweis. Die Richtigkeit der Behauptung folgt aus Hilfssatz 5 und
der Abschétzung

18U, —Susllgy <o D' ||B*(w, D*u)—B(a, Dul,,, -
A[=0,...,m
6. Der Existenzsatz. Aus (11), (17) und der im Abschnitt 4 formu-
lierten Aufgabenstellung folgt, daB das gestellte Problem genau dann
eine Losung besitzt, wenn es eine Funktion ue<Hp mit u+8u = 0 gibt.
Betrachtet man die Schar u -+ uSu, ue[0,1], so sieht man, daB mit
A(u, u) = — pSu die Bedingungen (b) und (c) des Hilfssatzes 3 fiir jede
Kugel K = {u||u|lz, <c} erfillt sind. Um ein Kriterium anzugeben,
wann auch die Bedingung (a) erfiillt ist, gehe ich von der Annahme aus,

daB, fir ein ue[0,1], u(z) eine Losung von u-- u8u = 0 ist. Daraus
folgt

lolleg < 18w, i< 3 1B (@, Dl D ol
Ml=0f.--,’m
Aus den Formeln (6) und (10) erhilt man
1D ulr,, < K, Mlule, (K§=1).
Hilfssatz 4, Formel (14), zeigt, daB
1B (@, i, <aw )

; e
le{=0,...,m—1

1

13+

[D?ul7e 4 by,
lel

ist. Beriicksichtigt man, daB es "'H;— )verschiedene Ableitungen der

Ordnung % gibt, so folgt aus den beiden letzten Abschitzungen

m m—1 . '
g < 3 ("7 3 () B0 i
=0 j=0

Aus dieser Ungleichung, Hilfssatz 3 und den obigen Bemerkungen
erhéilt man den

EXISTENZSATZ. Gibt es eine Zahl e, ¢ > 0, so daf

m m—1 . ) ,
(18) e> ) (“”':"1)[% > (“+7.‘1) (B iyiehi 4 b,]m’K;;;—’
r=0

=S
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ist, so besitzt die verallgemeinerte quasilineare elliptische Differentialgles-
chung
Fu(n) =0

mindestens eine Lisung ueHp, g, < o

Dabei haben a,, by und p, die in den Voraussetzungen und im Hilfs-
satz 4 angegebene Bedeutung, wihs end KE die Hinbettungskonstanten aus
Hilfssatz 1 sind.

FOoLGERUNG 1. Aus Formel (18) folgt, daf das Problem wmindestens
eine Losung besitet, wenn die Konstanten a, hinreichend klein sind.

FOLGERUNG 2. Die explizite Angabe der Eimbettungskonstanten, Hor-
mel (8) und Foimel (13) zeigen, daff die Autgabe bei gegebenen Konstan-
ten a, und b, mindestens eine Losung besitet, wenn || hinreichend klein ist.

ForLGERUNG 3. Aus der Herleitung des Ewis‘tenzsatzes‘ folgt auch der
bekannte Sachverhalt, daf das Problem mindestens eine Lisung besitet,
wenn die Funktionen B*(z, (@) einer Wachstumsbeschrinkung der Form

1B (@), () <e D 1tOP+b(a),
|p|=o,.f,m—1
b(@) =0, b(zyeLy(2), y <1, gentigen. In diesem Fall kann man bekanntlich
eine Apriori-Abschiteung fiir eventuelle Losungen herleiten.
Die Uberlegungen dieser Arbeit kann man aunf unbegchriinkte Gebiete
tibertragen, die kein endliches MaB besitzen. Ferner ist eine Ausdehnung
der Betrachtungen auf Systeme von Differentialgleichungen méglich, [7].

fiir alle neHpg
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Characterizations of solutions of Af = of
by

KENNETH 0. LELAND (Virginia)

1. In [1] the author gives a characterization of families of analytic
mappings between infinite-dimensional real Banach spaces, making no
requirement of differentiability; employing Lipschitz type conditions,
and such algebraic and geometric properties as closure under addition
and closure under linear translation. Differentiability and power series
expansions are obtained directly by functional analysis argnments. In
this paper we restrict our attention to functions on subsets of a Euclidean
space F into the reals R.

If A is the elementary Laplacian operator and ¢ an arbitrary con-
stant, then the families of functions in guestion are solution spaces of
equations of the form

Af = Gf.

TeEEOREM 1. Let f, be an element of the collection F of continuous
functions on open subsets of the Buclidean space E into R. Then the follow-
ing statements are equivalent:

(1) (basic characterization) f, is an element of a family F of functions
of & such that:

(a) For f, geF, the sum f+g defined on the intersection of the domains
of f and g, lies in f.

(Note. we allow the notion of the ,,null” function whose domain
is the empty set.)

(b) rfeF for reR, feF.

(c) For feF, and 8 an open set in E, the restriction f|S of f to 8 lies
in F.
(d) For feF, e, the translate f, lies in F, where f,(y) = f(y—z)
for all yeE such that y—zmedomf.

(e) For feF, and g o roiation of E into itself, the composition of f
and g, fg, lies in F.

(£) If fi, f2y .- is a sequence of elements of F with common domain 8,
which converges uniformly on 8 to a limit function f, then feF.
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