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Bemerkungen zur ,,algebraischen” Exponentialfunktion
im Mikusinski’schen Operatorenkorper

von

GUNTER SCHAAR (Freiberg)

In [1] ist die ,algebraische” Exponentialfunktion &* als nichttri-
viale Losung der s-Differentialgleichung

(1) Dy = vDu

bei gegebenem Operator weM (M = Mikusiiski’scher Operatorenkdrper)
eingefithrt worden, falls eine solche Losung in M existiert. (Natiirlich
ist » nur Dis auf multiplikative Zahlenoperatoren bestimmt.) Definiert
man die Bxponentialfunktion ¢ nach [2] als stetig differenzierbare
Operatorfunktion (1), die der Differentialgleichung

d .
(2) Ei—'v(}.) = v(A)u

und der Anfangsbedingung v(0) =1 geniigt, so folgt [3], daB fiir alle
reellen A die s-Differentialgleichung

(3) Dv(l) = Av(d) Du

erfiillt ist, vorausgesetast, v(1) = ¢ existiert. Mit ¢™ existiert also auch
fiir jedes reelle 1 eine (als Operatorfunktion von A sogar stetig differen-
zierbare) algebraische Exponentialfunktion ¥, némlich ¢ selbst. Im
folgenden (Abschnitt 1) soll nun umgekehrt gezeigh werden, daB die Exi-
stenz einer stetig differenzierbaren Losung v(4) von (3) mit v(d) =0
fiir alle A das Vorhandensein einer Exponentialfunktion ¢ garantiert.
Ferner (Abschnitt 2) werden einige Ergebnisse mitgeteilt, die dazu die-
nen, die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit von »(4) durch
geeignete andere Annahmen zu ersetzen. Die Frage, ob die Existenz
von ¢ bereits allein aus der nichttrivialen Liosbarkeit von (1) folgt
(vgl. [4]), bleibt aber im allgemeinen ungeklirt. Wir schicken zwei ein-
fache Hilfsséitze voraus.
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1. HivrssaTz 1. Ist o = o(A) eine fir gewisse AeR' differenzierbare
Operatorfunkiion, so gilt fir diese A
dv d
— = —Dv.
ar o’
Der in [3] fiir stetig differenzierbare Operatorfunktionen gegebene
Bewels 1Bt sich mit evidenten Anderungen sofort iitbertragen.

HirrssaTz 2. Sind x() und y(2) stetige Operatorfunktionen fir Ael
{I = offenes Imtervall des RY) und ist y(1) # 0 fiir jedes Ael wund

2(4)
y(y

ein (von A abhédngiger) Zahlenoperator, so ist v (1) eine in I stetige Funltion
von A

r(4)

Beweis. In jedem endlichen Intervall I' = I hat man

{=(4, 1)} {y(2, 1)}
) =l =20
, *® =" T
wo %(4,1), y(,1),f(t), g(t) geeignete stetige Funktionen in I’x [0, co)

bzw. [0, c0) sind und {f(2)} # 0, {g(t)} # 0 sowie {y(A,%)} = 0 fiir jedes
Ael’” gilt. Ans #(d) = y(A)y(4) folgt

an g e (2,0} = {fO} {y (2, 1} v (),
@) xa A, 0} = {f{O)*y (2, 1)y (M)},
also, wegen der Stetigkeit besfiglich t,
9@z (A, 1) = f(t)xy (4, t)y(4)
fiir alle Ael’y t > 0. Zu jedem Ael' muB es wegen {f(t)} # 0, {2, )} #0
ein 1y _mlt; T %y (4, )lt=ty, # 0 geben. Da, F(@) =y (2, 1) stetig auf I' x [0, oo)
ist, gilt F@E*y (2, iy, # 0 fir alle 4 aus einer geeigenten Umgebung
U(4) ~ I'. Dann ist aber
_ 9xa(a, )
FO)*y(4,1) j1y,

sicher stetig im Punkte 4;, und damit igt y(4) stetig fiir alle Ael.

Bexyerkung. Die Verallgemeinerung von Hilfssatz 2 auf Opera-
torfunktionen von mehreren Parametern 1Bt sich genauso beweisen.

Sarz 1. Ea,lls 2u einem Operator weM eine stetig  differenzierbare
Operatorfunktion v(2) existiers derart, daf fir jedes JeRt v(4) 5% 0 und

7(2)
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Do(A) = () Du gilt, so gibt es auch eine sietig differenzierbare Opera-
torfunktion w(A) mit w(0) =1 und

o) — (),

d.h. s existiert die Buponentialfunktion w = ™. (Fir w(2) ist dann natiirlich
ebenfalls Dw(A) = Jw(A)Dw erfillt.) .

Beweis. Zun#chst folgt aus Dv(0) = 0, dafl »(0) ein Zahlenoperator
ist, der nach Voraussetzung 0 sein muB. Wir betrachten nun die
wegen der Voraussetzungen iber v(2) stetige Operatorfunktion

%(A) = d‘—;v(l)—uv(l).
Mit Hilfssatz 1 folgt fiir jedes A
Dax(dy = —g—jD@(l)—uDv(l)—w(l)Du

= % (v (A)Du)— wlv(A) Du— v (1) Du

»(2) Du+ Z%v(A)Du—luv(l)Du——v(l)Du

I

— J2(3) Du;
das liefert
Dol a(d) | oWDai)—a@Do) _ peh
Doy oy O o(2)? o (2)

d.h. 2(A)/v(d) = p(4) ist ein (von A abhiingiger) Zahlenoperator. Nach
Hilfssatz 2 ist p(4) stetig, und daber ist

- f »@)dr

ay =€’

eine stetig differenzierbare Zahlenfunktion:

{ d
i — = —a(A)y(d).
| P a(d)y(2)
Wir setzen jetzt
L e =gy ey

25
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offenbaf ist w(d) eine stetig differenzierbare Operatorfunktion. Wegen
a(0) =1 ist w(0) = 1. Ferner gilt

d 1 a p
ﬁw(l) ZW( (l)-ﬂv(l)ﬁ—ﬂu)?ﬁau))
1
= 200) (a(ﬂ)w(ﬂ)—{—a(l)m(l)—q;(z)a(z)q,u))
1
=30 (a(A) @ (4)+ w (0)w (4)— a(A)w(2))-
= uw(4),

womit der Satz bewiesen ist.
2. Ob die nichttriviale Losbarkeit von (1) stets die Bxistenz einer

niyhttﬁvia;len Lésung von (3) fiir jedes AeR' sichert, ist ungewiB; wir
kbnne_n hier nur folgendes zeigen:

SA"FZ.?" Ist der Operator v = 0 eine Lisung der Gleichung Dv = vDu
und ewistiert eime stetige Operatorfunktion (1) mit v(l) = und

4 v(A+u) = o(4, w)v(A)v(g)

fir beliebige A, peR', wobei (A, u) einen von A und u abhdngigen Zahleno-
perator bezeichnet, so gilt fir alle AeR‘:

Do(1) = iv(4)Du.
Beweis. Mit (1) # 0 ist stets v(4) == 0 und daher auch e(d, p) # 0.

Ferner"ist 2(0) = 1/6(0, 0) ein Zahlenoperator und deshalb die Behaup-
tung fiir A = 0 klar. Fir beliebige positive ganze m,n gilt nun

m 1 m n
’11(7) =A'v(;) y  o(l) = Bv(%) ,

Wo A und B gewisse Produkte von Zahleno
v T t P " u cIn
oA mdBe peratoren der Form ¢(k/n, 1/n)

2] o (2 o2 )

N—1

Dv(1) = Bw (;t—) -1)1: (%) = m:(l)v(%)—ll)v (%)

und’
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Beides zusammen liefert mit Dv(1) = v(1) Du:

Do (ﬂ) =20 (E)Du,
n n \n

d. h. die Bebauptung fiir positive rationale 1. Fiir negative rationale
Werte folgt sie mittels der Relation

o(—24) = (At

1
¢(0,0)e(—4, 1)
und fiir beliebige reelle i durch Grenziibergang, da (1) stetig und D
nach [1] eine in’ M stetige Operation ist.

Existiert nmgekehrt fiir jedes A<R' eine nichttriviale Losung v(4)
von (3), so geniigh sie wegen
v(A4 )

DT
o(2)v(p) ‘

der Bedingung (4). Die Zahlenfunktion ¢(4, x) ist natiirlich symmetrisch
und, falls »(A) stetig ist, nach Hilfssatz 2 (Bemerkung) ebenfalls stetig.
Eine hinreichende Bedingung fiir die stetige Differenzierbarkeit einer
derartigen Operatorfunktion v(A) gibt der folgende Satz:

Satz 3. Erfiillt eime stetige, nicht iiberall verschwindende Operator-
fumktion () fiir beliebige A, ueR* dic Bedingung (4), ist ferner v(1) diffe-
renzierbar im Punkte A = 0 wnd besitet die in (4) aufiretende Zahlenfunktion
¢(A, u) in allen Punkien (1, 0) eine in A stetige partielle Ableitung dc(A, u)/0u,
so ist v(k) sogar eine stetig differenzierbare Operatorfunktion.

Beweis. Zunichst folgt wieder v(1) # 0 sowie c¢(A,u) # 0 fiir alle
A, peRY, und Hilfssatz 2 sichert die Stetigkeit der Zahlenfunktion ¢(4, u).
AufBlerdem ist

1
¢(4,0) =¢(0,0) = POk

Die vorausgesetzte Differenzierbarkeit von ¢(4) im Punkte 4 =0
bedeutet nach [2]: Es gibt eine nichttriviale in [0, co) stetige Funktion
b(1), eine Umgebung U(0) von p = 0 und eine in U(0)X [0, =0) stetige
Funktion g(z,1?), so daB fir alle peU(0), p 70 gilb:

220 _ gt ).
i

Sei nun I ein beliebiges endliches Intervall des E'; dann bildet die

Punktmenge A+pu mit Ael, upeU(0) ebenfalls ein endliches Tntervall
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I' 5 I. Wegen der Stetigkeit ist »(A) fiir Ael’ darstellbar in der
Form :

o) =7 {f(, 0}

mit geeignetem in [0, co) stetigem «(?) und einer in I'X [0, co) stetigen
Funktion f(2,%). Dann folgt fir ueU(0),u %0 und Ael

v(A+p)—v(A) o4, wo@)e(u)—v(d)
# 2

1 2, @W)—e(,0 1
=5 60,02 D 00 o0, 10 Hotu, )

1 (e(d, p)—e(4,0 :

E{——ﬂi—i’—)vm)w,twou,m J#0 )gle, 1=y},
0

wenn wir b(£)* (4, 1) = k(4, 1) sebzen. (Dabeiist k(4, ¢) sbetig in I’ X [0, 0o).)

Andererseits ist

oA+ p)—o(d) =}_{f(l+mt)*f(l,t)} _ _1__{70(/1+M;f)-7€(l,t)
[ a I’ oab p }

Das liefert fiir Ael, ue U(0) und p # 0 sowie t¢[0, co) die Beziehung

B+, O)— (3, 1)
I
o(d, w)—o(4, 0)

= o(dyp) [F(4, 7)g(n, t—)dvt 0(0) % (4, 1);

wegen der Voraussetzungen tiber do(A, 4)/6u und der Stetigkeit des ersten

Terms der rechten Seite fiir Ael, ue U(0),1c[0, co) existiert daher
(2, 1)/02 und ist stetig fir alle AeI, 1¢[0, co). Da fiir diese A stets

o) = (k(3, 0}

gilt, folgh die Bxistenz der stetigen Ableitung dv(A)/dA fir Ael vnd damit
wegen der beliebigen Wahl von I im ganzen R

Aus den Satzen 1, 2 und 3 ergibt sich als Folgerung:

Hat die Qleishung Dy = vDu eine Losung v = 0 und existiert oine
den Vorausseteungen des Satees--3 geniigende Operatorfunktion v(A) mit
v(1) =, so ewistiert die Buponentialfunktion ¢
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