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1. Einleitung. Die Funktionalanalysiz erreichte auf dem Gebiet der
Banach-Réume schon frith eine abgerundete Theorie, deren Idassische
Darstellung man in dem berithmten Werk von Banach [2] findet. Ver-
schiedene Probleme aus der Analysis erweckten den ‘Wunsech, die Theorie
moglichst auf eine allgemeinere Klasse von Rinmen anszudehnen. Mazur
und Orlicz ersefzten zu diesem Zweck die einzelne Norm eines Banach-
Raumes durch abzihlbar viele Halbnormen und gelangten so zu den
By-Riumen (heute meist F-Riume genannt). In diesen Réumen hat
man neben dem Kategorieprinzip auch das Fortsetzungsprinzip (Helly-
Hahn-Banach) und damib die Grundlagen fiir eine weitreichende Theorie
zur Verfiigung. Die ersten Verdffentlichungen betrafen interessante
Anwendungen bei Limitierungsverfahren (Mazur-Orlicz [10]) und bei
unendlichen Systemen linearer Gleichungen (Eidelheit [7, 8]). Die weitere
Entwicklung fithrte unter Einbeziehung der Kéthe-Riume zur Theorie
der lokalkonvexen Rédume, also dem Kernstiick der heutigen Funk-
tionalanalysis.

Eidelheit [7, 8] gab genaue Bedingungen dafiir, dass ein lineares
Gleichungssystem mit unendlicher Matrix bei beliebiger rechter Seite
auflosbar ist. Pélya [16] gelangte mit direkten Methoden zu hinreichenden
Bedingungen. In neuerer Zeit haben diese Untersuchungen wieder beson-
deres Interesse gefunden: Cooke [6], Petersen und Baker-Thompson [1,
12, 13, 14, 15], Benson [3], Niethammer-Zeller [11].

Bidelheit [7] brachte auch eine funktionentheoretische Anwendung:
Existenz holomorpher Funktionen mit vorgegebenen Werten (auf Punk-
ten #, die sich nicht im Innern eines Konvergenzkreises hiiufen). Polya
[16] schreibt sogar in jedem Punkt 2, endlich viele Ableifungen vor.
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Ferner konstruiert er Funktionen, die im Einheitskreis holomorph sind
und in endlich vielen Punkten der Kreislinie vorgegebene Grenzablei-
tungen (aller Ordnungen) besitzen. Wir gehen noch einen Sechritt weiter
und untersuchen den Fall abzdhlbar vieler Grenzpunkte (Randpunkte),
der mit klassischen Methoden schon von Franklin [9] behandelt worden
ist (siehe Absehnitt 2). Die von uns verwendeten funktionalanalytischen
Methoden geben einen tieferen Einblick in den Problemkreis und gestat-
ten es, ohne grossere Mithe, Varianten, Verallgemeinerungen wund Ver-
schirfungen der angefiihrten Sitze zu erhalten (siehe Abschnitt 5). Bei
den Bezeichnungen schliessen wir uns an [11] an.

2. Problemstellung. Die Ableitungen einer komplexen Fuuktion f
in einem Holomorphiepunkt 2z, sind gewissen Einschrinkungen unter-
worfen, die sich aus dem Satz von Cauchy-Hadamard ergeben. Anders
liegt die Sache bei einem (endlichen) Randpunkt 2, des Holomorphie-
gebiefes &; hier kann man in vielen Fillen die “Ableitungen” beliebig
vorschreiben. Dabei definieren wir die Ableitungen durch Grenziiber-
gang (stetige Fortsetzung, vgl. (3)) und sprechen von Grenzableitungen.
Ist G ein Sektor oder Winkelraum W mit Spitze #, in der die Gren-
zableitungen von f existieren, so wird f fiir 2—2, in W durch die
entsprechende Taylorrethe asymptotisch dargestellt (siehe Wasow [18],
S. 40].

Das Problem der vorgeschriebenen Ableitungen bzw. vorgeschrie-
benen Asymptotik wurde schon seit langer Zeit behandelt, zuerst fiir
ein einzelnes z,: Borel [4], Ritt [17] (siehe auch Wasow [18], 8. 40).
Carleman [5] nahm dann endlich viele Grenzpunkte 2, Franklin [9]
sogar eine beliebige isolierte Menge von Grenzpunkten z;. Die Konstruk-
tion der gesuchten Funktion f wird erleichtert, wenn man sich (wie die
meisten Autoren) mit kleinen Definitionsbereichen begniigh. Aber schon
Franklin gelang es, maximale Holomorphiegebiete zu erzielen. Wir gehen
noch ein Stiick weiter, indem wir f gewissen Zusatzforderungen (wie
Beschriinktheit) unterwerfen. Dabei betrachten wir zunichst einen ein-
zelnen Grenzpunkt (Satz 1) und anschliessend eine Folge von Grenzpunk-
ten & — oo (Satz 2), wihrend wir den Fall einer beliebigen isolierten
Menge z; nur kurz erwihnen (Satz 3).

Die zitierten Arbeiten beniitzen grossenteils funktionentheoretische
Methoden. Borel [4] erleichtert sich die Konstruktion, indem er zungchst
ein unendliches Gleichungssystem approximativ 16st. Ridelheit [7] und
Poélya [16] bentitzen unmittelbar die exakten Losungen der vorkommen-
den Gleichungssysteme. Auf diesem Wege gehen auch wir vor.

3. Der Fall eines einzigen Grenzpunktes. Sei W die von 0 nach — oo
geschlitzte komplexe Zahlenebene ¢. Ausfithrlicher: Es sei W das Gebiet,
das aus ¢ entsteht, indem man die (reellen) Zahlen ¢ mit — oo <2<0
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entfernt. Wir betrachten Funktionen f mit nachstehenden Eigen-
schaften:

(1)  f ist definiert und holomorph in W.
[ ist beschrinkt in W, ebenso jede Ableitung
@) 2i(f): (ze W35 =0,1,...).

[ besitzt einen Grenzwert bei Annsherung an 0, ebenso jede Ablei-
tung von f:

(3) Fy(f) : =limfP(z) existiert (z >0 in W;j =0,1,...).

Es gibt nichttriviale Funktionen mit diesen Higenschaften. Wichtig
ist fiir uns insbesondere die “Grundfunktion” g,

(4) gle): = =1,

wobei der Hauptwert der Wurzel genommen wird. Fiir ze W liegt dann
der Exponent aus (4) in einem Winkelraum der linken Halbebene; die
Grenzwerte (3) sind —1,0,0,... Die enftsprechenden Grenzwerte fiir
2 — oo existieren ebenfalls und verschwinden alle.

Die Funktionen f des beschriebenen Typs bilden in natiirlicher
Weise einen linearen Raum und, dariiber hinaus einen F-Raum | = [f; p;]
mit den Halbnormen (2) (vgl. Wilansky [19] sowie [20, 217).

Mit den eingefiihrten Begriffen geben wir nun eine etwas verschirfte
Formulierung des Ergebnisses von Borel, Ritt und Franklin (vgl Ab-
schnitte 2 und 5):

Sarz 1. Es seien beliebige komplexe Zahlen ¢y, ¢y, ...
gibt es im eben erwdhnien Raum { ein f mit

= sup |f(2)] < oo

vorgelegt. Dann

(8) Fi(f): =lmfP2) =¢ (fiir >0 in W;5=0,1,...).
Beweis. Die F; sind stetige Linearformen in f. Offenbar ist
(6) E (D <p(f) - (Fefsj=0,1,...).

Andererseits gilt fir kein j eine Abschétzung der Gestalt
(N B (N < Mpe(N)+...+2:2(N1  (FeP.

Dies erkennt man durch Betrachtung der Funktionen g,
(8) 9;(2): = glrzetay),

und zwar fiir grosse r > 0 und geeignete a; > 0. Durch die Wahl von a;
vermeiden wir Nullstellen der j-ten Ableitung; der Faktor r sorgt. fiir
rasches Anwachsen der Ableitungen und iiberspielt das M in der Un-
gleichung.
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Wir sehen jetzt, dass (in der Terminologie von [7] und [11])
(j=0,1,...)

gilt und daher das Gleichungssystem (5) eine Losung fef besitzt ([7]
Bemerkung 3; [11] Formel (11)).

4. Kondensation. Nun betrachten wir in der komplexen Ebene O
eine Folge von paarweise verschiedenen Punkfen 2; ohne fsndlichen
Hiufungspunkt. Wir wihlen einen “Sternpunkt”, der auf 1.<e1110r Ver-
bindungsgeraden zweier z; liegt, und ziehen von ihm aus die Str.ahlen
durch die 2. Von jedem Strahl behalten wir nur den Teil 8y bei, der
von 2 (einsehliesslich) bis oo (ausschliesslich) reicht. Die Strahlen S
des Sterns sind paarweise punktfremd ; ihre Vereinigung ist a.bggseh-lossen
(wegen z — oc). Enftfernen wir die Sj aus €, so erhalten wir ein emfach
zusammenhingendes Gebiet V.

Jedem z; ordnen wir ferner eine Kreisscheibe Kj mit Mittelpunkt 2
zu, und zwar derart, dass die XK; paarweise punktfremd sind (die Menge
2 ist ja isoliert). Fiir jedes % bilden wir die . :

{(10) Menge Ty der zeV mit z¢K; fiir j # k.

)] ordF; =j

Ty, hat somit 2, aber kein anderes #; als Hiunfungspunkt. Wir in-
teressieren uns fiir Funkfionen f mit nachstehenden Eigenschaften:

(11) f ist definiert und holomorph in V;
(12)  pp(): =swlfP@)I < oo (2eTij, k=0,1,...);
(18) Fu(f) : = lLimf?(z) existiert (¢—>2 in V; j,% =0,1, Q)

Diese Funktionen bilden in natbiirlicher Weise einen linearen Raum
und daritber hinaus einen F-Raum f mit den obigen Halbnormen pyy,
die wir gemaiss ’

(14) Qo = DPooy 41 = Pory q2° = P10y Qa* = Doz Ga* = Puyy ---
zu einer Einfachfolge {g;} anordnen.

Nach diesen Vorbereitungen geben wir eine etwas verschirfte Fas-
sung des Ergebnisses von Franklin bzw. Carleman (vgl. Abschnifte 2
und 5):

Sarz 2. Es seien beliebige komplexe Zahlen ey (§,% = 0,1, ...) vor-
gelegt. Dann gibt es im eben erwdhnien Raum § ein f mit
(15)  Fy(f): =1LmfO () = e

Wir weisen nochmals auf die Bedingung “kein endlicher Hiufungs-
punkt” hin. Day Gebiet V kann man auf verschiedene Weise variieren.
Eine selbstverstédndliche Modifikation des Satzes wnd des Beweiges er-

(z—2in V; §,k=0,1,...).
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fasst -den Fall endlich vieler 2 (Carleman [57]). Weitere Ergénzungen
erwihnen wir im Abschnitt 5.

Beweis. Die Fy, sind stetige Linearformen im F-Rawm f. Offen-
bar ist

(16) FaHl <alf)  (feh),

wenn wir den Index I gemiss (14) aus (f, %) bestimmen. Andrerseits
gilt fiir kein Fj eine Abschétzung der Gestalt

W R < Mool 4o (D] (Feh).

Das erkennt man so. Fiir jedes & nehmen wir diejenige ganze lineare
Funktion %, welche den Strahl §; auf die negative Halbachse abbildet,
und untersuchen die Funktionen gy '

{(18)- : gi(®w) : = g[rhg(w0)+ az;].

Wie im Abschnitt 3 wird fiir geeignetes a4 > 0 und grosses r > 0
die Ungleichung (17) widerlegt; der Faktor » bewirkt nun auch, dass gz
ausserhalb K, klein ist (einschliesslich der in (17) eingehenden Ablei-
tungen).

5. Bemerkungen. Im Abschnitt 3 diirfen wir den F-Raum f in
verschiedener Weise modifizieren. Zum Beispiel kann man zusitzlich
fordern, dass dié Funktionen f genan wie g Uferwerte auf der negativen
Halbachse besitzen und damit Satz 1 verschirfen. Andrerseits besteht
die Moglichkeit, die Bedingungen fiir f stirker auf das lokale Verhalten
im Punkte 0-abzustimmen; man hat dann noch grossere Freiheit bei
der Konstruktion von f. Entsprechendes gilt fiir Abschnitt 4. Die Ab-
schwichung der Forderungen spielt insbesondere eine Rolle, wénn‘ man
allgemeinere Mengen von Grenzpunkten z; zuldsst. .

Franklin [9] betrachtet eine beliebige isolierte Menge {2} In geeig-
neter Weise verbindet er jedes 2 mit einem Haufungspunkt der 2 oder
mit co. Aus der komplexen Ebene € entfernt man die Verbindungsstiicke
(Schlitze) sowie etwa noch verbleibende Haufungspunkte und,gela.n_gt 50 zZu
einer offenen Menge U. Aus seiner Arbeit [9] (Theorem V) entnehmen wir

Sarz 3 (Franklin). Bs gibt eine Funktion f, die in U holomorph ist
und in den 2 vorgeschriebene Grenzableitungen annimmt (analog zu Satz 2).

Die technischen Schwierigkeiten eines funktionentheoretischen oder
funktionalanalytischen Beweises beruhen auf der komplizierten Struktur
mancher isolierter Mengen. )

Weitere Modifikationen entstehen, wenn man geeignete nichtiso-
lierte Mengen von Grenzpunkten zulisst.. In Befracht kommen abzihl-
bare Mengen, bei denen jedes 2 Spitze eines Sektors ist, der keine ande-
ren # enthilt. Die Annsherung an 2 erfolgt dann jeweils aus dem
betreffenden Sektor heraus, womit man Unstetigkeiten aus dem Weg
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geht. Bs gibt jedoch noch viele andere Varianten, bei denen die Methode
der unendlichen Gleichungen (auch kombiniert mit funktionentheoreti-
schen Methoden) sich bewé#hrt.
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1. Introduction. The years from 1928 until 1936, a period of rapid
growth for Banach and Hilbert space theory, were also the time that
the foundations were laid for the functional analytic theory of linear
vector lattices. Thiz was done, independently, by Riesz [10, 11], Kan-
torovitch [4, 5] and Freudenthal [1], and it is interesting to observe
now, more than thirty years later, the different methods of approach.
Riesz was interested primarily in what is now called the order dual space
of a given partially ordered vector space, and he presented an extended
version of his short 1928 Congress note in a 1940 Annals of Mathematics
paper, a translation of a 1937 Hungarian paper. Freudenthal, in 1936,
proved a “spectral theorem® for vector lattices, the significance of which
ig illustrated by the fact that the Radon-Nikodym theorem in integra-
tion theory as well as the spectral theorem for Hermitian operators in
Hilbert space are corollaries, although it was not until early in the fifties
that a direct method was indicated for deriving the spectral theorem for
Hermitian operators from the abstract spectral theorem, Finally, around
1936, Kantorovitch began his extensive investigation of the algebraic
and convergence properties of vector lattices, with applications to linear
operator theory. A few years later, curiously enough between 1940 and
1944, important contributions to the subject were published by Nakano
[6, 7, 8], Ogasawara [9], Yosida [13, 14] in Japan and Kakutani [2, 3]
in the United States. Of the more recent progress we only mention the
work by Kanforoyvitch, Nakano and their schools. In  contrast with
Banach and Hilbert space theory, however, where in recent books the
main body of the theory has been welded into a unified and elegant
whole, there is only a very small number of textbooks on partially or-
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