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3aMeTHTh, YTO Kamkpoe IONIIPOCTPAHCTBO ¢1abo IIOJHOTO IPOCTPAHCTBA
Tarme crabo MOJIHO.

C. Boxuepy [3] IPHHAUIEHAT CIEAYIONIES o6Gofmenye TeopeMbl Boitsi-
Bopa: ‘
Trormxs Boxmpea. Ecau @(t) n. n. @yHxyus €0 3HEUEHUAMU 6 npoUs-
GOMbHOM GAHATOBOM NPOCMPAHCMEE U ECAL MHONCECMED 3HaueHUil UHMe-
pasa X (1) OMHOCUMEbHO KOMNAKMHO, MO X(t) — n. n. @pynryua.

C DOMOWPI0 MeTONA DHKBUBAIEHTHBIX HOPM, IIPAMEHEHHOTO PN
OKA3aTENHCTBE TEOPEMBI 1, MOMEO YCWIMTH ¥ ITOT PE3ynLTaT.

JImoo 22, YmeepocOeHus Aemmul 2 enpagedaueLl U 8 MOM Cayudae, ecat Vi)
npou3sobHOe GAHAL080 NPOCMPAHCME0, HO MHOMCECMEO gHaveMull uHmer-
paaa (1) ommocumebHO caabo romnakmHo.

TleliCcTBUTENBHO, MBI MOMEM IONIHOCTBIO IOBIODUIL PACCYHIENNH,
TIPOBeNEHHEIE TPH TOKASATCHBCTBE JIEMMEL 2. TOIBKO IPH YCTAHOBIIEHUH
CyIIeCTBOBAHUA Y(t) HYXMHO BOCIOIL30BATBCA HE cxaboil  1MoJIHoTO!
mpocrpancrsa H (moropasd B 8TOM CIyYae He IpepnonaraeTca), a crabot
KOMIAKTHOCTHIO MHOKeCTBA B3HAYeHH# uHTerpama (1).

Tropmma 2. Iyemd () n.n. GyrrEyuL €O 3HAUCHUIMU 6 BaHAT0BOM
npocmparcmee E. Ecau mnoxcecmeo snauenull unmeepaid X (t) caabo
omHocumenHo komnakmuo ¢ B, mo X(t) — n. n.. gynryus.

Norasarenscrso. He orpammdamsas OOMIHOCTH, MORIO CUHIATD,
yro B cemapaCenbmo ¥ UTO B HEM BBEJEHA HKBUBAIICHTHAS HOPMA, YHOB-
JeTBOpAOINAS TpeGOBAMUAM NpPENIOMKenua 1 M I'= B*. 3arem Mu
MOeM OCIIOBHO IOBTOPUTH NOKABATENLCIBO TEOPEMHL 1, BOCTIONL30BAB-
MECh JIeMMOW 2a BMECTO JIeMMBL 2.
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Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Theorie der voll‘stétndige'n
Normideale (= Banachideale) von beschrinkten linearen Operatoren
in Banachriumen. Wir benutzen das von A. P. Calderén und J. L. Lions
entwickelte komplexe Interpolationsverfahren dazu, um fiir zwei beliebige
Banachideale 4 und B eine Schar von Banachidealen I, = [4, B], mit
0 <6 <1 zu konstruieren. Hin besonders interessantes Resultat ergibt
sich, wenn man zwischen dem Banachideal L aller beschrinkten linearen
Operatoren und dem Banachideal N der nuklearen Operatoren inter-
poliert. Es zeigh sich némlich, daf die zu den Banachidealen S, = [L, N1,
mit 1 <7 < oo gehorigen Operatoren aly Verallgemeinerung der durch
J.v. Neumann und R. Schatten im separablen* Hilbertraum H einge-
fithrten Operatoren der Klasse S.(H, H) aufgefaBt werden konnen. Als
Beispiele betrachten wir Binbettungsoperatoren in Sobolev-Slobodeckij-

Raumen W, und schwach singulire Integraloperatoren in den Banach-
riumen L, ) s

1. Banachideale von beschrénkten linearen Operatoren. Im folgenden
ist L die Klasse aller beschriinkten linearen Operatoren, die zwischen
beliebigen komplexen Banachriumen E,F,@,... definiert sind. Die
Teilmenge derjenigen Operatoren, die B in F abbilden, wird mit L(F,F)
bezeichnet. :

Eine Klasse A von Operatoren heiBt Ideal, wenn die Mengen
A(B,F) = L(B,F) ~ A ‘

den folgenden Bedingungen geniigen:

(A) Aus S,TeA(H,F) folgt S+T<A(E,F). . . .

(I) Aus TeL(E, F) und S<A(F, Q) folgt 8ST<A(H,G).

(I,) Aus TeA(B, F) und S<L(F,q) tolgt ST<A(E,q).

s zeigt sich, daB die Klasse L, der Operatoren mit endlichdimensio-
nalem Bildraum das kleinste eigentliche Tdeal ist. wlit
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Tine Abbildung «, die jedem Operator T eines Ideals A eine nicht
negative Zahl a(T) zuordnet, heilit Idealnorm, wenn die folgenden Aus-
sagen gelten:

(NO) Aus a(T) = 0 folgt T = 0.

(NA) Fiix 8, T<A(E, F) gilt a(8+T) < a(S)+ (D).

(NI,) Fir Te<L(E, F) und SecA(F,q) gt a(8T) < a(S)T].

(NI,) Fix TeA(H, F) und S<L(F, @) gilt «(8T) < [IS||a(T).

Zu jeder Idealnorm o« gibt es eine positive Konstante ¢ mib

1T < oo T)  fiir T'ed.
Bin Ideal A, auf dem eine Idealnorm o gegeben ist, wird als Norm-

ideal bezeichnet. Ein Normideal A heiBt Banachideal, wenn die einzelnen
Komponenten A4 (H,F) vollstindig sind. ‘

2. Komplexe Interpolation von Banachidealen (vgl. [3]). Sind 4 und
B zwei beliebige Banachideale mit den Idealnormen o und @, 8o bezeich-
nen wir mit ® (¥, F) die Gesamtheit der auf dem Streifen

fp=E+in:0< E<T)

definierten. Funktionen T,, die folgende Kigenschaften besitzen:

(S) Aut dem ganzen Streifen ist T, eine stetige und beschrinkte
L(B, F)-wertige Funktion.

(S,) Auf dem Rand £ = 0 ist 7, eine stetige und beschrinkte A (B, I')-
wertige Funktion. »

(8,) Auf dem Rand £ = 1ist T, eine stetige und beschrinkte B (H, I')-
wertige Funktion.

(H) Im Inneren des Streifens ist T, eine holomorphe L(H, F)-wertige
Funktion.

Man kann nachweisen, daB @ (Z,F) ein Banachraum mit der Norm

@(T,) = max {sup & (Lo i), SuP B (Lrpin)}
n 7
ist.

Fitr jede Zahl 6 aus dem Intervall [0, 1] besteht die Menge I,(H, I
aus allen Operatoren T, die sich mit einer Funktion T,e® (W, F) in der
Form

T=T,
darstellen lassen, und wir setzen
1(T) = inf{®(T,) : T = T}.

Vereinigt man die Operatoren der einzelnen Komponenten ¥,(¥, )
zu der Klasgse I, so ergibt sich
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SATz 1. Die interpolierte Opemtormklasse I, = [A, B, ist ein Banach-
ideal mit der Idealnorm v = [a, Bls.

Beweis. Aus der allgemeinen Interpolationstheorie folgt, daB die
Mengen I;(E, F) Banachriume mit der Norm i, sind. Wir miissen deshalb
nur noch die typischen Idealeigenschaften nachweisen. Zu diesem Zweck
betrachten wir zwei Operatoren Tel,(E, F) und Se<L(¥, ). Dann gibt
es zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Funktion T,¢®(E, F) mit

T=1T, @(T,) < w(T)+e.
Weil die Funktion ST, zu ® (¥, ) gehort, folgt aus der Ungleichung
®(8T,) < ||8||@ (L),
daB das Produkt 87 = 8T, ein I,-Operator mit
W(8T) < I8l (T)

ist. Damit haben wir gezeigt, da die Bedingungen (I,) und (NT,) erfiillt
sind. Ganz analog 1iBt sich beweisen, daf auch die Aussagen (I;) und
(NT;) gelten.

Bemerkung. (1) Wenn fir eine positive Konstante ¢ die Unglei-
chungen

1T < oa(T) fiir TeA und

bestehen, so gilt auch
ITH < ew(T)

und

1T < oB(T) tiir T eB

fir Tely.

Wir zeigen nun, daB alle Operatoren der Ideale I, kompakt sind,
wenn der Durchschnitt 4 ~ B nur aus kompakten Operatoren besteht.
Bs gilt der allgemeinere

Sarz 2. Ist das Ideal K beziiglich der Operatorennorm abgeschlossen (*),
so folgt aus A ~ B < K stets I, < K.

Beweis. In [3] und [7] wurde gezeigt, daB es zu jedem Operator
Tel,(E, F) eine Folge von Operatoren T,eA(E, )~ B(E, F) mit
p-imT, =T
gibt. Auf Grund der Ungleichung
ITn— Tl < ote(Tn—T)
gilt dann erst recht die Beziehung
[I--UimT, = T.
Deshalb gehort der Operator T zu dem Ideal K.

() Fiir K kann man z. B. auch das Ideal der schwach kompakten Operatoren
einsetzen.

Studia Mathematica XXXI,1 7
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Wir nennen ein Xdeal A symmetrisch, wenn mit jedem Operator T
auch der duale Operator T° zu A gehort. Ist A sogar ein Banachideal, so
folgt aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, daf der durch die Zuord-
nung T — T definierte Operator von A(H, F) in A(F', B') beschrankt ist.

Satz 3. Fiir zwei symmetrische Banachideale A wnd B sind auch alle
Banachideale I, symmetrisch.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Operator T'el;(H, I).
Dann gibt es eine Funktion I,e®(H,F) mit 7' = T, Wir miissen nun
zeigen, dafl die Funktion T, zu®(F', B') gehort. Da aus unserer Vorhemer-
kung unmittelbar folgt, daB die Bedingungen (8), (8,) nnd (8,) erfilllt
sind, konnen wir uns auf den ebenfalls elementaren Nachweis der Holo-
morphie beschrinken. Zu diesem Zweck wird die Funktion T, fiiv jeden
Punkt 2, aus dem Inneren des betrachteten Streifens in eine lokale Po-
tenzreihe

-Tz = Tﬂ(z"‘zo)n

oMg

entwickelt. Durch Ubergang zu den dualen Operatoren ergeben sich dann
die lokalen Potenzreihen

7 = N Th(a—z)".

°[\d 2

Damit ist die Aussage T,e®(F', B') bewiesen, und der Operator
T’ = T, gehért zu dem Ideal .

3. Skalen von Banachidealen. Wir untersuchen nun die zu einem
beliebigen Banachideal A gehérige Skala der Banachideale 4, = [L, 47,
mit den Idealnormen o, = [||-||, a]s. Dabei konnen wir ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit voraussetzen, dafl auf 4 sogar die Ungleichung
1T < ao(T) gilt.

Als unmittelbare Folgerungen aus der allgemeinen Interpolations-
theorie [3], [7] ergeben sich die folgenden Aussagen:

Sarz 4. Fiir jeden Operator T e A ist ay(T) eine stetige, monoton wachsende
und logarithmisch konvewe Funktion der Variablen 0. Inshesondere gilt
ao(T) = \T|  wnd (L) = «(T).

SATZ 5. Aus 0, < 0, folgt A,,l o Ay,

SArz 6. Hs gilt (L, Aglp = Apge und [||-]), ttolpe = cgpe-
AuBerdem ergibt sich der interessante

Sarz 7. Unter der Voraussetzung

0= 0,40, <1
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folgt aus Tedo (B, F) und Sed, (F, Q) stets STeAy(R,G), und es gilt
o5 (8T) < g, (8) @y (T).

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, da8 die Operatoren § und T zu
dem Ideal A gehoren. Dann bestehen die Ungleichungen

@ (8T) < ap(S)ITI]  und  o(ST) < |ISlag(T),
und nach [3], § 10.1, ergibt sich mit 6* = 6,/0 die Abschitzung
g (ST) < [t - 11 (STl Il etodoe (T).
Da aber nach Satz 6 die Identitdten
Coos 1 oe = Dy ctodige = @5, und [l etolor = et

gelten, hat man
oy (8T) < ag,(8) g, (7).

Sind die Operatoren Ted, (¥, F) und Sed,,(F,G) beliebig, so
bestimmen wir zwei Folgen von Operatoren T, A(H, F) und S,¢A(F, &)
mit

ag-limT, =7 und a92-l]'mSn =9,
Dann folgt aus der Ungleichung
7] (SnTn‘“ Sme) < aaz (’Sn)aﬂl(Tn—'Tm) +G32(IS”—- Sm)aol (T':n);

daB die Produkte 8,7, eine a;-Cauchy-Folge bilden, deren Limes auf
Grund der Beziehung
I-II-lim 8, T, = ST
mit ST ibereinstimmt. Demnach ist das Produkt ST ein A,-Operator
mit
g (ST) = limay (8,T0) < limay, (Su) g, (Tn) = g, (8) 0t (T)).

4. Die Banachideale S,. Vorldufig beschrinken wir unsere Betrach-
tungen auf den Operatorenring des unendlichdimensionalen separablen
komplexen Hilbertraumes H. Fir jede Zahl r =1 ist dann die Menge
derjenigen Operatoren T eL(H, H), die sich mit zwei Orthonormalsystemen
{e,} und {f,} sowie einer Folge {A,}el. in der Form

Tz = Sjln(m: n)fn

darstellen lassen, ein Banachideal S.(H, H) mit der Idealnorm

R

(vgl. [4] oder [16]).
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Wir zeigen nun, daB die Banachideale S,(H,H) eine komplexe
Interpolationsskala bilden.
Sarz 8. Fiir 0 = 1/[r gilt
(L(H, H), 8,(H, H)], = S.(H, H) -1, 011p = 0.

Beweis. Zu jedem Operator Te[L(H,H),S,(H, H)], gibt es eine
Funktion T,<® (H, H) mit

T =T, ®(Te) < [l 0310(1) .
Deshalb folgt aus [4], 8. 175, daB der Operator I' = 1'y zu 8, (H, H)
gehort. Dabei gilt die Ungleichung
o (T) <[lIlly o1 (T) .

Wir betrachten nun einen ausgearteten Operator T'eL(H, H) und
gtellen ihn in der Form (%)

und

und

)

T = Zln(wy en)fn

1

(A= 0)

dar. Dann erhélt man durch den Ansatz

)

Tw = o (T)"" Y 17 (@, e)fa

1
eine Funktion T,¢®(H, H) mit

T=7T, wmd &T,)<o(T).

Deshalb gilt
L1, 0.16(T) < o(T).

Da die ausgearteten Operatoren in S,(H, H) dicht liegen, ergibt
sich aus dieser Abschitzung die Beziehung

S,(H, H) = [L(H, H), S,(H, H)).

Ein Operator T'<L(E, F) heiBt nuklear, wenn er sich in der Form

oo
Tw = Z <&, @)y
1

darstellen 148t, so daB fiir die linearen Funktionale a;eB’ und die Hle-
mente y;eF die Ungleichung

Sy < +o0
1

() Es treten nur endlich viele Ay > 0 auf.
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gilt. Wird das Infimum
v(T) = int{ 3 llail s}
T

tiber alle moglichen Darstellungen gebildet, so erhélt man eine Idealnorm v,
und es zeigt sich, dafl die Klasse N der nuklearen Operatoren das kleinste
Banachideal ist. Da die Identititen

N(H7 H) =Sl(H>H)

bestehen, kann man das Banachideal N als eine Fortsetzung von S,(H , H)
ansehen. Unter allen mgglichen Fortsetzungen ist N durch seine Mini-
malitdt ausgezeichnet.

Der vorangehende Satz gibt uns nun die Mogliehkeit, die bisher
nur fiir den Hilbertraum H definierten Banachideale S.(H, H) auf ein-
heitliche Weise auch fiir beliebige Banachriiume zu erkliren, indem wir
fiirl <r < 4o

S, = [L: 1v]l/r

und v =o0;

und @ = [[|]], vIyr

setzen.

5. Absolut-(p, q)-summierende Operatoren. Sind p und ¢ zwei Zahlen
mit 1 <g<p< +oo, dann heiBt ein Operator TeL(E,F) absolui-
(p, q)-summierend (%), wenn es eine nicht negative Zahl o gibt, so daB
fiir alle endlichen Systeme von Elementen z,, ..., #,<E die Ungleichung

{ 2o} < o sup { S, apref™

Dbesteht (*). Bezeichnet man die kleinstmogliche Zahl ¢ mit e (7)),
so ist die Klasse Iy aller derartigen Operatoren ein Banachideal mit
der Idealnorm gy q).
SArz 9. Mit
1/p = (1—6)[p,+ 8/py
gilt
und

(M) Tippglo = Lipg) [T(ep0) ) Twnle = T -

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Operator
Te[Mipggs Mpgl(B, F).
Dann existiert eine Funktion T,e®(H, F') mit
T=T, und @(T,) <[ng,q: Tw.glll)+e.

(3) Die Definition dieser Operatoren stammst von B. S. Mitiagin und A. Pelezyfiski.
Vgl [9].
(4 Fiir p = oo bzw. ¢ = oo hat man die iibliche Modifikation vorzunehmen.
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Ist nun «,,..., 2, ein beliebiges endliches System von Elementen
aus B, so ergibt sich unter Verwendung des Dreiliniensatzes die Unglei-
chung ()

n
1/
{ gumku”} ’

< [sup{ Z e e L Z I ol

Folglich hat man

{ 2 1w} <

Damit haben wir gezeigt, daB T ein absolut-(p, ¢)-summierender
Operator mit

®(Z)sup{ 3, V (<@, ap|}"

ol

g (1) < [Twg,0, Tgelo(T)
ist.

Als Anwendung der vorangehenden Untersunchungen erhalten wir
den schon von B. 8. Mitiagin (unverdffentlicht) und 8. Kwapien [8]
bewiesenen

Sarz 10. In dem wunendlichdimensionalen separablen Hilbertraum H

gelten die folgenden Aussagen:

(1) Hyq(H, H) = L(H, H) fir 1/2+1/p <1/g,
(2) Wpo(H, H) = S,.(H, H)

fir 1r =1/24+1[p—1jg >0 und 1 < q < 2,

(3) S;(H, H) c¢ Wpo(H,H) = Sy(H, H)

Siir v =2plg und 2 < ¢< +oo.
Beweis. (1) Bereits von Mazur [10] wurde gezeigt, dafl die Identitit
Oy (H, H) = L(H, H)

besteht. Da sich als Verallgemeinerung von Satz 5 aus [167] die Inklusion
Moy < Wpygyy T 0 < 1/g—1/gy < 1/py—1/py

ergibt, hat man insbesondere
ey (H, H) « W o (H, H)

Demnach gilt
Mo (H, H) =
(2) Pir 1<¢

fiir 1/2+1fp < 1/q.

L(H,H) fir 1/2--1/p < 1/q.
< 2 wurde in [15] die Identitit
g (H, H) = 8,(H, H)

(%) Vgl. ‘den Beweis von Theorem 13.1 (S. 175) in [4].
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bewiesen. Andererseits besteht nach (1) die Beziehung
Wy (H, H) = L(H, H)  fiir 1/p, = 1/g—1/2.
Deshalb ergibt sich mit 6 =
1fp =(1—60)/p+0/q

2[r wegen

die Inklusion
S.(H, H) = [L(H, H), S,(H, H)],
= Iy q(H, H), Wge(H, H)lp « Wy (H, H).
Aus der Voraussetzung
1jr=1/24+1/p—1/g >0

folgt leicht, daB der identische Operator nicht zu Iy, (H,H) gehort.
Deshalb besteht das Ideal I, (H, H) nur aus kompakten Operatoren
(vgl. [4], S.89). Jeder absolut-(p, ¢)-summierende Operator T 148t sich
demnach mit zwei Orthogonalsystemen {e;} und {fx} in der Form

%0

Tz = Zﬁk(% ex) fx

1
darstellen. Setzt man

1/s =1jg—1/2 uwnd o = [4|™ep,

$0 bestehen die Beziehungen

;?3{21 e, o)l
{2 Tz} = | 2 Val .

Deshalb folgt aus der Ungleichung

{ D Iz}

die Abschétzung

(3w}

Damit haben wir gezeigt, dall der Operator T zu S,.(H, H) gehort.

<{ 2,‘ "}

und
n
. 1/g
< (D) sup { 3 |, )l
<t 7

mpg(T) firmw=1,2,..

g < +oo wurde in [13] die Beziehung
Mg (H, H) = S,(H, H)

(3) Fiir 2 <
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bewiesen. Andererseits gilt die Identitét
0o (H, H) = L(H, H).
Deshalb ergibt sich mit 8 = ¢/p die Inklusion
S.(H,H)=[L(H, H),S,(H, H)]s
= O q)(H, H)y Doy (H, H)Jy < iy (H, H).
Vermutlich besteht sogar die Identitét
8, (H,H) = Mypq(H,H) mitr=1plq.
Bis jetzt ist jedoch nur die sehwichere Aussage
Wyo(H, H) = Sp(H, H)
bekannt, die sich sehr einfach beweisen 148t.

6. Beispiele. Im folgenden betrachten wir ein offenes und beschénktes
Gebiet £ des n-dimensionalen euklidischen Raumes mit hinreichend
glattem Rand. Fiir [ > 0 und 1 < p < +oo ist WL(Q) die voll&tandlge
Hitlle des linearen Raumes C(2) in der Norm

flullw? = 2 IDullg, @=1,2,..),
lel<<i
bzw.
|D*u(@)— Dou(y)f” .\ ,
“u”“,]la = ”u”",['l]‘Jf‘( ff ./ln Fo-mr T O d?/ (l 7é 1 ’ 2 yer ) ((‘) .

la{=[7) @x 2

Sarz 11. Fir 1> n ist der Einbettungsoperator

“ Wi(Q) > L,(Q)
nuklear.
Beweis. Wir setzen

o(l) = mt[I— 4] (5 =0,1,..),

wobei das Infimum {iber alle Operatoren AeL(W,ﬁ(Q)XL,,(Q)) ge-

bildet wird, deren Bildraum hochstens j-dimengional igt. Birman und

Solomjak [2], Theorem 3.3, haben gezeigh, daf dann die Abschitzung
o(I) < o~

) (6) 0°°( Q) besteht aus allen in £ beliebig oft differenzierbaren komplexen Irunk-
tionen, und [I] ist die groBte ganze Zahl mit [1]< 7. Die Liinge des Multiindex
o= {ay,..., an} wird durch den Ansatz |a| = Ya; definiert.
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gilt ("). Deshalb konvergiert die Reihe

und nach [14], Theorem 3, ergibt sich die Nuklearitdt des Binbettungs-
operators I.

Bemerkungen. (2) Aus dem bereits benutzten Theorem von Birman
und Solomjak folgt, daf der Einbettungsoperator

WL0) 5 L(Q)
nuklear ist, wenn die Bedingungen

I>n firp>q
bzw.

l>n(14+1/p—1/g) fir p <gq
erfiillt sind.

(3) Mit anderen Methoden kann man beweisen, dafB dieser Ein-
bettungsoperator fiir beliebige Exponenten p und ¢ unter der Voraus-
setzung ! > n nuklear ist. Diese Bedingung ist im Falle p = ¢ = 2 nach
[17], Satz 2, auch notwendig. Andererseits folgt fiir I > n/p aus dem

Diagramm

W93 L) 2 L(9),
daB der Operator I = I,I; als Produkt des kompakten Operators I,
mit dem integralen Operator I, nuklear sein muf (vgl. [6], Chap. I, 8. 132).

Diese Uberlegungen fithren zu der Vermutung, daB die folgenden Nu-
klearitdtskriterien gelten:

Il>n(l+1/p—1jg) firp>gq
bzw.
Il>n

(4) Die Nuklearitit des Einbettungsoperators

tir p <gq.

WL(Q) > WHQ)

hiingt in analoger Weise von der Differenz i—Fk ab. Der Fall p = ¢ = 2
wurde bereits in [17], Satz 2, behandelt.

Alg Anwendung von Satz 11 erhalten wir eine hinreichende Bedin-
gung fir die Nuklearitdt von schwach singuliren Integraloperatoren.

(") In den Uberlegungen von Birman und Solomjak werden nur quaderformige
Gebiete betrachtet. Mit Hilfe des bekannten Fortsetzungsverfahrens gewinnt man
die bendtighe Abschitzung auch fiir beschrinkte Gebiete mit glattem Rand (vgl. [1]).
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Dabei sollen fiir die erzeugenden Kerne K (wx, y) stets die folgenden Voraus-
setzungen erfiillt sein:

(V,) Die im Gebiet 2x £ definierte komplexe Funktion K (x,y)
ist in jedem Punkt (z,y) mit x 54y beliebig oft differenzierbar.

(V,) Es gibt eine reelle Zahl p, so daf fiir jeden Multiindex « mit
einer geeigneten positiven Konstanten ¢, die Abschitzung

'3 - 0‘1
[ DK (@, y)| < oy
gilt. Das Infimum aller zuldssigen Werte von g wird als Index des Kernes
bzw. des zugehorigen Integraloperators bezeichnet.
Jeder Kern der Form
Koz, y)

Kz, y) = le—y|°

mit Ko(2,y)<C®(2X Q)
geniigh den geforderten Bedingungen. Die ZweckmiBigkeit der von uns
benutzten Definition zeigt sich bei der Herleitung der folgenden Sitze
und ihrer Anwendung auf die Integraldarstellungen von M. Nagumo
(vgl. [11], S. 82).

Es ergibt sich

Sarz 12. Fir jeden Kern K(x,y) mil negativem Index ¢ wird durch
die Zuordnung

w@) > (Kw) () = [ Ko, puiy)dy
2
in Ly, (Q) ein nuklearer Integraloperator K definiert.
Beweis. Wihlt man eine Zahl ¢ mit 0 < e< —g, 50 folgt aus der
Ungleichung
|D* (K u) (#) — D (Ku)(y)|
le—yl°

| DaK (2, 2)— Dy K (y, 2)|
le—y|°

[ (2) dz mit|a| = n
2
unter Verwendung der fiir schwach singulire Integraloperatoren typi-
sehen Abschétzungstechnik, daB K ein beschrinkter linearer Opera-
tor von L,(Q) in W+ (Q) ist. AbschlieBend crgibt sich aus Satz 11, daB
der Operator K nuklear ist, wenn man ihn als Abbildung von L, (2)
in sich betrachtet.

Bemerkungen. (5) Der durch einen mefbaren und beschrinkten
Kern K (w,y) in L, () erzeugte Integraloperator K ist nicht notwendig
nuklear.

(6) Von besonderem Interesse ist die Nullearitit von Integralopera-
toren im Hilbertraum L,(£). Setzt man voraus, dafl der Kern K(z,y)
mefBbar, beschrinkt und positiv semidefinit ist, 80 erweist sich der zuge-

icm
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horige Operator als nuklear (vgl. [18], S.341-342, und [4], S. 147). Fiir
nicht hermitesche Kerne sind jedoch zusétzliche Bedingungen notwendig,
wenn man Nuklearitit erzwingen will (vgl. [4], 8. 152). Es liegt deshalb
nahe, von den betrachteten Kernen gewisse Differenzierbarkeitseigen-
schaften zu fordern. So wurde in [17], Satz 5, gezeigt, dafB ein in L,(Q)
betrachteter Integraloperator K nuklear ist, wenn sein erzeugender
Kern K(z,y) zu Wgzg(!)x Q) mit 1> n/2 gehort (). Die Ergebnisse
von Krejn ([4], S.157), Paraska ([12], S.625) und Weidmann ([18],
8. 344) sind Spezialfille dieses Resultates.

(7) Bs gibt Kerne mit dem Index 0, die einen nicht nuklearen Inte-
graloperator in L,(() erzeungen. Als Beispiel kann man den Integrations-
operator

x €Z
w(z) - (KEu) (2} = fu(g/)dy

J

im Hilbertraum L,(0,1) Dbetrachten.

Wir bestimmen nun eine Klasse von schwach singuliren Integral-
operatoren, die zu dem Banachideal S, = [L, N],, gehoren.

SArz 13. Fiir jeden Kern K (z, y), dessen. Index ¢ kleiner als n(1—1/r)
ist, wird durch die Zuordnung

w(@) 5 (Hu)(@) = [ Kz, y)u(y)dy

in Ly(2) ein Integraloperator vom Typ S, definiert.
Beweis. Fiir jede komplexe Zahl 2 = &+ iy mit 0 << £ <1 erhélt
man durch den Ansatz

(Tow)(z) = [ K (2, y)|lz—y|® " u(y)dy

2

einen Integraloperator T, mit dem Index p— (&—1/r)n. Bs zeigt sich,
daB fir die Funktion T, die im Abschnitt 2 geforderten Bedingungen
erfiillt sind. Insbesondere folgt aus Satz 12, da B die Integraloperatoren 7' 4,
nuklear sind. Deshalb gehort der Integraloperator K = T, zu dem Banach-
ideal S,.

Satz 14. Fiir jede natiirliche Zahl 1 > n(r ist der Einbettungsoperator

I
W5(2) > Ly(Q)
vom Typ S,
(8 Wh?(Qx Q) ist die Vervollstindigung der linearen Hiille der Funktionen

J@) (), TeWh(Qe). gely(@y) i der Norm | (e, iyt lly o Diseh 2

soll angedeutet werden, dafl die Variable in £ mit z bezeichnet wird.
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Beweis. In [11], S.82, wurde gezeigh, daB fiir alle Funktionen
ueCYP(R2) die Integralidentitit

(e—y)* .
u(x) = § € fA—*——D w(y) dy
" lm—yl®
besteht. Da die Kerne
(2—y)* .
K2, y) = ——=- fir o =1
’ |z —yl

den Index n—I besitzen, gehort der Einbettungsoperator

W(Q) > L,(Q)
anf Grund der Beziehung
I= }eKD"
taje=1
zu dem Banachideal S,. Dabei ist I/ff,l,(ﬂ) die in Wf,(.Q) gebildete abge-
schlossene Hiille von Of(&). Die Behauptung unseres Satzes ergibt sich
abschlieBend aus der Tatsache, dafl jeder Banachraum W},(Q) durch ein

o —
Fortsetzungsverfahren in einen Banachraum W) (Q') mit 2 < £’ einge-
bettet werden kann.

Bemerkungen. (8) Im Fall p = 2 LBt sich die Aussage von Satz 14
nicht verschérfen, denn nach [17], Satz 2, ist der Binbettungsoperator

WH®2) > Ly(Q)
nicht vom Typ 8,

(9) Da man erwarten kann, daB sich die Binschrinkung auf na-
tiirliche Zahlen I lediglich aus der Beweismethode ergibt, gilt Satz 14
wahrscheinlich fiir alle Zahlen I > n/r.

(10) In Verallgemeinerung unserer Bemerkung (2) ist zu vermuten,
daB der Binbettungsoperator

W5(Q) > L,(2)

zu dem Banachideal S, gehirt, wenn die folgenden Bedingungen erfillls

sind: ‘

1> n+1/p=-1gfr fir p =g,

bzw. ‘
t>nfr fir p <q.
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