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Die 4-Punkt-Invarianten in der projektiven Geraden
iiber einem Schiefkorper

von W. BNz (Waterloo, Ontario)

In ihrer gemeinsam verfallten Note [1] haben J. Aczél, S. Golab,
M. Kuezma und E. Siwek alle 4-Punkt-Invarianten in der reellen pro-
jektiven Geraden gegeniiber der zugehorigen projektiven Gruppe bestimmdt.
Weiterhin motivieren sie —iiber eine Funktionalgleichung — den tiblicher-
weise etwas kiinstlich als Quotient der einfachen Verhidltnisse von zwei
Punktetripeln eingefiihrten Doppelverhiltnisbegriff. In der vorliegenden
Note bestimmen wir alle 4-Punkt-Invarianten in der projektiven Geraden
itber einem beliebigen Schiefkérper gegeniiber der zugehorigen projektiven
Gruppe. Dabei ergibt sich eine Motivierung des hier noch kiinstlicher
anmutenden — bekanntlich als Konjugiertenklassen eingefiihrten — Dop-
pelverhiltnisbegriffs. Reduziert man die vorliegenden Betrachtungen
auf den Korper der reellen Zahlen, so erfahren die loc. cit. angegebenen
Resultate einen neuen Beweis.

§ 1. Die projektive Gerade iiber einem Schiefkdrper und
die zugehorige projektive Gruppe. Ist £ ein Schiefkorper, so
heien genau die Elemente von £ und ein weiteres neues Symbol co die
Punkte der projektiven Geraden P(£) itber £. Unter der projektiven
Gruppe /(L) von P(2) verstehen wir die von den P(¢)-Permutationen

az4-b fir 2z # oo
Gap(0 £ ael,bel): 2> 1 7 y

0 fur 2z = oo
1 ..
-  fur 2+#0,00,
&~
& "Moo fiir z=0,
0 fﬁl‘ 2= o0

erzeugte Gruppe. Gilt 0 £ ae £, be L, so ist

za+b fiir 2z # oo,

~2971,029g=1 o%gq.b
~ — .
%) fir 2= oco.
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Damit enthalt I'(2) auch das Erzeugnis der Abbildungen ¢ und
za+b fiir 2z # oo,

oo fir z= co.

oop(0 Zael,bel): z—->{

LeEMMA. I'(2) st dreifach tramsitiv auf P(R). Genau dann ist I'(Q)
scharf dreifach transitiv auf P(Q), wenn L kommutativ ist.

Beweis. a) Sind 4, B, C verschiedene Punkte, so zeigen wir zu-
nichst, dal ein y ¢ I'(R) existiert mit

=4, 0=B, 1"=C.

Ist hierbei 4 = oo, so leistet offenbar alles die Abbildung oc_pp. Ist
A # oo, 80 gilt

A=A = oo,

é‘lso haben wir —da ja doch o,-4p0 bijektiv ist — B = B4 o0,
C = (4% £ co. Nach dem schon bewiesenen Teil gibt es ein ¥ ¢ I'(L)
mit

=4, O=F, 17=0.
Also iiberfithrt Ypa, 4 resp. oo, 0,1 in A, B, C.
b) Seien nun A4, B, C verschiedene Punkte und ebenso 4’, B’, C'.
Seien y, d € I'(2) nach a) vorhandene Abbildungen mit

=4, 0=B, 1"=(; o'=4", =B, 1°'=cC.
Dann gilt mit g = y~10 € I'(R)
A¥=4", B'=B, C'=C.
c) Ist a # 0 aus £, so ist |

aza=! fir 2 # oo,
Aat 22—

oo fir 2z= oo

wegen A, = 06,0041, eine Abbildung aus I'({). Diese inneren Auto-
morphismen sind genau die Abbildungen aus I'(2), die oo, 0, 1 als Fix-
punkte besitzen [3]. Die Gesamtheit der Abbildungen o, mit 0 # a € £,

b e & bildet eine Untergruppe 2 von I'(8). Da p involutorisch ist, so
besteht I' gerade aus den Elementen

TGgy G0y 03003 040050, ..
und

0, 9311 Qavzey anQa:‘,

mit allen Kombinationen oy, oi€ Z.
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Alle Abbildungen dieser Gestalt sind aber von der Form (erginzt
durch Sondervereinbarungen fiir co usf.)

z—(az+b)(cz+d)”

mit a, b, c,d e &, wobei die Bijektivitit dieser Abbildungen noch eine

Bedingung in den a, b, c,d erzwingt. Ist ¢ = 0, so liegt
z—azd ' 4 bd”"

mit a # 0, d % 0 vor; ist ¢ # 0, so liegt

1

z—~(b—ac 'd)(cz+d Y+ ac”

mit b—ac” 'd # 0 vor. Die Abbildungen von I'(£), die co festlassen, haben
also die Gestalt
z—azd ' 4-bd™!

mit a #= 0, d # 0. Soll eine solche Abbildung nun noch 0, 1 einzeln fest-
lassen, so hat man — wie behauptet — 4 = 0 und d = a.

d) Soll nun weiterhin die Identitit die einzige Abbildung aus I'(L)
sein, die oo, 0,1 einzeln festlifit, so mull nach c)

aza~l = z

fiir alle z € £, a € £ — {0} sein. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn ¢
kommutativ ist. '

§ 2. Doppelverhiiltnisse. Alle 4-Punkt-Invarianten. Sei B
die Menge aller geordneten Punktequadrupel 4, B, C, D, wo 4, B, C, D
verschieden und aus P(£) sind. Ist nun 9B # O eine beliebige abstrakte
Menge, so nennen wir
f: B->W

eine 4-Punkt-Invariante, wenn (sei (4, B, C, D)8, (A',B’, (", D) ¢ B)
flA,B,C,D)y=f(4",B,C", D)
immer dann gilt, wenn es ein y e I'({) gibt mit
A'=4", B =B, ((=C. D=D.
Ist nun (4, B,C,D)e B, so sei 4 die Menge aller 4 e I' mit A’ = oo,
B’=0, ¢’ = 1. Unter dem ,Doppelverhiltnis‘ [}4) ﬁ} verstehen wir
dann die Menge aller z ¢ £ mit
x=D", ébed.
Da (s. § 1) die Abbildungen aus I'(£) die Gestalt

z>(az+b)(cz+d)”"', a,b,c,def,
7‘
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haben, so bewirkt sukzessive
(@) A—>oco, (8) B->0, () =1

bei einer A-Abbildung offenbar das Aussehen
z2—>¢(C—A)(C—B) Y z2—B)(z—A) "¢’

mit 0 # ¢ce £. Dabei sind im Falle coe {4, B, ¢} die Differenzen, dic

formal oo enthalten, wegzulassen. Damir ist [g f,J die Konjugierten-
klasse von
(C—A)C—-B) (D—B)(D—-A4) '
[st nun f eine beliebige 4-Punkt-Invariante, so gilt also
ftA,B,C, D)= f(o0,0,1,2) fiir alle e [é g] .

Damltkenntman die Funktion f(4, B, C, D)|B, wenn y () = f(co, 0,1, 2)
auf € = 2—{0, 1} bekannt ist; wir beachten dabei, daB y(») wirklich auf
ganz 2 erklart ist, da zu vorgegebenem z, ¢ ¢ z.B. (00,0,1, 2, € B gilt.
Da y(z) nun noch (wie gezeigt) auf einer Kon]uglertenklasse von ¥ kon-

stant ist, gehen wir zu einer Funktion ¢(&) iber, bei der die Menge der
Konjugiertenklassen von £ Definitionsbereich ist,

(&) =yp(x) fir xzek.

11,8, .0~ of[4 )

Damit ist dann

D C

eine Funktion vom Doppelverhiltnis [f) 12,]

Da auf der anderen Seite [}4) Ié'] eine 4-Punkt-Invariante ist, so

hat man alle 4-Punkt-Invarianten nach dem folgenden Verfahren: Sei
W + O eine beliebige abstrakte Menge, sei © die Menge aller Konju-
giertenklassen von £ = £ —{0,1}. Dann sei ¢ eine beliebige Abbildung
von © in B,
¢: S—->W;
man setze nun
A B
14, 8,¢,0) = (|5 o)

BEISPIELE. 1. Nimmt man speziell © = 28 und fiir ¢ die Identitit

von G auf W= S, so hat man

A B

f(4,8,0,0)= 3 |-
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2. Ist £ eine kommutative Erweiterung des kommutativen Kérpers K,
ist &= 2—{0,1} und ist MW —abgesehen vom 1-Element —die Faktor-
gruppe L*/{*, £* bzw. |* die multiplikative Gruppe von £ bzw. &, so
hat die 4-Punkt-Invariante von P(2)

A B
f(4,8,0,0) = |7 ole
geometrische Bedeutung: Es liegt die Messung von Kreiswinkeln vor [2],
insbesondere die Messung mod = im Falle £ bzw. ! der komplexe bzw.
reelle Zahlkorper.

3. Es sei £ der Korper der komplexen Zahlen, & der der reellen
Zahlen. Ist (4, B, C, D) e B und

A BJ\ (1 A B] reell,
f(4,B,C,D)= ‘P([D CD_ {() fiir D O] nicht reell,

so hat die 4-Punkt-Invariante f geometrische Bedeutung: Sie gibt
die konzyklische (bzw. nicht Lkonzyklische) Lage des Quadrupels
(A,B,C,D)eB an.
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