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ACTA ARITHMETICA
XV (1969)

Sur les diviseurs premiers des polynomes
par

T. NigeELL (Uppsala)

1. Introduetion. Dans ce travail polynéme signifie, sauf avis contraire,
un polynéme non constant & coefficients entiers rationnels.

Soit donné le polyndme f(x) de z. Si p est un nombre premier, et
si la congruence

1) f(z) = 0(modp)

admet (au moins) une solution @, on dit que p est un diviseur premier
du polyndéme f(x). Il est bien connu que tout polynéme f(x) admet une
infinité de diviseurs premiers (théoréme de Schur); voir Schur [8] (%)
ou Nagell [6], théoréme 45. D’autre part, si f(x) est irréductible et d*un
degré > 2, on peut montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers,
tels que la congruence (1) n’ait pas de solutions (théoréme de Frobenius);
ce vésultat est une conséquence des lois de densité de Frobenius—Tchebo-
tareff; voir p.ex. Hasse [4], §§ 23-24, et aussi [3].

Soit maintenant g(z) un autre polynéme de x, et considérons la
congruence

(2) g(r) = 0(modp).

Alors on peut se demander s'il existe des nombres premiers p tels que
toutes les deux congruences (1) et (2) soient résolubles. Dans un travail
publié en 1923 j’ai montré qu’en effet il existe une infinité de tels nombres
premiers quels que soient les deux polyndémes. Dailleurs dans ce travail-13,
nous avons obtenu des résultats plus préeis sur les diviseurs premiers
communs aux deux polyndmes. Les démonstrations reposent sur la
théorie des corps algébriqués; voir Nagell [5].

Dans les sections suivantes nous allons d’abord donner une démon-
stration trés simple, sans recourir & la théorie des idéaux, de l'existence
d’une infinité des nombres premiers en question. Notre premier but est
done d’établir le

‘(1) Les numéros figurant entre crochets renvoient & la bibliographie placée
4 la fin de ce mémoire.


Pem


236 T. Nagell
TutorEME 1. Il exisle une infinité de diviseurs premiers communs
& deuw polynbémes quelcongues.

11 suffit évidemment de supposer que les deux polyndmes soient
de degré >> 2. Le théoréme est évident si I'un des polyndmes contient
un facteur linéaire rationnel.

2. Lemmes. Soient donnés les deux polynémes f(x) de degré N =2
et g(v) de degré M > 2. Nous avons besoin du résultat suivant:

LeMME 1. Pour élablir le Théoréme 1 pour f(x) et g(w) il suffit do
supposer que N > M.

En effet, si f(») et g(x) sont du méme degré (M = N), nous pouvons
déterminer trois entiers rationnels o, b et ¢ tels qu'on ait
(3) h(x) = af (54 o) — by (),
ou le degré de h(w) est < N—1. Le nombre ¢ peut tre choisi de facon
que &(x) ne soit pas constant. En effet, si 'on a pour ¢ # ¢,

of(@+e)—bg(a) =1k, af(@+c)—by(x) =k,
L et %, étant des constantes, on obtient
alf(@+ o)~ fla+ )] = k—Fk,.
Or, cela est impossible vu que f(w) n'est pas linéaive. Il en résulte que
la congruence (2) peut étre remplacée par la congruence
h(m) = 0(modp).
Cela démontre le Lemme 1.

Il est évident qu'on peut y ajouter le

LevmE 2. 8i o est le coefficient de o™ dans f(»), et si b est le coefficient
de o™ dans g(@), on peut supposer que & =b = 1.

Soit maintenant ¢ un nombre entier rationnel, et divisons f(w--¢)
par ¢(x). Alors, nous aurons une relation
(4) flo+o) = g(@)h(z)+g1(),

ol (z) et g, (x) sont des polyndmes en « A coefficients entiers rationnels.
Le degré de h(w) est = N—0, et le degré de g, (w) est = M—1. Les
coefficients de h(w) et g,(») sont des polynémes en ¢ & coefficients entiers
rationnels. ’

Levwe 3. 80 M > 1 il w'y a qu'un nombre limité de valewrs de ¢,
pour lesquels le polyndme g,(x) dans (4) est une constante relativement & .

En effet;, supposons que, pour une valeur donnée de ¢, g, () soit == k(c),
polynéme qui ne dépend que de c.- Alors, si 4 est une racine de g(w) =0,
il résulte de (4), lorsqu’on y pose x = 7,

Fln+e) = k(c).
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On peut évidemment supposer que 5 soit dun degré >2. Si 5 est un
nombre conjugué & 3, on a aussi

o' +e) = k(e).

On aura donc
F+e)—f(n'+¢) = 0.

Or, cette relation ne peut subsister que pour un nombre fini de valeurs
de ¢, f(z) et 5 étant donnés. Done, il ¥ a wn nombre infini de valenrs
de ¢ pour lesquels g,(») n’est pas constant.

3. Démonstration du Théoréme 1. Le théoréme est vrai lorsque I'un
des polyndmes est linéaire. Considérons maintenant de nouveau la relation

(5) fl@4e) = g(@)h(x) + g, (2),
ol f(x), g (%), g.(x) et ¢ satisfont aux conditions données dans les lemmes
du numéro préeédent. On a done N > I > 2, et ¢ est choisi de fagon
que g,(r) ne soit pas constant. .

Nous ferons Ia démonstration du Théoréme 1 par induction com-
pléte. Supposons que le théoréme soit vrai pour tous les polynémes de
degré < N. Introduisons dans g (x) au lieu de 2 la variable y = z+e.
Alors ¢, (#) sera remplacé par le polyndme g.(y) dont les coefficients
seront des polyndémes en ¢ & coefficients entiers rationnels. Le degré de
ga(y) en y est >0 et << M. Alors, ’aprés la supposition faite tout-2-I’henre
sur la validité du Théoréme 1 pour les polynémes de degré < N ,
celui-ci est vrai pour les polyndmes g(z) et g(y). Si les nombres q(,)
et g.(y) sont divisibles par le nombre premier p, le nombre flay+e)
= f() Vest aussi. Cela démontre notre assertion, vu quil y a une
infinité de valeurs de ¢ satisfaisant & la condition nécessaire.

4. Extensions du théoréme de Schur. Soit » un nombre naturel > 3,

el posons
(6) Fu(e) = [ [ (w—oe),
B

ol le produit est étendu & toutes les ¢(n) racines n-idmes primitives de
Tunité e. Alors il est bien connu que les diviseurs premiers de F,(z), qui
ne divisent pas », sont = 1(modn); voir p.ex. Nagell [6], théoréme 94.
Alors, si nous appliquons le Théoréme 1 an cas oh I'un des polynémes
est F,(x), nous auwrons le résultat:

THEOREME 2. Tout polyndme f(x) admet une infinité de diviseurs
premiers congrus & 1 modulo n, lorsque n est un nombre naturel quelconque.

Il y a lien de comparer ce résultat avec le théoréme suivant:
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THROREME 3. Tout polyndme, possédant aw moins wn zéro réel, admet
une infinité de diviseurs premiers qui me SOnt Pas CONGrus & 1 modulo n,
ot n est un mombre naturel quelconque = 3.

Pour la démonstration voir Nagell [6], théoréme 97; comparez aussi
la remarque & la fin de ce numéro.

Qes deux résultats nous meénent & poser le probléme suivant: Trouver
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polyndéme n’admette
que des diviseurs premiers = 1(modn), ot # est un nombre naturel > 3,
abstraction faite d’un nombre fini de nombres premiers. Une condition
néeessaire est évidemment que toutes les zéros du polyndme soient ima-
ginaires. .

Soit F,(x) le polynéme défini par (6), et posons

, ©
Falz,y) =y"™F, (y)

Soit N un multiple de n. Alors, si f(x) et g(z) désignent des polyndmes
arbitraires, premiers entre eux, il est évident que les polyndmey

Fylf(x), g(@)],

anssi bien qu’un produit de polynémes de ce type, avee N, f(x) et g(x)
variables, jouissent de la propriété en question.

Or, il est évident que cette observation me donne pas la solution
compléte du probleéme.

Remarqgue. Dans mon livre [6] j'ai présenté le Théoréme 3 sous
le titre Théoréme de Bauer. En réalité, Bauer a seulement établi le
résultat suivant:

Soit f(x) un polynéme possédant aw moins un zéro véel et jouissant
de la propriété suwivante: Les diviseurs premiers, excepté un mowmbre find,
sont congrus & +1 ow & —1 modulo n, n élant un mombre naturel > 3.
Alors il y o une infinité de diviseurs premiers = —1(modn).

Voir Bauer [1]. Cependant, j'ai trouvé qu'on peut, en modifiant
la démonstration de Bauer, obtenir le meilleur résultat exprimé par le
Théoréme 3.

5. Une précision du Théoréme 1. Dans le mémoire [5], ecité plus
haut, j’ai établi le résultat suivant:

THEOREME 4. Soient donnés les dewx polyndmes f(x) et g(x) irréductibles
dans le corps rationnel. Alors il existe uné infinité de nombres premiers p,
tels que le nombre de solutions incongrues de chacune des dewr congruences

f(z) = 0(modp) e g(2) = 0(modp)

soit égal au degré du polyndme entrant dams la congruence.
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Vu que ce résultat est resté tout-a-fait inconnu je le juge nécessaire
d’en recapituler la démonstration. Celle-ci est basée sur certains faits
de la théorie des idéaux.

Soient K un corps algébrique du N-iéme degré et U un S0us-corps
de K du n-iéme degré. Soit encore p un idéal premier du premier degré
dans K. La norme dans K de p relativement au sous-corps U est un idéal i
dans U, donc

Ny(p) = i
Si p est le nombre premier (rationnel) qui est divisible par p, la norme

dans U de Ny(p) relativement au corps rationnel est égal & P vu que p
est du premier degré, donc

¥(j) = .

I1 en résulte que i est un idéal premier du premier degré dans U. Alors,
a chaque idéal premier du premier degré p dans K qui divise le nombre
premier p, il correspond un idéal premier du premier degré i dans U qui
divise p. Encore, si le nombre premier p est le produit de N idéaux pre-
miers du premier degré dans K, il est le produit de n idéaux premiers du
premier degré dans U. En effet, supposons qu’on ait

D =P1P2.-. P,y

Ol Py, Pay ..., py sont des idéaux premiers du premier degré dans K,
et que

Nylp:) = jiy
ol, d’aprés ce que nous venons de voir, ; est un idéal premier du premier
degré dans U. Alors, on obtient

Ng(P) = f1fe - v =PN/n-

Il en résulte que tous les idéaux premiers dans U qui divisent p sont du
premier degré. Par conséquent p est un produit de tels idéaux premiers
dans U.

Supposons maintenant que K soit un corps de Galois. On sait que
dans les corps de Galois on a la loi suivante: Si le nombre premier - est
diyisible par un idéal premier du premier degré, il est égal & un produit
de tels idéaux premiers.

Soit F(z) un polyndéme irréductible du N-idme degré tel que le corps
K soit engendré par une racine de ’équation F(x) = 0. Soit ensuite flz)
un polyndme irréductible du n-idme degré tel que le corps U soit engendré
par une racine de I’équation f(z) = 0.

Alors il résulte de ce qui précéde: Si la congruence

(7) F(z) = 0(modp),
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remier, est ré uence
ot p est un nombre premier, est résoluble, la congr

8) f(z) = 0(modp)

est aussi. De plus, si la congruence (7) admet N solutions incongrues,
la congruence (8) admet n solutions incongrues. . .

Soient maintenant f(x) et g(z) deux polynémesw 11'1.’éduct1b1es dans
le corps rationnel; et soient de plus U un corps algébrique de deglé n
engendré par une racine de 1’équation f(#) = Olet U, un corpi; z.ulgeb.{lque
de degré m engendré par une racine de 1'équation g(z) = O 5(')113 enfin K
un corps de Galois qui contient et Uet U, ; et supposor{ﬁ quje.lf' goit engendré
par une racine de I’équation F(x) = 0, ol F(x) soit défini comme pluy
haut. Alors, si la congruence

(9) F(x) = 0(modp)

admet nne solution pour le nombre premier p, il en est de méme pour
les eongruences

(10)
(11)

flz) = 0(modp),
¢(z) = 0(modp).

De plus, il résulte de ce que nous venons de montrer: Sila congruence (9)
admet N solutions incongrues, la congruence (10) admet » solutions
incongrues et la congruence (11) m solutions incongrues.

Cela démontre le Théoréme 4 vu que le polynéme I'(x) posséde une
infinité de diviseurs premiers.

6. Une précision du Théoréme 2. A I'aide du Théoréme 4 il est possible
d’obtenir la préeision suivante du Théoréme 2: }

THEOREME 5. Soient f(z) un polyndwme irréductible de degré n et m
un nombre naturel quelconque. Alors, il ewiste une infinité de nombres

premiers p = 1(modm) tels que la congruence
f(z) = 0(modp)

possede 1 solutions incongrues.

Pour établir ce résultat on aura seulement i prendre, dans le
Théoréme 4, g(x) égal au polynéme cyclotomique F,(#) définie par
Péquation (6). Le Théoréme 5 se trouve déja dans le mémoire [5].

7. Remarques supplémentaires. Il est évident que le Théoréme 4
est vrai méme si le nombre de polyndmes est > 2.

La généralisation suivante de ce théoréme a ét6 donnée par Fjellstedt:

THEOREME 6. Soient Q un corps algébrique, f(z) et g(x) des polyndmes
dans Q wadmettant aucun zéro multiple. Soient de plus f(z) de degré n et

i=m®
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g(x) de degré m. Alors, il y a une infinité Qidéaux premier p dans Q tels
que la congruence
f(#) = 0(modp)

ait n solutions incongrues, et que la congruence

g(%) = 0(modyp)
ait m solutions incongrues.
Pour la démonstration voir Fjellstedt [2], Satz 1.
Soit f(2) un polynéme irréductible d*un degré > 2. Si p est un nombre
premier tel que la congruence
f(@) = 0(modp)

n’ait pas de solutions, nous dirons, pour raccourcir,
diviseur de f(z). D'aprés le théoréme de Frobenius,
admet une infinité de non-diviseurs; voir [3].
Soient maintenant f(x) et g(x) deux polynémes irréductibles, tous
les deux d’un degré > 2. Alors on peut se demander §'il existe nne infinité
de nombres premiers p qui sont des non-diviseurs de tous les deux poly-

nomes. Cela n’est pas toujours le cas ainsi qu'on le verra de Texemple
suivant. Choisissons les polynémes

que p est un non-
cité plus haut, f(x)

floy =a®—2 et g(x) = &4+ xz+1.

Il est bien connu que la congruence

(12) @*—2 = 0(modyp)

est résoluble pour tous les nombres premiers p = —1(mod3) et pbur
tous les nombres premiers p = 1(mod3) représentables sous la forme

P =22 427y8

ot z et y sont des nombres naturels. Pour tous les autres nombres premiers
» >3 la congruence (12) n'a pas de solutions. Done, tous les non-divi-
seurs de f(») sont = 1(mod3), et leur densité est égale 4 1/3. Pour la
démonstration voir Nagell [7 1, théoréme 4. D’autre part, les non-divi-
seurs de g(2) sont tous les nombres premiers = —1(mod3). Done, les
polynémes #°—2 et x*+a2+1 n’ont aucun non-diviseur commun. Les
diviseurs premiers communs aux deux polyndmes ont la densité 1/6.

Cependant, il est facile d’indiquer des cas dans lesquels il existe une
infinité de non-diviseurs communs 3 deux polynémes. En effet, nous
allons établiv le résultat suivant:

THEOREME 7. Soient f(x) et g(x) des polyndmes quadratiques irré-
ductibles, et tels que les corps quadratiques engendrés par les équations

Acta Arithmetica XV.3 18
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flm) =0 ¢t g(x) = 0 soient distincts. Alors, il ewiste une infinité de non-
diviseurs communs aux deus polyndmes. La densité de ces nombres premiers
est positive.

Démonstration. II suffit évidemment de considérer les polynimes

(13) fl@) =a*—D et g(a) =a*—D,,

olt D et D, signifient des nombres entiers rationnels, différents entre
eux et différents de 1, qui ne sont divisibles par le earré d’avcun nombre
premier. Les non-diviseurs p (sauf un nombre fini d’exceptions) de f(u)
sont caractérisés par des congruences du type p = ri(mod:|D]), ol »;
désigne }¢(4|D|) nombres naturels dans Pintervalle 0—4[D| ¢ui sont
premiers avec 4 |D|. Les non-diviseurs p (sauf un nombre fini d’exceptions)
de g(x) sont caractérisés par des congruences du type p = §;(mod 4 |D,|),
ol s; désigne o (4]D,]) nombres naturels dans I'intervalle 0-—4|D,| qui
sont premiers avee 4|D,|. Pour la démonstration de ces faits voir p. ex.
Nagell [6], pp. 149-153.

Aingi, tout non-diviseur commun doit satisfaire aux congruences

(14) p = r;(mod4|D]), p =s;(mod4|D,|)

pour certaines valeurs de 7; et s;. Posons maintenant |D| = dd ¢t |D,]
= 0dy, ol d, d; et & sont des nombres naturels, tels que (d, d,) = 1. Soit
ensuite D* = |DD,|/d. Alors les congruences (14) penvent ’éerirve

(15) P = ¢;(mod4D¥), p = t(moddD*),

ou ¢; parcourt §¢(4|D|)g(d,) nombres naturels dans V'intervalle 0— 4.D%,
tels que (g;, 4D*) = 1, et ol ¢; parcourt 39(4]D)p(d) nombres naturels
danis Vintervalle 0—4D", tels que (%, 4D*) = 1. Alors, on montre sans
peine qu’il existe, au moins, une paire de valeurs 4 et J telle gu’on ait
g; = t;. Cela démontre le Théoréme 7. Par un raisonnement détailié on
peut évidemment obtenir un résultat plus préeis et, en outre, montrer
que la densité des non-diviseurs est égale & 1/4.

Lorsque D = D, = 1(mod4) il suffit dans les congruences (14)
et (15) de choisir les modules 2 |D(, 2(D,| et 2%,

Il est évident gu’on peut employer la méme méthode pour déter-
miner les diviseurs premiers communs aux deux polyndmes (13).

Exemples numériques. 1. Prenons les polyndmes

et 2242,

Les non-diviseurs du premier polynéme sont les nombres premiers
= £3(mod8); les non-diviseurs de Pautre polynéme sont les nombres

premiers = 5 ou = 7(mod8). Done, les non-diviseurs communs sont les
nombres premiers = 5(mod8$).

22—2
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2. Prenons ensuite les polyndmes
2?4241

Les non-diviseurs dn premier polynéme sont les nombres premiers
= —1(mod3); les non-diviseurs de l’autre polyndéme sont les nombres
premiers = 3 ou = 7(mod10). On aura alors & comparer les deux series
de congruences

P =11, 17, 23, 29(mod 30),

~

et . a2—5,

P =7,13, 17, 23(mod 30).

11 en résulte que les non-diviseurs ecommuns sont les nombres premiers
=17 ou = 23(mod 30).

3. Comme troisiéme exemple prenons les polynémes
22—21 et x2L+l15. ‘
Les non-diviseurs du premier polynéme sont les nombres premiers safis-
faisant aux congruences o :
p =11,13,19, 23, 29, 31(mod 42).
Les non-diviseurs de I’autre polynéme sont caractérisés par les congruences
p = 1T,11, 13, 29(mod 30).
On aura alors & comparer les deux séries de eongruences
p =11,13,19, 23, 29, 31, 53, 61, 71, 73, 97, 103, 107, 113,
137, 139, 149, 157, 179, 181, 187, 191, 197, 199 (mod 210)
et
p =11,13, 29, 37, 41, 43, 59, 67, 71, 73, 89, 97, 101, 103,
127,131, 149, 157, 163, 179, 187, 191, 193, 209 (mod 210).
Il en résulte que les non-diviseurs communs sont les nombres premiers
satisfaisant aux congruences
=11, 13, 29, 71, 73, 97, 103, 149, 157, 179, 187, 191 (mod 210).

On montre sans peine que le Théoréme 7 peut étre étendu au cas

ol les équations flz) = 0 et g(x) = 0 engendrent des corps ahiéliens de
degré > 2.

Travaux cités

[11 M. Bauer, Uber die arithmetische Reihe, Journal fiir Mathematik, Bd. 131,
Berlin 1906.

[2] L. Fjellstedt, Bemerkungen iiber gleicheeitige Lisbarkeit von Kongruenzen,
Ark. Mat. 3 (14), Stockholm 1955.


Pem


944 T. Nagell

[3] G. Frobenius, Uber Beziehungen swischen den Primidealen eines algebrasi-
schen Korpers und den Substilutionen seiner Gruppe, Sitzungsber. Preuss. Akad.
Wiss., Math.-Phys. Kl., Berlin 1896.

[4] H. Hasse, Bericht iiber neuere Unlersuchungen und Probleme aus der Theorie
der algebraischen Zahlkorper, Teil 1I: Resiprozilitsgeselze, Jahresher. der Deutschen
Mathematischen Vereinigung, Bd. 36, Berlin 1930.

[567 T. Nagell, Zahlentheorelische Notizen I, Hin Beilrag ewr Theorie der hoheren
Kongruenzen, Videnskapsselskapets Skrifter I, Matem.-Naturv. Klasse, No. 13,
Kristiania 1923.

[6]1 — Introduction to number theory, New York 1951.

[711 — Sur quelques problémes dans la théorie des restes quadratiques el cubiques,
Ark. Mat. 3 (16), Stockholm 1955,

[8] 1. Schur, Uber die Ewistens wnendlich vieler Primeahlen in einigen speziellen
arithmetischen Progressionen, Sitzungsber. Berliner Math. Gesellsch., 11. Jahrg,,
Berlin 1912.

INSTITUT DE MATHEMATIQUES DE L'UNIVERSITE D'UPPSALA

Regu par la Rédaction le 2. 5. 1968

ACTA ARITHMETICA
XV (1969)

Remarque sur le travail précédent de T. Nagell
par

A. ScHINZEL (Varsovie)

Dans le travail [3] qui précéde T. Nagell demande quels sont pour
un nombre 7 donné quelconque les polyndmes, dont tous les diviseurs
premiers sont de la forme ni--1, abstraction faite d’un nombre fini des
cas. Il suffit évidemment de résoudre ce probléme pour les polynémes
irréductibles. Nous allons démontrer

THEOREME. Soit n un nombre naturel quelconque, ¢, une racine pri-
mitive de degré n de Vunité et soit G(z) un polyndme irréductible. Afin que
tous les diviseurs premiers de G(w), abstraction faite dun nombre fini des
cas, soient de la forme ni-+1 i faut et il suffit que

(%) G(z) = aN(H(m)),

o H (@) est un polyndme & coefficients du corps Q(Ln)y N est la norme dans
ce corps et a est unm nombre rationnel.

Démonstration. Nécessité. Soit 6 une racine de G et soit & = Q(6)
le corps engendré par 0. Les nombres premiers, qui ont un facteur premier
idéal de degré 1 dans k sont des diviseurs de G (z), donc étant de la forme
nt+1 ils se décomposent complétement dans le corps @ (¢,). En vertu du
théoréme de Bauer ([1], voir [2], lemme 3) Q(Z,) est contenu dans k.
La condition (%) résulte maintenant du lemme 2 de [2] aprés la substi-
tution J = Q(£,).

Suffisance. Posons dans le lemme 1 de [2] f(z) = G(w)/a, K
= ({¢n). Les hypothéses étant satisfaites il en résulte que tous les
diviseurs premiers suffisamment grands de G(x) se décomposent dans K
en facteurs premiers idéaux de degré 1. Ceci veut dire que ces diviseurs
sont de la forme ni4-1, q.e.d.

Dans le méme ordre d'idées on peut démontrer le théoréme plus
géneral suivant:

Soit J un corps Bauerien (cf. [4], p. 333) et soit G(x) un polynéme
irréductible. Afin que tous les diviseurs premiers de G(w), abstraction faite
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