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A note on the least prime quadratic residue (modp)
by
D. Worke (Marburg/Lahn)

Let p be an odd prime. By r,(p) we denote the least prime quadratic
residue (modp) and by IL(s,y) the L-funetion formed with the real

character (ﬁ) .
P

Elliott [2] recently showed: If for an integer % > 0 and a real ¢; > 0

%

o(loglogp)k

L
(1, 1) > logp

then we have, for every &> 0,
F 21
73(p) < o) pHPTIAT

In this note we will sharpen Elliott’s result to
THEOREM, Let t(p) be o positive funclion with

t(p)
H (1 —,
(H) (1 2) > o
Then, for absolute ey, cy >0
1 ra(p) < eapsten ™"

holds.
For the proof we need two lemmas.

Levwa 1, For every ¢ >0, p 2= pole) and @ = pt'™ we have the ine-
quality

(2) Z(l— %)%’yz(d)(g)>§L(1, 2.

R

For the proof see Elliott [2], (2). The proof rests upon Burgess’
estimation for character sums [1], Siegel’s theorem (8. [4], IV, § 8) and
2 method of Linnik—Vinogradov [31.
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Tf one wants to avoid Burgess’ deep inequality one can use the
Polya-Vinogradov estimation

86 D. Wolkoe

2 (%) < ptlogp

g

ingtead.
Tn (2) one has only to replace » by pt™".

The trival estimation .
0
) <p
6]

N

148

leads to (2), where @ is replaced by @ = p
Let »(n) denote the number of different prime factors of =, let ¢
denote primes. All the following <&-constants are absolute.
Lumma 2. For 2 <y <& we have

logx

() wlog®

) g/; <oz log®y
GIW~+Q-?~*'U

Proof. Let the sum on the left side of {3) be called S(w, y). We get

. - o
sen= 3 Jwm= N w@ ¥ i< 3w S
ngE  dln d=zm daga nf'rn!
g|n—g=y |-y Tl [mod d) [ sl u\n-—m eyl

LRl

By Brun’s method one can easily prove, for 2<< v < u,

®(u,v) = %Zu‘ 1 <u1)[<1(1—__) _lbﬁg;}..
NNy

TUsing this in the above inequality we get

St 9) < d; i |2 e e [ ]( ~|~~"-) !

e
L =g | Pheesllicn

wlogw

10% <@“@7 q.e.d.

&
1
<<10g2y og

Proof of the theorem. For ¢ >0 and p >

I, ) < 2;(1-—%)!3 (1+(%))<

Pole) Lemma 1 gives

3 e 3
p Al

AP {Uf0) e 3 UM 2 (D)
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We use Lemma 2 and get for absolute e, ¢z > 0
xloga

or  p)Kex {(c log# )112}
Togir, (2] (S EPNS T

We ingert the assumption (H), replace @ by p**™* (for a fixed ¢ > 0}
and obtain the result.

_ The notes following Lemma 1 show that for the proof of the theorem
the Polya—Vinogradov or even the trivial estimation for character sums
is sufficient. In this ease the constant ¢, has, if necessary, to be replaced
by a larger one.

@
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Uber den Klassenkorper zom quadratischen Zahlkérper
mit der Diskriminante —47

{Fortsetzung)
yon

HeLnwr HASSE (z. Zt. Honolulu, Hawaii)
mnd JosepE Liing (Columbus, Ohio)

0. Diese Arbeit knupft an die Schlufbemerkung einer Arbeit [1}
gleichen Titels des erstgenannten Verfassers an. Die dort in Aussicht
gestellte Untersuchung wurde inzwisehen durch eine gemeinsame Arbeit
[2] des mweitgenannten Verfassers mit Zassenhaus in Gang gesetzt, deren

N
2
K| 5
5
Q
2
P

Ergebnisse es uns dann erméglicht haben, die in jener Schlufbemer-
kung gestellten Fragen vollsténdig zu beantworten.

In [1] wurde der Klassenkorper N zu dem quadrafischen Zahikrper
Q= P(I/—M ) —dem ersten imaginir-quadratischen Zahlkirper mit
durch 5 teilbarer Klassenzahl, nimlich % = b — nach den rein-arithme~
tischen Methoden der allgemeinen Klagsenkorpertheorie numerisch kon-
struiert.

Man weil aus der Klassenkorpertheorie, dall N/Q zyklisch vom.
Grade 5 und N/P normal mit Diedergruppe der Ordnung 2-5 ist. Demnach
entsteht N durch Komposition von £ mit einem nicht-normalen Korper
K vom Grade 3, der als der einzige reelle unter seinen Konjugierten nor-



