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ACTA ARITHMETICA
XVI {1969)

Sur certaines fonctions additives & valeurs entidres
par

HuserT DELANGE (Paris)

1. Introduction. Kubilius a établi le résultat suivant (V):

Soit f une fonction arithmétique additive & valeurs entitres. On
suppose que f(p) = 0 pour tout p premier(2).

Alors, pour chaque entier g, Pensemble des entiers positits n pour
lesquels f(n) = ¢ posséde une densité d,.

Plus precisément, si »,(2) est le nombre des n < « tels que f(n) = ¢,
on 4 pour z infini :

rloglogx
'Pg(ﬂ}') = dqﬂr‘*[“'O [—m-] .
Nous nous proposons ici d’améliorer le résaltat de Kubilius en montrant
que Pon a4 en fait

(&) = dyo+0 Y],

On peut méme préciser qu’il ewiste une constanie absolue ¢ telle gue,
quelle que soit la fonction f considérée et quel que soit Pentier g, on a pour
g=1

1) [rq (@) — dy| < CV/2,

2. Rappels.

2.1. Soit & Densemble des fonctions arithmétiques, c’est-A-dire
des fonctions réelles ou complexes définies sur I'ensemble N* des entiers
=1,

Il est usnel de définir une convelution dans & par la formule

G = Sea(%)

din

() Cf. J. Kubilius, Probabilistic Methods in the Theory of Numbers (Trans-
lations of mathematical Momographs, vol. 11, theorem 4.9, p. 8§8).

(*) Tout au long de cet article, 1a lettre p désigne un nombre premier. Les lettres
m, n, r désignent des entiers > 1.
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On sait que cette opération de convolution est commutative ef
associative, et quelle posséde un élément neutre, & savoir la fonction ¢

telle que

e{l) =1 &t pour tout » >1.

Les &léments inversibles de &/ forment naturellement un groupe
@ gvee Dopération de convolution. Ce sont leg fonctions arithmétiques
f telles que f(1) # 0. '

Ttensemble des fonctions multiplicatives est un sous-groupe de #(%).

Si @ est un 4lément de ¥ et si on désigne son inverge par a', les
relations

g(n) =10

g=fs0 et f=gad, |
ot f et ¢ sont deux éléments quelcongues de &, sont évidemment équi-

valentes(%).
Torsque ¢ = a«f, on voit immédiatement que Ton a pour tout x =1

&
, }; gln) = ; afw)lﬂ(;),
ou F ést la fonction définie pour & = 1 par
Flw) = D f(n).
g
2.2. On voit de suite que la fonetion 4 de Liouville, délinie par
A(L) =1

t
) Am) = (= Lyttt g

n = plp2...pk,
‘a pour inverse la fonction p®

En effet, u4? et i étant multiplicatives, la fonction u?4 est aussi
multiplicative. 8a valeur pour n = p” est

2 @A) = (—1) + (=177 = 0.
i=o

Elle est done égale & la fonction e.
2.3. 8i Q(m) = 3 u*(n); de sorte que ¢} () est le nombre des entiers
LT

positifs “quadratfrei” au plus égaux & #, on a pour @ infini

) Nous disong que la fonetion arithmétique f est multiplicative si Lon &
F(1y == 1 et f(mn} = f(m)fin) quand (m, n) = 1.

8 Pon omeftait la condition gue F(1) = 1, 'ensemble des fonetions multiplica-
tives contiendrait en plus la fonction identiquement nulle.

{4) Dans le cas particulier ofi-@(n) = 1 pour tout n» 1, de sorte que «' est la
fonction u de Mobius, on obtient ce que I’en appelle “la formule d'inversion de Mobius”.
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6 —_—
Q(m) — ;;2_ $+0 [mme—a#}ogm],

ol o est une constante > 0(5).
Nous poserons

6
Q{z) = g a4+ R(x).

Aingi, il existe une eonstante positive 4 telle gue
(2) |B(2)] < Az e %2  pour tout > 1.

3. Démonstration du résultat annoncé.

3.1. Pour chaque nombre réel 8, définissons une fonction arithmé-
tique g, par

go(n) = exp[20f(n)]

et définissons la fonction &4 sur [1, 4 of par

Go(@) = D) go(m).-

nx

11 est clair gque Pon a pour tout v = 1
1 2m
3) pel) = —— f @, (@)~ h.
: 27 v

3.2. 8i Ton introduit la fonciion arithmétigue
hy = ge.*}-,
on & s = Ry u? et par suite on a pour tout ¥ > 1

aw = > nme(2),

et ]
¢’egt-d-dire

o eekeEA Suaef).
fro

Ere

(5) Comme i} & été indiqué par Axer (Sitzungsber. Akad. Wien (2a), 120 (19811),
p. 1253-1208), toute majoration de M(m) = 3 p(n) fournit wne majoration de
R .
Qz)— (6/x2) o grace b la formule Q) = X pin): En partant de M (=)
—— mnigm )
= O [we—P %3] on obtient le résultat indiqué ici, avec a = §/2V'3. Ceci suffit pour
les besoins de notre démonstration. '
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3.2.1, Comme g, et A sont multiplicatives, la fonction k, est multi-
plicative. On a

ha(g") = 3 g (@) 200" = X (=1 g(0)
Fe=0 =0

et, comme gp{p) = 1 pour fout p, ceci donne

¢ 8 r=1,

D=1y g(phy s

i=

=2

Comme |g;(n)| =1 pour tout n =1, on voit que l'om a toujours
(P < 71—
11 résulte de 14 gue Yen a pour tout n =1
(5) |hg{n)

o h* est la fonction multiplicative déterminde par

| < B (n),

B*{p") = r—1 quels que soient p ef .

00 ok
1D)< -+ o0 pour ¢ >-— ,1&861‘162h(ﬂ) est

absolument convergente pour Res >} ef on a pour Res > §

W SEe =n[ + Y- [T [ )
+o0 *

. La gérie 2

( ) que 1o série 2

4 & pour 6 parcoursmt R

Nous poserons :
E)
ha{n
o0 = 3,

1

est done convergente, ce qui entraine d’aprés

est uniformément convergente par rapport

‘de sorte que la fonetion @ est continune sur R, ot
6
PR

ki

2n an

. 1 76 ‘
f B(0)e 30 = —f-—w B(0)e~"dp.
d _ 2n J m?
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%

3.2.3. D’aprés (4), on a pour tout o> 1

__(i hg(m) v -
wzmz n - fo(n) B (n)'

L= ﬂv<2

6
o
En tenant compte de {5) et (2), on en déduit

< ¥(z),

= ,:z 2 W (n) +4 Zh* n)( ) exp [ﬁal/log% ]

>z Bl

lG‘B(m)—%mtﬁ(B)

oll

()

Compte tenu de cette indgalité, (3) donne
¥x).

Pour établir le résultat annoneé, il suffit done de montrer que 1’on
a pour w infini -

(") o () = O[2*].

I! en résultera en effet que

[vq (@) — Gqm| <

1
dy = lim —y, (w) =3,

#>too &
et que l'on a P'inégalité (1) avec
0 = Sup ¥Pa)e™ 1.
221 -
3.3. Comme, pour Res >4,

I S
(P"—1

la formule {6) peut s’écrire

(8) 2 h;( ! 5(2*"[7[1**;&%1;]-
1 pe

On voit immédiatement que le produit infini est eonvergent pour
Res > } et que, quel que soit o, >}, il y a convergence uniforme pour
Res > o,. 8i on désigne sa valeur par #°(s), 1a fonction # est holomorphe
pour Res >}. Le second membre de (8) est done une fonction de s
holomorphe dans le demi-plan Res > %, sauf au pomt i, qu1 est un
pole simple de résidu 3#(%).
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S Ton pose H(z) = > h"(n), le théoréme de Tkehara permet de
nx
déduire de 1% que Pon a pour & infini
9 H(w) ~ #(§)a".

3.3.1. Ceci entraine d’abord que

SEO e

n

L%

puisque

W) H@) | FHWB
Z n @ +! 12 at-

n=T
3.3.2. Pour obtenir {7) il ne reste plus qu’d montrer que
172 :
Zh*(n) (ﬂ) exp[w—a]/legi] = 0 [&"*].
ngw n . #

On voit que, pour chaque n < o,

12 .
2 (n) (%) exp[~a ]/log% ]
l/ log %

— B*(n) f

B*(n) e’ 12 (1—a) At

= h*(n)+ f h*(n}l’(‘/log%——t)e’ﬂ”““’(tMG)dt,

oit Y est la fonction définie sur R par

0 pour wu<0,

1 pour wz=0.

Y(u) = ‘
Par addition on obtient
: Vioge

s — o
* (n) (m) exp [— a]/ log —] = H{z)+ | H(ze)e"* % (t—a)dl.
2 n ) .of - :

nge
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Mais (9) entraine qu’il existe un B > 0 tel que
H(x)< B2'® pour tout 2>1.

Alors on a pour fout 231

~ p\ie s ¥log
2 R (n) (—) exp [—— a ]/log — ] < Ba'l -+ Bx'? f e (4 o) dt
n n
g 0

+o0
< Bmlfﬁ-[l—: f e”“‘(t+a)dt].
]

4. Remarques.

4.1. L’existence des densités d, et leur détermination, indiquée
par Kubilius, par le fait que Yon a pour tout & réel

S [l 52)

peuvent se déduire immédiatement du théoréme général A’Erdos et Wint-
ner sur l'existence d'une loi de distribution asymptotigue pour une
fonction additive réelle.

En effet, la condition A"BErdds et Wintner est évidemment satisfaite.
Or, f prenant ses valeurs dans Z, Vexigtence d’une loi de distribution
agymptotique pour f est équivalente & Dexistence des densités d, avee

(10)

+_':10
2_. dg =1,

—Do

et I'égalité (10) exprime que la fonetion caractéristique de cefte loi de
distribution est celle gu'indique de théoréme d’Erdds et Wintner.

4.1.1. Ta méthode utilisée ici permet aussi d’établir (10).
En effet, comme h, est multiplicative et comme on a pour ¢ > %

tha{p")I. B (p")
RS P TS T
e < D <

Fo n,r

on a pour Res >4

1 ()
2%

T, N7 (o)
=[][1+§—}]%“]-
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Mais, comme %p == Axffs, OO 8
BolpF) = > (—1V g™

et par suite

00 r .
1+§%(£')‘ Zhﬁﬁ) 1 r(l/p)zg

k=0

- =t b S5

=1

On voit aingi que l'on a pour Res > %

S0 [0 o S42]

Pour s =1, eeci domne

-3 16311 $22)

ce qui peat s'écrire, compte tenu de ce que gs(p) = 1,

—@(e H[l-wp(e
ol

Foo o r-1
1y (6) =29&(P) pge(P )

6 .
On voit, grice 4 cette égalité, que la fonction pors ¢ appartient

4 l'algébre -de Banach Il des fonctions complexes qui sont sommes de
séries trigométriques absolument. convergentes — et par suite est égale
& la somme de sa série de Fourier — ecar u, appartient & U et lo produit
infini [ (14w, est absolument convergent dans 1.

P

4.2. Dans "énoncé du théoréme A de notre article Sur un théoréme
de Renyi. I1(%) figurent deux fonctions wy et Qg définies » partir dun

(%) Acta Arithmetioa 13 {1988), p. 339-362.
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ensemble ¥ de nombres premiers. La fonction Qz—wp est une fonetion
additive & valeurs entiéres prenant la valenr zéro pour tous les nombres
premiers.

On voit que le théoréme établi ici donne, pour ¢ = 1, un résultat
meilleur que celui du théoréme A.

Par contre, pour g = 0, la coneclusion du théoréme A est meilleure.

Cependant, la conclusion du théoréme A pour ¢ =0 peut aussi
&tre obtenue comme cas particulier d’un résultat plus général.

En effet, le théoréme établi ici peut étre complété comme suit:

8i Pon a f(n) = 0 pour tout n = 1, on a pour = infind
| () = dywto[z'].
En effet, il est clair que, si ¢ est 1a fonction multiplicative déterminée
ar
’ flo") = l st () =0,
¢ s f(p) >0,
on a

quand f‘(n) =10,

1
gn) = l(} quand  f(n) > 0,

et par suite on a pour #> 1

(o) = > g(n).

per ]
Or on a le théoréme snivant:

Soit g une fonction multiplicative telle que g(n) = 0 ou 1 pour fout
nzl e g(p) =1 pour tout p.
Alors on a pour x infini

D g(n) = sw+o[at’],

=<

ol & est une constante.

Pour établir ce résultat, introduisons les fonctions arithmétiques
multiplicatives & et I déterminées par

0 & HN=0etr>1
k(pr)ﬂl g(p% ’

1 st g(pYe=1lour=1,
et

. 5 " )—g(p™ s g(pY) =1
R P )’g(p’*’) i) =0
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‘On ‘vérifie que g = I+, de sorte que Pon a pour tout @ =1

»
N g = Yimx(Z),
N I
ott K est la fonetion définie sur [1, o] par

= Dk(n). '

NLL

On voit d’sutre part que K () est le nombre des n<w qm ne gont
divisibles par le carré d’aucun nombre premier p tel que g(p?*) = 0. 8i
Pensemble des nombres premiers pour lesquels g(p*) = 0 n’est pas vide,
le cas particulier oll ¢ = 0 du théoréme A cité plus haut montre, en prenant
E égal & cet ensemble, que 'on a pour @ infini

so=[] (1-——1%).

p(p?)=0

K{w) = b +ole?], avee

La méme relation a lien, avec &, = 1, si ¢(p?) = 1 pour tout p, car
on a alors k(n) =1 pour tout nz=1.
8i I'on pose, pour & > 1,
K(x) = Syx-+ a7 (x),
on a 7(z) == o[1].
Par ailleurs, on a pour tout o
Hp) =Hp*) =0

|1(£,q)|~ < -+ oo, ce.

= 1(n)
n

et, pour r>2, [I(p") <r—1.

1 en résulte que 2 qﬁi' entraine Ia conver-

gence absolue de la série
1

>1.

Ceci dit, on & pour z =1

Sror=se Z o0 ) 1

nge nga: el
T
o l—
] o L

Sz - b~ é“awzi(;—) —I—_mmz %2,—

NHT B

31
a4ves 6—62 (n.
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On a évidemment

! l

Ld
0= N>T

quand & tend vers --oo, et on voit aisément que

in) [= 1
ﬂg;-ﬂijz—??(—ﬁ‘) =o[1].

4.3. Au lieu de eonsidérer, comme ici, une seule fonction f, on peut
considérer un systéme de & fonctions additives fi,fy, ..., r & valeurs
entiéres, dont chacune prend la valeur zéro pour tous les nombres premiers.

On 2 alors le résultat suivant:

4 = (g1 Gay -+, Q&) Elant un systéme quelconque de & entiers, ensemble
des entiers posilifs n tels que

fi(n) = ¢;

posséde une densité dg ef, si v (x) est le nombre de ces n qui sont <
a encore Uinégalité (1) aveec la méme constente C.

La démonstration est la méme que pour le cag d'une seule fonetion,

5i ee n’est que maintenant 6 n'est plus un nombre réel mais un élément
(04 B2y ..., 0z) de R", gs est définie par

pour j=1,2,...,k

< @, on

3
gs(n) = exp ['i Z ijj(n)]
j=1

et on a

ro{%) =

k
faﬁ e\p[ S’ ]d@lciaz...dﬂk,

 Tintégrale étant prise sur Pensemble des 6 <R tels que

0< <L por 4§=1,2,... k.

4.3.1. Ici, la généralisation du théoréme d’Erdos et Wintner aux
fonotions & valeurs dans RP(") montre que I'on a

D=1

5

{y Cf. H. Delange, Sur les fonclions arithmétiques muliiplicaives, Annales
Scient. de I'Ecole Norm. Sup. (8) 78, 1961, p. 273-304, & § 6.4, p. 207,
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et que les d, sont détermindes par le fait que l’on & pour tout HeRF

Sl Sun) =[] =21 327

gez®

Comme dans le cas d’une seule fonetion, cette égalité peud ausm
&tre établis par la méthode utilisée ici.

Regu par la Bédaction le 14, 2. 1969
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ACTA ARITHMETICA
XVI (1969)

A statistical density theorem for I-functions
with applications
by
"MarTr JuTiva (Turku)

§ 1. Introduction

1. In the last years many interesting results in the analytical theory
of numbers have been obtained by the so-called “large sieve” method,
e.g. new statistical density theorems for L-functions {2, [1] and the
mean value theorem of Bombieri [2] ((1.6) below) concerning the distri-
bution of primes in arithmetical progressions.

We shall in this paper combine the large sieve with the method of
Rodosski {9] and. prove two statistical density results (Theorem 1) for
L-functions. The estimate (1.4) is most effective for “high” reetangles
and seems to be of a new type. As an arithmetical application of this we
shall prove an analogne of Bombieri's theorem, concerning the primes
in & “short” interval (Theorem 2). Finally we call attention to the conse-
quences of Theorem 2 to some prime mumber problems.

2. Let X 21,T =2, az §, and let y be a character (modg). Denote
by N{«,T,q,y) the number of zeros of the function Z(s, y) in the
rectangle '

(1.1) l—a<o<l, H<T

In the statistical theory of L-functions the main problem is to find an
estimate for the sum :

(1.3) D (e, T,q,7)

g<X xmndg
where the asterisk denotes summation over primitive characters only.
Bombieri has in [2] proved that the sum (1.2) iy (1)
A(l-a)

(1.3) < (X XT) T o,

() We use the following notation: e, ¢,. ... denote pesitive absolute constants;
e and A4 stand for positive constante, the former arbitrarilty small and the latber

arbitrarily large, which need not be always the same. Further, -as usua.l we Wﬂte
e(a) == 7Y, gy(a) = P,




