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Euklidische und Minkowskische
Orthogonalititsrelationen

von

Wolfgang Rautenberg (Berlin)

In affinen Ebenen lassen sich Orthogonalitétsrelationen danach
unterscheiden, ob sie selbstorthogonale (singulir, isotrop) Richtungen
enthalten oder nicht, anders ausgedriickt, ob die ihnen entsprechenden
Tnvolutionen auf der unendlich fernen Geraden von hyperbolischen oder
elliptischen Typ sind. Die ersteren seien Minkowskische (pseudoeukli-
dische) die letzeren Buklidische Orthogonalititsrelationen genannt.

Die allgemeinen Eigenschaften dieser Relationen werden gewohn-
lich erst nach Einfithrung von Koordinaten durch die Untersuchung qua-
dratischer Formen, oder mit Hilfsmitteln der Theorie der projektiven
Abbildungen untersucht. Es ist vom Standpunkt der Grundlagen der
Geometrie, wie anch fiir die Geometrie selbst von Interesse, diese Higen-
schaften innerhalb der Theorie der affinen Ebenen selbst herzuleiten.
Bemerkenswert ist, daf die hier genannten Theoreme und Corollare
auf synthetischen, d. h. rein geometrischen Wege sehr viel schneller
und eleganter als mit analytischen Hilfsmitteln herleitbar sind.

Bs wird w.a. ein Kriterium fiir die Existenz singuliirer Richtungen
angegeben, Ferner werden Bedingungen fiir die Kommensurabilitit von
Orthogonalitiitsrelationen genannt. Die Untersuchungen sind von einer
Anordnung unabhingig.

Wir betrachten hier i. a. Translationsebenen, also affine Ebenen, mit
dem sogenannten kleinen Satz von Desargues als zusitzlichem Axiom. (1)
Um Sonderfille auszuschliessen, wollen wir auBerdem annehmen, dag die
Diagonalen eines Parallelogramms einander schneiden (Fano-Axiom).

Punkte werden mit 4, B, ..., Geraden mit a, b, ... bezeichnet. 4B be-
zeichnet die Verbindungsgerade der Punkte A, B; a*b den Schnittpunkt
zweier nicht paralleler Geraden a, b, || bezeichnet die Parallelitéits-
relation und o, o, ... die Aequivalenzklassen dieser Relation, Richtungen
genant. + bezeichnet Orthogonalititsrelationen.

(1) Die folgenden Theoreme gelten meist auch ohne diese Voraussetzung; es ist

m. W. unbekannt, ob die Existenz von O-Relationen in affinen Ebenen nicht schon
den kleinen Desargues impliziert.

13*
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Bine zweistellige Relation (a, b) zwischen den Geraden einer Transla-
tionsebene heiBe Orthogonalititsrelation, wenn folgende Forderungen exfiills
sind:

0,: Wenn Ha,b) und alla’ und b|[b’, so ist | (a’,b").

0,: Ist A, 4,4, ein Dreieck und gibt es eine Gerade ‘a, durch A, und
eine Gerade a, durch A, mit v (4y Ag, @), + (4144, a,) und schneiden sich a,
und a, in einem von Ay verschiedenen Punkt 8, sogilt \ (A,4,, 4;8).

0;: Wenn +(a,d) und \ (a,c), so ist blle.

O,: Bs gibt Paare (ay, a,) und (b, by) mit agf\b; (1,5 ==1,2), so daB
F(@y, @5), +(by, ba).

O, besagt, daB r auch als Relation in der Menge der Richtungen
angesehen werden kann. O, enspricht dem wohlbekannten Hoéhensatz fir
Dreiecke: die Lote durch die Eckpunkte auf die gegeniiberliegenden
Seiten verlaufen durch einen Punkt. O, besagt, dass es zu vorgegebener
Richtung hochstens eine Lotrichtung gibt.

Jede diesen Forderungen geniigende Relation ist symmetrisch. Ferner
gibt es zu einer Geraden a und einem vorgegebenen Punkt auf oder
anferhalb dieser Geraden genau ein Lot. Unter Vorausssetzung des
sogenannten affinen Theorems von Pappus 148t sich zeigen, daB es zu
xforgegebenen Paaren (ay, a,), (by, b,) mit arjb; genan eine Orthogona-
litdtsrelation gibt, die diese Paare enthilt; diese Relation werde mit
Foyanstaby bezeichnet.

Bemerkung. Die Symmetrieeigenschaft F(a, b) = F (b, a) ist auf Grund dieser
For{lerungen beweisbar. Das Pappussche Theorem ist hinreichende und aunch notwendige
Bedingung fir die Existenz von Orthogonalititsrelationen in Translationsebenen ®).
Dfsr oben formulierte Orthogonalitéitshegriff ist so allgemein, dass er zugleich die eukli-
dischen ux}d die Orthogonalitiitsrelationen im Sinne Minkowskis, aber auch nur diese,
umfat. Diese Relationen entsprechen den elliptischen bzw. hyperbolischen Involutionen
aunf der unendlich fernen Gereden.

.TI-JEOREM 1. Bine Minkowskische Orthogonalititsrelation besitzt genax
2wel singuldre Richtungen. :
.Beweis. Selen o, o(s ) singulire Richtungen, die durch die in
O einander schneidenden Geraden a bzw. b reprisentiert seien (Iig. 1).
Jede Richtung 7 (# 1aBt si i A
A lchtung < 0 o) laBt sich durch eine Gerade ¢ reprisen-
Eer(_anjkdlg AaB in A,..b in B schneidet, so daB 4, B % 0. Wir erginzen das
Hzl"elec zu einem Parallelogramm OAPB. Dann verliuft nach dem
Shensatz das Lot durch O auf ¢ durch den Punkt P, Auf Grund der

Yoraussetzung liber den Schnitt der Diagonalen eines Parallelogramms
ist also 7 reguliir.

TM(;ZM Fg:sB;weise siche W: Rautenberg, E. Quaisser, Orthogonalititsralationen und das
appus, erscheint demnichst in Zeitschr. Math. Logik . Grundl Math.
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Es sei nun g eine singulire, o eine regulire Richtung mit der Lo-

trichtung o'. g, o, o’ seien durch die-Geraden a, b, b’ reprisentiert (Fig. 2),
wobel a*b= A, axb’ = A’ und bxd’' = O. Ferner sei B derjenige Punkt,
so daB O Mittelpunkt von 4 und B ist, Mp(4, B) = 0. Dann ist nach
dem Hohensatz, angewandt auf das Dreieck AA’B, offenbar auch A'B
selbstorthogonal. Damit ist das Theorem bewiesen.

Bine Orthogonalititsrelation ist durch Vorgabe dreier voneinander

verschiedener kollinearer Punkte 0, 4, B und eines Punktes C ¢ AB in
folgenden Sinne eindeutig bestimmt: Wir betrachten die Orthogonalitits-
relation Fupoc04,05- Diese, kurz als Fo,4pc bezeichnete Relation ist
symmetrisch beziiglich 4 und B.

Fig. 1

Ist wieder (0, A,B) ein Tripel voneinander verschiedener Kkolli-
nearer Punkte, so schreiben wir y/(0; 4,B), wenn es einen Puunkd
@ ¢ OA gibt, auf 0C einen Punkt D und auf AB einen Punkt F derart,
daB AC|ED und BD||EC (vgl. Fig. 3). Koordinatenmifig ist ¥ das geome-
trische Mittel der Punkte A und B beziiglich 0. (In Desarguesschen Ebenen
hiingt die Bxistenz einer derartigen Konfiguration nicht von der Wahl
des Punktes C ab.) y/ (0; 4, B) istbeziiglich 4 und B symmetrisch.

D

E B
Tig. 3

Q
by

Das folgende Theorem liefert eine Unterscheidung zwischen Buklidi-
schen und Minkowskischen Orthogonalifitsrelationen mit Hilfe der

Relation y.
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TaEOREM 2. Die Orthogonalititsrelation Fo.a,pc ist genaw dann eine
Minkowskische, wenn /(05 A, B) gilt.

Beweis. Bs moge / (0; 4, B) und ko,4,5;c zutreffen. Dann existieren
Punkte D und E derart, da AC||ED und BD|EC (Fig. 4). Der Hohensatz,
angewandt auf das Dreieck BOD mit dem Hohenschnittpunkt H liefert
dann die Singularitit der durch CF bestimmten Richtung.

D

o A E BY
Fig. 4

.Zum Beweis der Umkehrung legen wir eine singuléire Gerade durch
O, die OA in F schneidet (vgl. wieder Fig. 4). Die Parallele zu AC
durch E schneidet O¢ in D. Wir haben zu zeigen, daB OE|DB. Man be-
m:a,chbe Dreieck BCD. Die Hohen durch B und D treffen sich in E, durch
dxesen.Punkt verliuft daher auch das Lot durch C. Wegen der Singl’ﬂa,ritétt
der Blehtu.ng von CF und H(CH, DB) ist CE||DB, wie zu beweisen war.
Aus diesem Theorem ergeben sich einige Folgerungen

GOROLLAB 1. ‘Ob die Orthogonalititsrelation Fo,4,p0 singuldre Richtun-
gen besitzt oder nicht, himgt nicht von der Wahl des Punktes C ab.

CoroLLAR 2. In einer Tramslationsebene i j

o1 2 : ‘ : st genau dann jede Ortho-
goWztuMelatzon eine Minkowskische, wenn fir jedes Tripelj (0,4, B)
Kollinearer und verschiedener Pumkte V(0; 4, B) gilt. Y

(O.Ilemna,ch‘ist die .;Elxistenz dreier kollinearer Punkte O, 4, B, die

;/" ’ai , B) ‘mchﬁ erfu%len, notwendige und hinreichende Bedin;;ung

nu:ﬁb ; dEefot];nz Euéihdlscher Orthogonalitétsrelationen. In der Ebe-
5 . .

e e rper der komplexen Zahlen z.B. gibt es derartige Relatio-

Auf diesem Wege lassen sich auch in der Ebene itber dem Korper
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der rationalen Zahlen leicht Buklidische Orthogonalitétsrelationen kon-
struieren, die zwei einander nicht tremnende Geradenpaare enthalten,
2.B. alle Relationen Fo,ame mit 0= (0,0), A= (1,0), B=(2,0) und
(¢ AB) beliebig.

Ist eine Anordnung in einer Translationsebene gegeben, so wollen
wir eine euklidische Orthogonalitétsrelation mit der Anordnung vertrig-
lich nennen, wenn je zwei Paare orthogonaler Geraden von paarweise
verschiedenen konzentrischen Geraden einander trennen. Man kann zeigen,
daB eine Buklidische Orthogonalititsrelation schon dann mit der Anord-
nung vertraglich ist, wenn sie wenigstens zwei sich trennende orthogona-
le Paare von Geraden enthilt.

OoROLLAR 3. Enthilt eine Orthogonalitdtsrelation einer angeordneten
Translationsebene zwei sich trenmende Paare (a, as )s (by, by) aus konzen-
trischen Geraden, so ist diese Orthogonalitétsrelation euklidisch und mit der
Anordnung vertraglich.

Sind nimlich a,, a,, by, b, vier konzentrische Geraden mit dem ge-
meinsamen Schnittpunkt O, so trennt (a;, a,) das Paar (b, bs) genam
dann, wenn die Parallelen 3;,b; durch einen Punkt Cea, (C #0) die
Gerade a, in Punkten 4 bzw. B so schneiden, daB O zwischen A und B
liegt (Fig. 5). Da in angeordneten Ebenen y/(0, A, B) nicht gilt, ist
l“o; 4,8;0 = l'a;,ag;bl,bx Fuklidisch.

Wir wenden uns jetzt einem Begriff der Kommensurabilitit und
geiner Beziehung zur Bigenschaft )/ zu.

Fig. 5

In einer Translationebene heiBt das Geradenpaar {a, b} kommen-
surabel in Bezug auf eine Orthogonalititsrelation, wenn & [|b oder wenn
andernfalls dieses Paar eine Mittelgerade besitzt; o heiBt eine Mittelgerade
fiir {a, b}, wenn ¢ durch axb verliuft und wenn es Punkte 4 c¢a, Beb
{4, B # axb) gibt mit F(4B,¢) und Mp(4, B) = ABxc.
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Wie aus der Definition und dem Satz vom Schnittpunkt der Mittel-
genkrechten im Dreieck (%) sofort folgt, ist die Kommensurabilitit eine
Aequivalenzrelation im Bereich der Geraden. Eine Euklidische Ortho-
gonalititsrelation F heilt kommensurabel, wenn simtliche Geradenpaare
?mmmensura,ble in bezug auf b sind. Eine Minkowskische Orthogonal-
itatsrelation heift kommensurabel, wenn alle Paare reguliirer Richtungen
kommensurabel sind. )

Befnerkung. Die kommensurablen Euklidischen Orthogonalititsrelationen sind
genau die zu den Kongruenzrelationen im Sinne Hilberts gehérenden Relationen der
Of'thogm%a]itit. Mit Hilfe des Satzes vom Schnittpunkt der Mittelsenkrechten 1Rt sicﬁ
I?mht zeigen, dva.B zwel regulire Richtungen entweder keine oder genau zwei Mittel-
flchtu"ngt?n begtzeu. Zwei singulire Richtungen sind kommensurabel, besitzen aber
]t?de .ubnge Richtung als Mitielrichtung. Eine singulire und eine regulire Richtun,
mx}d mkommensumbel, wie ein Blick auf die Fig. 2 zeigt: Ist a selbstorthogonal und i
Mittelgeraden fiir {a, ¢}, 8o gehért ¢ notwendig zur zweiten singuliren Richtung.

Mit diesem Erklirungen erhalten wir

; Od()B.OLLAB. 4. In einer angeordneten Hbene ist jede Orthogomalititsrela-
écm,dew ein "Pa,ar o‘rt?wgonaler und zugleich kommensurabler ( reguldrer)
memls 7 ;Tthal;; e:kl@dzsch und mit der Anordnung vertréglich; insbesondere

aiso aort jede kommensurable Orthogonalititsrelation ei ; " /
nung vertragliche euklidische. e it der dnord

3 cngnn is1.; {a, b} kommensurabel und orthogonal, so existiert das Paar

m,; }der Mittelgeraden, das—wie man leicht zeigt — stets orthogonal

s ullllam wegen der. Ano_rdnung der Ebene das Paar {a, b} trennt. Nach
orollar 3 ergibt sich hieraus unmittelbar die Behauptung.

Wir beweisen jetzt den folgenden wichtigen Hilfssaatz

Lemwma. 8ind 0,4, B drei kollineare i
; Punlte, so gilt /(0; A,B) ge-
nau dann, wenn es einen Punkt C ¢ AB ¢ibt, so daf fiir diie ,Ort)hogo-

nalitilsrelation Fq0p.0 d i
-, 4030 468 Geradenpaar {04, OC} eine Miitelgerade

~

Beweis. Wenn ¢/ (0; 4, B) zutrifft i
, t, 80 gibt es Punkte C,D, E
LC=¢ (‘))i, lb)io(% ECeBA), s0 daBl AC || ED und OF || DB (Fig. 6). iﬂs ’sei
mtte]ge;a,de - ,{ ) b— QF, F = OBxDE, G = AC*¢. Wir zeigen, dafl ¢
Scbation . & } m der Orthogonalitiitsrelation Fa50,8,0 i8t. B ist
unkt zweler Hohen des Dreiecks OBD, daher ist 'P(’BD, ¢) und

damit ist ]“(GE, G) Da nach d m EG || Bf

1 . em Desarguesschen Theo ist

GEF(Q ein Pa,ra.]lelogramm, also ist CEx¢ = MIJ(C E;} b B H ’ "
s

(®) Die Mittelsenkrechten

S48 mit 4 — Mp(a, es Dreiecks 4;4,4, sind die Hoéhen des Dreiecks
Punkt. ’

4) (6 #k %§ #£4) und schneiden sich daher in einem
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C L
C
G
- = - a
) A E B
Fig. 6

Sei umgekehrt ¢ Mittelgerade fiir {a, b} in der Orthogonalititsrelation
Fao.m0. Wir setzen a= 04, b= 0C. Dann existiert ein F ea mit
F(OE, ¢) und CB+c¢ = Mp(C, B) (vgl. wieder Fig. 6). Sei D ¢ b so gewihlt,
daB AC|ED und sei G = ACxc. @ ist Schnittpunkt zweier Hohen des
Dreiecks OEC, also F(EG, b) und damit EBG||CB. Da nun CGEF ein Paralle-
logram ist, wobei F = ED=* OB und ¢ durch einen Bekpunkt und durch
den Diagonalschnittpunkt dieses Parallelograms verliuft, geht ¢ auch
dureh F. Die Anwendung des Desarguesschen Theorems liefert dann
sofort CE|DB. Damit ist das Lemma bewiesen.

Die folgenden Theoreme ergeben sich als Folgerungen dieses Lemmas.

TeEoREM 3. In einer Translationebene gilt y(4; B, 0) fiir alle Tripel
verschiedener kollinearer Punkte genaw dann, wenn alle Orthogonalititsrela-
tionen kommensurabel sind.

Beweis. Ist jede Orthogonalititsrelation kommensurabel und ist
(4, B, 0) ein Tripel kollinearer verschiedener Punkte, so folgt aus dem
Hilfssatz sofort y/(4; B, 0).

Zum Beweis der Umkehrung sei - eine gegebene Orthogonalitéts-
relation, @ = OA, b= OC zwei einander schneidende Geraden regulirer
Richtungen, so daB noch F(0A, ACQ), B ea sei so gewlhlt, dass F(CB, b)
(vgl. wieder Fig. 6). Wegen y/(0; 4, B) besitzt dann nach dem Lemma
das vorgegebene Geradenpaar eine Mittelgerade.

CoROLLAR. Bs gibt dann nur dann eine Buklidische Orthogonalitts-
relation, wenn es eine inkommensurable Orthogonalitdisrelation gibt.

TramorEM 4. Wenn fiir je drei kollineare und verschiedene Punkle
hichstens eines der Atribute y(4; B, 0), v(B; 4, 0) und y/(C; A, B) nicht
gilt, so ist jede Buklidische Orthogonalititsrelation kommensurabel und
umgekehrt.

Beweis. Sel I eine Euklidische Orthogonalititsrelation und a und &
swei in O einander schneidende Geraden. Wir zeigen, daB {a, b} eine
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Mittelgerade besitzt. Sei 4 ¢ @ (4 # 0). Das Lot zu a dureh A schneide b
in O (Fig. 6), das Lot zu b durch schneide a in B. Dann ist k= F40,8.0.
Da F Euklidisch ist, gilt nach Theorem 2 nicht v (43 0, B), also gilt gemis
Voraussetzung ' (0; 4, B). Nach dem Lemma besitzt damit {a, b} eine
Mittelgerade.

Sind umgekehrt 0, 4, B kollineare Punkte und gilt y/(4; 0, B) nicht,
5o ist fiir beliebiges O F4;0,p;c Buklidisch. Da diese Relation nach Voraus-
setzung kommensurabel ist, gilt auf Grund des Lemmas offenbar
Y(0; 4, B). Aus Symmetriegriinden gilt auch y/(B; 0,4), womit Theorem
4 bewiesen ist.

Regu par la Rédaction 3. 10. 1967

Periodic homeomorphisms on chainable continua
by
Beverly L. Brechner (New Orleans, La.))

1. Preliminaries.

Tntroduction. In this paper we begin a study of the periodie
homeomorphisms on chainable continua. It is well known that an arc
admits period two homeomorphisms, but does not admit homeomorphisms
of finite order n, n > 2. We will show that this result does not generalize
to chainable continua. We first define regularly chainable continua and
show that every regularly chainable continuum admits a period two
homeomorphism. The arc and pseudo-arc are examples of such continua.
We then use these results to construct a chainable continuum which
admits period four homeomorphisms.

‘We note that in [5] F. B. Jones shows, by & proof similar to the
one in this paper, that the pseudo-arc admits period two homeomorphisms.

Oonvention. Al spaces are separable metric.

Basic definitions. Most of the following definitions are well-
known, but are included for completeness.

DEFINITION 1.1. A homeomorphism k7 e of a continuum X onto
itgelf is called periodic provided that there exists an integer # > 1 such
that %* is the identity. If A" = ¢, but B* = ¢ for 0 < k < m, then h is said
to be of period n or order n.

DErFINITION 1.2. A chain is 2
Us: Ty, Uy ..., Un such that

1) Uin T30 iff i—jl <1,

2) Uin T;#0 iff li—j| <1 and

(3) Us ¢ U; for any pair i, j.
aU* denotes the union of the elements of U. W is a chain from p to ¢ it W
is a chain, p ¢ U;—U,, and ¢ € Un—Un-1. It W: Ty, Uyy -, Un I8 o chain,
then h(U) denotes the chain whose elements are k(Uy), k(Us); -y h(Un)-

DEFINITION 1.3. A chain U is a refinement of the chain ‘U provided
that each element of < is a subset of some element of W. U is called
a dlosed refinement of W iff the closure of each element of U is & subset,
of some element of U.

finite collection of open sets
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