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Berandungen gruppentheoretischer Eigenschaften
von

Reinhold Baer und Annemarie Schlette (Frankfurt a. M.)

Die Betrachtung der ,,Randeigenschaften” in der Theorie der endli-
chen Gruppen wird durch die Untersuchung solcher Gruppen nahegelegt,
die eine gewisse gruppentheoretische Bigenschaft e nicht erfiillen, wihrend
alle ihre echten Untergruppen dies tun. Diese minimalen nicht-e-Gruppen
bilden die kleinste ,,Randklasse” zu der Eigenschaft e. Bxplizite Bestim-
mungen solcher Klassen findet man z.B. bei Rédei [6], [7], [8] fiir Kommu-
tativitdit ind Nilpotenz und bei Baer [2] fiir o- Verstreutheit. Allgemein
heiBle die gruppentheoretische Eigenschaft b ein Rand von e, wenn gilt:

Ist jede echte Untergruppe einer Gruppe @& eine e-Gruppe, so ist G
eine e-Gruppe oder eine b-Gruppe (oder beides).

Ist etwa e eine der Eigenschaften Kommutativitdt, Nilpotenz,
Uberauflosharkeit, o- Verstreutheit, ist weiter b Auflosbarkeit oder Nicht-
Perfektheit, so besagen der Satz von Iwasawa-Rédei-Schmidt und seine
Verallgemeinerungen, daB e von b berandet wird; vgl. auch Baer ([1],
8. 172, Corollary 1) oder Huppert ([4], S. 429, Satz 22).

Von den Réndern werden diejenigen hervorgehoben, die im wesentli-
chen abgeschlossen sind unter der Bildung epimorpher Bilder: Die gruppen-
theoretische Bigensehaft b heillt ein Rand von e im engeren Sinne, wenn
gilt:

Ist eine Gruppe G keine e-Gruppe, wihrend alle ihre echten Unter-
gruppen ¢-Gruppen sind, so ist jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild
von @ eine b-Gruppe.

In den Abschnitten 1 und 2 werden die Rinder (Satz 1.1) und die
Rénder im engeren Sinne (Satz 2.1) charakterisiert.

In den folgenden Abschnitten wird an die Eigenschaft b eine zusitz-
liche Forderung gestellt: b heille einfache Eigenschaft, falls gilt:

Bine Gruppe @ ist dann und nur dann eine b-Gruppe, wenn es we-
nigstens ein einfaches epimorphes Bild von G gibt, das eine b-Gruppe ist.

Dies ist eine Verallgemeinerung von ’Nicht-Perfektheit’ (s.§ 3).
Von den einfachen Tigenschaften ausgehend, gelangt man zu dem
Begriff der b- Auflosbarkeit (§ 4), der mit dem Begriff der Auflosbarkeit
zusammentillt, falls b die Bigenschaft ist, nicht perfekt zu sein.
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Durch diese Zusatzvoraussetzung an die Bigenschaft b kinnen die
Aussagen der Sitze 1.1 und 2.1 verschiirft werden (Sitze 3.2 und 4.5)
und man erhilt Strukturaussagen tber die ,innere” Eigenschalt e
(Sitze 3.3 und 4.6).

Ist b eine einfache Bigenschaft, so ist jede b-auflosbare Gruppe
eine b-Gruppe, aber nicht jede b-Gruppe ist b .mﬂosbar ‘Das fithrt zu
der Eigenschaft b*:

Eine Gruppe ¢ ist genau dann eine b*-Gruppe, wenn jede b-Unter-
gruppe von @ eine b-auflosbare Grruppe ist.

Nach Definition ist b ein Rand von b*

Satz 5.2 gibt eine Charakterisierung der minimalen nicht -b*- Gruppen.
Diese fithrt zu Satz 5.3: Ist Db-Auflosbarkeit eine (untergruppen-
vererbliche) n-Eigenschaft, so ist b* eine (n-+1)-Bigenschaft. Falls die
Vermutung von Burnside richtig ist, daB sich jede einfache Gruppe von
2 Elementen erzeugen 1iBt, dann ist b-Auflosbarkeit fiir jede einfache
Bigenschaft b eine 2-Eigenschaft (Zusatz 5.4). Ist b-Auflosbarkeit eine
1-Eigenschaft, so kann b* eine 1- oder eine-2-Eigenschaft sein (Bemer-
kung 5.5, (A)). Es bleibt offen, ob b* eine 3- oder eine 2-Rigenschaft ist,
wenn b-Auflosbarkeit eine 2-Eigenschaft ist (Bemerkung 5.5, (B)).

§ 6 beschiftigt sich mit der Berandung von ,Rrweiterungseigen-
schaften” ef: Eine Gruppe ist eine ef-Gruppe, wenn sie einen e-Normal-
teiler mit §-Faktorgruppe besitzt. s werden Kriterien dafiir angegeben,
daB ef von b berandet wird, falls e von b berandet wird (Sitze 6.2 und 6.3).

Bezeichnungen. Eine gruppentheoretische Eigenschaft o bestimme
eindeutig eine Unterklasse der Klasse aller endlichen Gruppen. Mit q
werde daher sowohl die Eigenschaft als auch die durch sie bestimmte
Gruppenklasse bezeichnet. Es werden nur mnichttriviale Eigenschaften
betrachtet, dh. solche, fur die die zugehorlgen Grruppenklmssen nicht
leer sind. ‘

Sind x und v gruppentheoretische Eigenschaften, 1st ]ede x-Gruppe
eine n-Grupre, so schreiben wir x C1.

i~ (bzw. x v 1) sei die Klasse all der Grruppen, dle in x und (bzw.
oder) in 1 enthalten sind.

Alle betrachteten Gruppen sind endlich.

i

1. Randeigenschalten. e und b seien (mchttnwa,le) gruppen-
theoretische Bigenschaften, und die 1 sei eme e- Grruppe Dann ist b ein
Rand von ¢ (oder: e wird von b belandet) falls ‘gilt:

() Ist jede echte Umergmppe einer, Gruppe G eine e-Gruppe, so ist G
eine e-Gruppe oder eine b-Gruppe (oder beides),

Bezeichnet ey (C e) die Klasse all der Gruppen, deren sdmtliche
Untergruppen e-Gruppen sind, so 1s.t.;eU, weil die 1 eine e-Gruppe ist,
eine nichttriviale untergruppenvererbliche Eigenschaft und aus (). folgt:

©
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Genau dann wird e von b berandet, wenn ey von b berandet wird.

Bei der Betrachtung der (') erfiillenden Eigenschaftenpaare ¢, b kann
man sich - also- 0.B.d.A. auf untergruppenvererbliche Eigenseliaften e
beschrinken. Uber b wird zunfichst nichts weiter vorausgesetzt. Hiufig
wird noch mnieht einmal die 1 eine b-Gruppe sein. -

SATz 1.1. Ist € untergruppenvererblich, so sind dze folgewden Aussaqen
tiber das Eigenschaftenpaar e, b dquivalent:

(1) b ist ein Rand von e.

(2) Ist jede b- Untargmppe “einer Gruppé @, von deren mazimalen
Normalteilern wemgstens emer eine ‘e- Gmppe ist, sélbst eime e-Gruppe,
80 st auch @ eine' e- Gruppe. ) )

(8) Ist jede b- Untergruppe einer G}upj)e @G, deren ‘mazimale Normal-
teiler simitlich die Ezgenschuﬂ e haben, selbst eine e-Gruppe, so ist aueh G
eine e- Gruppe.

(4) Eine Gruppe G ist (dimn wnd nur dann) eine e-Gruppe, wenn
jede b- Untergruppe von G eine e-Gruppe ist. '

(8) Bs gibt eine Higenschaft f, so daff G dann und nur dann eine
e-Gruppe ist, wenn jede b- Untergruppe von G eine - Gruppe ist.

Beweis. Angenommen, es gebe ein Eigenschaftenpaar e, b (mit 1 € e),
das die Bedingung (1) erfiillt, aber (2) nicht erfiillt. Dann gibt es eine
Gruppe @, die keine e¢-Gruppe ist, aber folgender Bedingung geniigt:

(+) Jede b- Untergruppe von @, die wenigstens einen maximalen
Normalteiler besitzt, der die Eigenschaft ‘e hat, ist eine e- Gruppe.

Unter den Untergruppen von &, die' keine e-Gruppen sind, gibt es
eine K kleinster Ordnung. Jede echte Untergruppe von K ist dann eine
¢-Gruppe und K wegen (1) eine b Gruppe..Da die 1 eine e-Gruppe ist,
ist K = 1 und besitzt also einen maximalen Normalteiler, der als echte
Untergruppe eine e-Gruppe ist. Das ist ein Wlderspruch zu (+). Also
folgt (2) aus (1). )

.. Die Aussage (3) ist in (2) und (4) in 3) enthalten

(5) folgt aus (4) mit f=e und der Unterwruppenvererbhchkelt
von e.

Gilt (5), isb Jede echte Untergruppe von G’ eine e- Gruppe und G. keme
b-Gruppe, so, ist jede b-Untergruppe U von G Verschleden, also eine
¢-Gruppe. Anwendung von (5) — auf U——-zelgt daB U eine f-Gruppe
ist. Alsg ist, jede b-Untergruppe, von G eine f-Gmuppe, und @ wegen (5)
eine e- Grruppe Daher ist b ein Rand von e und es gilt (1).

Damit 1st Satz 1.1 bewiesen.

Dlskubswn 1.2, Ist ]ede echt.e Untergruppe emer Grruppe G abelsch
so folgt aus dem Satz von Iwasawa-Schmids, daB @ a.uﬂosbar ist. Also
ist *auflosbar’ ein Rand vonabelsch’, und’ aus ‘Satz 1.1, (2) folgt

1*
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(A) Die Gruppe @ ist abelsch, wenn alle auflosbaren Untergruppen
von G mit einem abelschen, mazimalen Normalieiler abelsch sind.

Ist in G der Normalisator jeder abelschen Untergruppe gleich deren
Zentralisator, so gilt die Bedingung von (A): Wire nimlich eine auflisbare
Untergruppe U von @ mit abelschem, maximalem Normalteiler M nicht
abelsch, so wire M gleich dem Zentrum von U und U hiitte eine zyklische
Zentrumsfaktorgruppe. Aber solche Gruppen sind abelsech. Daher gilt:

(B) Die Gruppe G ist abelsch, wenn der Normalisator jeder abelschen
Untergruppe von G gleich deren Zentralisator ist.

Dies ist ein Kommutativititskriterinm von Zassenhaus (s. [12],
p. 61, Theorem 7). Umgekehrt folgt aus dem Kommuta,tivitﬁ,’u..;skriterium
von Zassenhaus die Behauptung (A). Folglich beinhaltet die Aquivalenz
von (1) und (2) von Satz 1.1 die Aquivalenz der Sitze von Iwasawa-
Sehmidt (in der sehwachen Form) und von Zassenhaus.

LeMMA 1.3. 5,9, b, c seien gruppentheoretische Higenschafien.

(a) Wird x von b berandet, so wird jede Higenschaft v mit vy C x und
1ey von xv b berandet.

(b) Wird x von b berandet, so wird x von jeder Higenschaft ¢ mit b C ¢
berandet. .

(6) Mit b und ¢ ist auch b ~c ein Band von x.

Beweis. (a): Sei G keine 1-Gruppe, wihrend jede echte Untergruppe
von @ eine y-Gruppe ist. Wegen 1 C x ist dann jede echte Untergruppe
von & eine %-Gruppe, und da x von b berandet wird, ist nach Definition ¢
eine x-Gruppe oder eine b-Gruppe.

(b) und (c) folgen sofort aus der Definition ().

2. Réinder im engeren Sinne. ¢ und b seien wieder (nichttri-
viale) Bigenschaften und die 1 sei eine e-Gruppe. Dann hei3t b ein Rand
von ¢ im engeren Sinne, wenn gilt:

(""y Ist eine Gruppe G keine e- Gruppe, wihrend alle ihre echten Unter-
gruppen e-Gruppen sind, so ist jedes vom 1 verschiedene epimorphe Bild
von G eine b-Gruppe.

Bigenschaftenpaare e, b, die (") erfilllen, erfiillen auch (') Definiert
man. ey wie in Abschnitt 1, so folgt aus ("'):

Genau dann wird e von b im engeren Sinne berandet, wenn ey von b
im engeren Sinne berandet wird.

Also kann man sich auch hier 0.B.d.A. auf untergruppenvererbliche
Eigenschaften e beschrinken.

Sarz 2.1. Ist e untergruppenvererblich, so sind die folgendén Eigen-
schaften des Eigenschaftenpaares e, b dquivalent:

(1) e wird von b im engeren Sinne berandet.
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(2) Ist in einer Gruppe G jede Untergruppe, deren von 1 verschiedene
epimorphe Bilder simtlich b-Gruppen sind, eine ¢-Gruppe, so ist G eine
e-Gruppe.

(3) Ewistiert ein e- Normalteiler N von G derart, daf jede N enthaltende
Untergruppe U von G mit b-Faktorgruppe U/N eine ¢-Gruppe ist, so ist G
eine e-Gruppe.

Beweis. Es gelte (1). Angenommen, hieraus folge (2) nicht. Dann

gibt es ein (1) erfiillendes Eigenschaftenpaar ¢,b und eine Gruppe G
derart, daB G keine e-Gruppe ist und daB gilt:

(+) Jede Untergruppe won @, deren wvon 1 verschiedene epimorphe
Bilder sdmilich b-Qruppen sind, ist eine e-Gruppe.

Unter den Untergruppen von @, die keine e-Gruppen sind, gibb
es eine K kleinster Ordnung. Dann ist jede echte Untergruppe von K
eine e-Gruppe, und wegen (1) ist jedes von 1 verschiedene epimorphe
Bild von K eine b-Gruppe. Also folgt wegen (), daB K doch eine e- Gruppe
ist. Dieser Widerspruch zeigt, daf (2) aus (1) folgt.

Es gelte (2) und @ sei eine Gruppe mit

(+-) Es gibt einen e- Normalteiler N von G derart, daf jede N ent-
haltende Untergruppe X von G mit b-Faktorgruppe X[ N eine e-Gruppe ist.

U sei eine Untergruppe von @, deren simtliche von 1 verschiedenen
epimorphen Bilder b-Gruppen sind. Zu zeigen ist U ¢ e: Fiir U C N folgt
U e e wegen der Untergruppenvererblichkeit von e. Fir U g; N ist

UN|N ~ U[(U ~ N)

als von 1 verschiedenes epimorphes Bild von U eine b-Gruppe. (4 4) lie-
fert UN e e und hieraus folgt U ee. Bedingung (2) zeigt jetzt, daBl @
eine e-Gruppe ist und damit ist bewiesen, daB (3) aus (2) folgt.

Es gelte (3) und @ sei eine Gruppe, die keine e-Gruppe ist, deren
echte Untergruppen aber e-Gruppen sind. Ein Normalteiler N # @
von @ ist dann eine e-Gruppe. Wire G/N keine b-Gruppe, so wire jede N
enthaltende Untergruppe U von @ mit b-Faktorgruppe U/N als echte
Untergruppe von @ eine ¢-Gruppe und aus (3) folgte, da @, im Wider-
spruch zur Annahme, eine e-Gruppe wire. Also ist G/ eine b-Gruppe
und Satz 2.1 ist bewiesen.

SATz 2.2. Dann und nur dann wird jede von b berandete Eigenschaft
von b im engeren Sinne berandet, wenn alle von 1 verschiedenen epimorphen
Bilder einer jeden b-Gruppe ebenfalls b-Gruppen sind.

Beweis. Ist b ein Rand von e und vererbt sich b auf epimorphe
Bilder = 1, so gilt — wegen Satz 1.1, (1) — Bedingung (1) von Satz 2.1.
Also ist dann b ein Rand von ¢ im engeren Sinne.
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Angenommen, es gibt eine b-Gruppe @, von deren von 1 verschie-
denen, epimorphen Bildern wenigstens eines keine b-Gruppe ist. By sel a
die Eigenschaft, einer echten Untergruppe von G isomorph zu sein, und
eine Gruppe X sei genau dann eine ¢-Gruppe, wenn gilt: Jede b-Unter-
gruppe von X ist eine a-Gruppe. Nach Satz 1.1 ist dann b ein Rand von e.
Da @ keine a-Gruppe, aber eine b-Gruppe ist, ist @ keine e-Gruppe,
aber jede echte Untergruppe von & ist eine e-Gruppe. Bs gibt aber von 1
verschiedene epimorphe Bilder von @, die keine b-Gruppen sind, so dab e
von b wegen Satz 2.1, (1,2) nieht im engeren Sinne berandet wird.

Damit ist Satz 2.2 bewiesen.

3. Einfache Riinder. Bine einfoche Gruppe ist eine Gruppe
E + 1, deren einzige Normalteiler 1 und I sind. Die gruppentheoretische
Tigenschaft b moge einfach heifien, wenn sie folgende Bedingung erfiillt:

Die Gruppe G ist dann und nur dann eine b-Gruppe, wenn 6s wenig-
stens ein einfaches. epimorphes Bild von G gibt, das eine b- Gruppe ist.

Fiir eine einfache Bigenschaft b sind dann alle b-Gruppen von 1 ver-
schieden und die Klasse aller 5-Gruppen ist durch Vorgabe der einfachen
b-Gruppen bestimmt. ' o

Sind zum Beispiel .die einfachen b-Gruppen genau die zyklischen
Gruppen von Primzahlordnung, so ist b die Rigenschaft, nicht perfekt
z11 sein (eine Gruppe @ heilit nicht perfekt, wenn die Kommutatorgruppe @
von @ verschieden ist). Ist eine Gruppe G # 1 nicht perfekt, so kann &
einfache epimorphe Bilder besitzen, die perfekt sind, z.B., wenn & dus
direkte Produkt ¢ = A® B einer einfachen, nicht-abelschen Gruppe A
und einer auflosbaren Gruppe B 1 ist.

(8.1) Ist b eine einfache Bigenschaft, so gilt:

(a) Ist G|M eine b-Gruppe, so auch G.
(b) Direkte Produkte von b-Gruppen sind b-Gruppen.
(¢) Aquivalent sind: D
(i) b vererbt sich auf Untergruppen # 1;
(ii) b vererbt sich auf epimorphe Bilder # 1;.
(iii) Alle einfachen Gruppen sind b-Gruppen;
L (iv) Alle Gruppen # 1 sind b-Gruppen. '

Beweis. Ist G/M eine b-Gruppe, 80 gibt es einen Normalteiler N/ M
von (/M mit einfacher b-Faktorgruppe (G/N)/(N/M) == G/N, und nach
Definition ist dann aunch G eine b-Gruppe. Also gilt (a). !

(b) ist ein Spezialfall von (a).

{e): Die Aquivalenz von (iii) und (iv) ist klar, und natiirlich folgen (i)
und (ii) aus (iv). Angenommen, (iii) folgt nicht aus (i) oder (ii). Dann gibt
es eine einfache Gruppe A, die keine b-Gruppe ist. Da b nicht, trivial ist,
gibt es eine einfache b-Gruppe B und nach Definition ist A® B eine
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b-Gruppe. Sowohl aus (i) als auch aus (ii). folgt nun -der Widerspruch,
daB A eine b-Gruppe ist. Damit ist (¢) gezeigt und (3.1) bewiesen. -

Satz 3:2. Ist b einfach wnd e untergruppenvererblich, so sind die
olgenden Higenschaften des Paares e, b dquivalent: '

(1) b ist ein Rand von e.

(2) Ist jede Untergruppe U von G mit e- Normalieiler V und einfacher
b-Faktorgruppe UV eine ¢-Gruppe, so ist G selbst eine e-Gruppe.

(3) Ist jede Untergiuppe U von @, von deren einfachen epimorphen
Bildern wenigstens eines eine b-Gruppe ist, eine e-Gruppe, so ist G selbst
eine e-Gruppe. :

Beweis. Wiirde (2) nicht aus (1) folgen, so ghbe es eine Gruppe G
minimaler Ordnung mit folgenden Eigenschaften: ’ '

(a) @ ist keine e-Gruppe.

(b) Jede Untergruppe U von G mit e-Normalteiler V und einfacher
b-Faktorgruppe U|V ist eine e- Grappe. ‘ o

Da jede echte Untergruppe von G ebenfalls (b) erfiillt, folgt aus der
Minimalitit von @: ‘

(¢) Behte Untergruppen von G sind e-Gruppen.

Da e wegen (1) von b berandet wird, ergibt Kombination von (a)
und (¢) mit Satz 1.1, daB @ eine b-Gruppe ist. Aus der Einfachheit von b
folgt die Existenz eines Normalteilers N von G mit einfacher b-Faltor-
gruppe G/N. Wegen (c) ist N eine e-Gruppe. Also folgt aus (b), daB &,
im Widerspruch zu (a), eine e-Gruppe ist. Dh. (2) folgt aus (1).

(3) folgt als schwiichere Aussage aus (2).

Da b einfach ist, liefert (3) die Bedingung (4) von Satz 1.1. Also
ist b ein Rand von e. .

Damit ist Satz 3.2 bewiesen. )

Ist b die einfache Bigenschaft, nicht perfekt zu sein, so erhalt man
aus Satz 3.2: ‘

SaTz 3.3. Die folgenden WFigenschaften der untergruppenvererblichen
FRigenschaft e sind dquivalent: .

(1) Ist @ keine e-Gruppe, aber jede echte Uniergruppe von. G eine
¢- Gruppe, so ist wenigstens eine maximale Untergruppe von G ein Normal-
teiler von G. : ) .

(2) @ ist eine e- Gruppe, wenn {U, z} fir jede e- Untergruppe U von @
und jedes U mormalisierende Element © aus G eine e-Gruppe ist.

(3). G ist eine e- Gruppe, wenn alle nichiperfekten Untergruppen von G
schon e-Gruppen sind. ) ‘

Bemerkung 3.4. Wegen Bedingung (2) von Satz 3.3. erfiillen z.B.
alle 1-Eigenschaften (wie ,,p-Gruppe sein” oder ,vom Exponenten #
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sein” usw. — Definition siehe Seite 15) die fquivalenten Bedingungen
des Satzes.

Weiter geniigt die Bigenschaft “Gruppe mit abelschen Sylowunter-
gruppen sein’’ den Bedingungen.

Tiir e = "kommutativ sein’ liefert der Satz von Zassenhans die Giiltig-
Kkeit von [1] und fiix e = *Nilpotenz’ liefert der Satz von I'wasawa-Schmidt
die Giiltigkeit von [3]; siehe auch Diskussion 1.2.

Die Bigenschaft, auflésbar zu sein, geniigt nicht der Bedingung (1),
wie die sog. minimalen einfachen Gruppen zeigen.

ZUSATZ 3.5. Geniigt e den dquivalenten Bedingungen von Salz 3.3,
ist jede e-Gruppe auflosbar, so gilt: Ist jede echie Uniergruppe von @ eine
e-Gruppe, so ist G auflosbar.

Beweis. Ist jede echte Untergruppe von G eine e-Gruppe, so ist
entweder @ selbst eine e-Gruppe, also auflssbar, oder es folgt aus
Satz 3.3, (1) die Existenz einer maximalen Untergruppe M von @, die
gleichzeitig Normalteiler ist. Dann ist M eine e-Gruppe, also auflosbar,

und G/M ist zyklisch von Primzahlordnung, sodaf auch @ auflosbar ist. ’

4. b=Auflésbarkeit. In diesem Abschnitt sei b stets eine einfache
Higenschaft.

Fiir jede Gruppe G sei G® der Durchschnitt aller Normalteiler X
von G mit einfacher b-Faktorgruppe G/X. Diese ’b- Ableitung’ G° von G
ist eine charakteristische Untergruppe von @. Weiter ist dann und nur
dann G = @® (in Worten: @ ist b-perfekt), wenn G keine b-Gruppe ist.

Die hoheren Ableitungen G¥” von G werden induktiv durch die
Regel

G = Gb(a) , Gb(a’ﬂ) — (Gb("))h
definiert. Das durch 6% = ¥ gekennzeichnete SchluBglied der
b-Ableitungsreihe von @ werde mit G bezeichnet, und die Gruppe &
heiBe b-auflosbar, wenn 68 = 1, dh. also, wenn fast alle b- Ableitungen
von G gleich 1 sind.
~ Jede b-auflosbare Gruppe = 1 ist eine b-Gruppe, aber nicht jede
b-Gruppe ist b-auflosbar. Einfache b-Gruppen sind stets b-auflogbar.

Aus dem Satz von Jordan-Holder folgt:

(4.1) Die Gruppe G ist dann und nur dann b-auflosbar, wenn alle
ihre Kompositionsfaktoren einfache b-Gruppen sind.

Aus (4.1) folgt:

(4.2) Stets ist GG eined - auflosbare und G eine b-perfekte Gruppe.

b- Auflosbarkeit vererbt sich auf Normalteiler, auf epimorphe Bilder

und auf Erweiterungen, aber i.a. nicht auf Untergruppen, wie das folgende
Resultat zeigt:

icm°®
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LemMMa 4.3. Dann und nwr dann vererbt sich b- Auflosbarkeit awf
Untergruppen, wenn einfache Faktoren einfacher b-Gruppen b-Gruppen sind.

Hierbei werde unter einem Faktor der Gruppe @ irgendein epimorphes
Bild irgendeiner Untergruppe von G verstanden.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar, weil b-auf-
loshare Gruppen = 1 stets b-Gruppen sind.

Seien umgekehrt einfache Faktoren einfacher b-Gruppen wieder
b-Gruppen. Angenommen, hieraus folge nicht, daB sich b - Auflosbarkeit
auf Untergruppen vererbt. Dann gibt es unter den b-auflésbaren Gruppen,
deren Untergruppen nicht alle b-auflosbar sind, eine Gruppe ¢ kleinster
Ordnung. Wiren die von 1 verschiedenen Untergruppen von G alle
b-Gruppen, so wiren sie alle b-auflésbar, entgegen der Wahl von G.
Fir @ gilt also:

(a) G ist b-aufloshar;

(b) Bs gibt eine Untergruppe U von G, die keine b-Gruppe ist.

Mit @ ist jedes seiner epimorphen Bilder b-auflosbar. Gébe es einen
Normalteiler N von G mit 1 # N # @, so wire die Ordnung von G/N
echt kleiner als die von G und wegen der minimalen Wahl von G wiren
die Untergruppen von G/N alle b-auflosbar. Also wire auch

U/(N ~U)~NU/NC GIN

b-auflosbar und hieraus folgte U eb. Das widerspricht (b) und zeigt

(e) @ ist einfach.

Ist schlieBlich N ein maximaler Normalteiler von U, so ist U/N
als einfacher Faktor der einfachen b-Gruppe & nach Voraussetzung eine
b-Gruppe. Aus der Einfachheit von b folgt U e b, und dieser Widerspruch
zeigt die Giltigkeit von Lemma 4.3.

Sarz 4.4. Ist b eine einfache Eigenschaft und e eine untergruppenverer-
bliche Bigenschaft b- auflosbarer Gruppen, so sind die folgenden Eigenschaften
von e, b dgquivalent:

(1) b ist ein Rand von e im engeren Sinne.

(2) b ist ein Rand von e.

(3) Ist eine Gruppe G keine ¢ - Gruppe, wihrend jede ihrer echien Unter-
gruppen eine ¢-Gruppe ist, so ist G eine b-auflosbare Gruppe.

Beweis. DaB (2) aus (1) folgt, ist klar.

Gilt (2), ist @ keine e-Gruppe, wihrend jede echte Untergruppe
von G eine e-Gruppe ist, so ist &, wegen Satz 1.1 eine b-Gruppe. Aus
der Einfachheit von b folgt die Existenz eines Normalteilers N von @
mit einfacher b-Faktorgruppe G/N. Dann ist N eine echte Untergruppe
von @, also eine e-Gruppe und insbesendere b-auflosbar. Als Erwei-
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terung der b-auflosbaren Gruppe N durch die b-auflosbare Gruppe G/N
ist. dann @ eine b-auflosbare Gruppe. Also ist (3) eine Folge von (2).

SchlieBlich gelte (3). Da jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild
einer b-auflosbaren Gruppe b-auflosbar und also eine b-Gruppe ist,
folgt Bedingung (1) von Satz 2.1 aus (3), dh. (3) impliziert (1).

Damit ist Satz 4.4 bewiesen.

Satz 4.5. Ist b eine einfache Eigenschaft und e untm gruppeawm erblich,
so sind die folgenden Eigenschaften von e, b dquivalent:

(1) b ist ein Rand, von e im engeren Sinn.

(2) Ist jede echte Untergruppe von G eine e-Gruppe, gibt es einen
¢- Normalteiler N von G mit G = NG¥, so ist G eine e-Gruppe. .

(3) Ist jede Untergruppe von @, deren einfache epimorphe Bilder
simtlich b-Gruppen sind, eine ¢-Gruppe, so ist @ eine e-Gruppe.

Beweis. (1)—(2): Jede echte Untergruppe von @ sei eine e:Grllppe,
und es gebe einen e-Normalteiler N von @ mit G = N G,

Ist erstens G = N, so ist G eine-e-Gruppe. Ist zweitens @ = G¥
0 ist @ —nach (4.2) — eine b-perfekte Gruppe, also keine b-Gruppe.
Da b, wegen (1), ein Rand von e ist, ist ¢ auch in diefem TFalle eine
¢-Gruppe.

Sei schlieBlich @ # N und @ % ™. Dann ist

(o0)
i

1# GIN o= 6N A 6.

Mit G** ist anch jedes seiner epimorphen Bilder b-perfekt. Also gibt
es von 1 verschiedene epimorphe Bilder von @, die keine b-Gruppen sind.
Wegen (1) ist b ein Rand von e im engeren Sinne; daher zeigt Satz 2.1,
dafl @ eine e-Gruppe ist. .
(2)—(3): Angenommen, es gebe ein Bigenschaftenpaar e, b, das (2),
aper nicht (3) erfillt. Dann gibt es eine Gruppe G minimaler Ordnung mit
(i) G ist keine e-Gruppe, ‘
(ii) jede Untergruppe von G, deren einfache epimorphe Bilder similich
b-Gruppen sind, ist eine e- Gruppe.
Bedingung (ii) vererbt sich auf Untergruppen, daher folgh aus der
minimalen Wahl von &: )
(ili) Hohte Untergruppen von G sind e-Gprml.
Wére G eine b-perfekte Gruppe o wire ¢ = 1- G mit dem e-Nor-
ma‘l’c.eller 1 von & und wegen (2) wire @ eine e-Gruppe, im Widerspruch
u (i). Daher ist @ nicht b-perfekt und es gilt
(iv) @ ist eine b-Gruppe. )
Wegen (i) und (ii)-gibt es ein emf{xcheq epimorphes ‘Bild G/M von @,
das keine b-Gruppe ist, und dieses. ist nach (iv) von G verschieden. M ist
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als maximaler Normalteiler von G echt in @ enthalten, wegen (iii) also
eine e-Gruppe. Wire G C M, so wirde aus der b-Auflosbarkeit
von @Y —giehe (4.2) —folgen, daB G/M eine b-Gruppe ist. Aus
diesema Widerspruch und der Maximalitit von M folgt G = MGEF,
und (2) zeigt, dafl @ eine e-Gruppe ist. Dies ist ein Widerspruch zu (i)
und daher ist (3) eine Folge von (2).

(3) = (1): Sei G keine e-Gruppe aber jede echte Untergruppe von @
sei eine e-Gruppe. Sei M ein maximaler Normalteiler von G. Als echte
Untergruppe von @ ist M eine e-Gruppe. Ware G/M keine b-Gruppe,
so wire G wegen (3) eine e-Gruppe. Also ist jedes einfache, und wegen
(8.1, a) jedes epimorphe Bild s 1 von G eine b-Gruppe und (1) folgt
aus (3). Damit ist Satz 4.5 bewiesen.

Ist b die einfache Eigenschaft, nicht perfekf zu sein, so erhilt man
aus Satz 4.5:

SATZ 4.6. Die folgenden Eigenschaften der wuntergruppenvererblichen
Eigenschaft e sind dquivalent:

(1) Ist @ keine e-Gruppe, aber jede echte Untergruppe von G eine
e-Gruppe, so ist jedes einfache epimorphe Bild von G abelsch.

(2) Ist jede echte Untergruppe non G eine e-Gruppe, gibt es einen
¢- Normalteiler B von G mit G = EG™, s0 ist' @ eine e-Gruppe.

(3) Ist jede Untergruppe won G, deren einfache epimorphe Bilder abelsch
sind, eine e-Gruppe, so ist G eine e-Gruppe.

Bezeichnung. G ist fir G gesetzt, wenn b die Bigenschaft,
nicht perfekt zu sein, ist. Dann ist ¥ —='1 genau dann, wenn @ auf-
1osbar ist. ‘

Bemerkung 4.7. Jede REigenschaft, die die Bedingungen von
Satz 4.6 (Satz 4.5) erfiillt, erfillt auch die Bedingungen von Satz 3.3
(Satz 3.2).

Wegen Satz 4.4 gilt: Geniigt ¢ den Bedingungen von Satz 3.3 (Satz 3.2)
und ist jede e-Gruppe b-auflosbar, so erfillt e auch die Bedingungen
von Satz 4.6 (Satz 4.5).

Zusatz 4.8. Ist e untergruppen- wnd epimorphismenvererblich und b
einfach, so sind die folgenden Bigenschaften von e, b dquivalent:

(1) e wird von b im engeren Sinne ber andet.

(@) (a) Ist N ein e- Normalteiler von G mil e-Faktorgr uppe GIN, ist
jede N enthaltende Untergruppe U won G mit b- Foktorgruppe UIN eine
e- G?uppe so ist G eine e-Gruppe.

b) Binfache Gruppen, deréen echie Unte;gmppen e- Gruppen sind,
sind e- Gmppen oder b-Gruppen.
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(3) (a) Ist N ein e- Normaliciler von G, ist G/N eine einfache b-per-
fekte ¢-Gruppe, sind alle echten Untergruppen von @ cbenfalls e-Gruppen,
so ist G eine e-Gruppe.

(b) Einfache Gruppen, deven echte Untergruppen e-Gruppen sind,
sind e-Gruppen oder b-Gruppen.

Bemerkung. Gibt es keine einfachen b-perfekten e-Gruppen —
z.B. wenn alle e-Gruppen b-auflésbar sind —so ist (3.a) leer erfiillt,
kann fortgelassen werden.

Beweis. Wenn (1) gilt, ist (2.a) ein Speszialfall von Satz 2.1, (3)
und (2.b) ein Spezialfall von (1). Also folgt (2) aus (1).

s gelte (2). Sei N ein e-Normalteiler von G mit einfacher b-per-
fekter e-Faktorgruppe G/N und jede echte Untergruppe von & sei eine
¢-Gruppe. Ist dann U eine Untergruppe von @ mit N C U und b-Faktor-
gruppe U/N, so muB U/N echt in G/N, und folglich U echt in & enthalten
sein. Es folgt, daB U eine e-Untergruppe von ¢ ist. Anwendung von (2.x)
zeigh, daB G eine e-Gruppe ist. Also gilt (3.a) und da die Aussagen (3.h)
und (2.b) identisch sind, ist (3) eine Folge von (2).

SchlieBlich gelte (3). Die Gruppe G sei keine e-Gruppe, aber jede
echte Untergruppe von @ sei eine e-Gruppe. Wire nicht jedes von 1
verschiedene epimorphe Bild von & eine b-Gruppe, so gibe es einen
maximalen Normalteiler M von & mit einfacher Faktorgruppe G/M,
die keine b-Gruppe ist, da ja b einfach ist. Da epimorphe Bilder von
e-Gruppen wieder e- Gruppen sind, und da jede echte Untergruppe von &
eine e¢-Gruppe ist, ist jede echte Untergruppe von G/M eine e-Gruppe.
Anwendung von (3.b) zeigt, daB G/M eine e-Gruppe, also eine einfache
b-perfekte e-Gruppe ist. Wegen M C @ ist M ein e-Normalteiler. (3.a)
zeigh, daf @ eine e-Gruppe ist. Aus diesem Widerspruch folgt, daB jedes
von 1 verschiedene epimorphe Bild von G eine b-Gruppe ist. Also gilt
Satz 2.1, (1) und hieraus folgt (1). :

Damit ist Zusatz 4.8 bewiesen.

Satz 4.5, (2.b) legt die Frage nahe, wann Produkte von e-Normal-
teilern wieder e-Normalteiler sind. Im allgemeinen kann man dies nicht
erwarten: Produkte abelscher Normalteiler brauchen nicht abelsch zu sein.

HivrssaTz 4.9. Ist b eine einfache Higenschaft, so sind Produkte
b-perfekter Normalteiler wieder b-perfekt.

Beweis. Sei P=QR das Produkt seiner b-perfekten Normaltei-
ler @ und R. BEin maximaler Normalteiler M von P kann nicht gleich-

zeitig @ und R enthalten; 0.B.d.A. sei @ ¢_ M. Dann folgt P = QM aus
der Maximalitit von M. Also ist

PIM = Q(Q ~ M).
Mit P/M ist auch Q/(Q ~ M) einfach und aus der b-Perfektheit von @
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folgt, daB P/M keine b-Gruppe ist. Dies zeigt die b-Perfektheit von P
und beweist Hilfssatz 4.9.

SATZ 4.10. Ist b eine einfache Higenschaft und e untergruppenvererblich,
so sind die folgenden Eigenschaften von e, b dquivalent:

(1) (a) e wird von b berandel;

(b) Produkte von (zwei) e- Normalteilern sind e- Gruppen.

(2) (a) e wird von b im engeren Sinne berandet;

(b) Ist @ = AB das Produkt zweier e- Normalteiler A und B von G,
ist A oder B micht b-perfekt, so ist G eine e-Gruppe.

Beweis. Es gelte (1). Die Bedingung (2.b) folgt aus (1.b). Weiter
sei jede echte Untergruppe von @ eine e-Gruppe, und N sei ein e-Normal-
teiler von @ mit @ = NG, Ist G eine b-Gruppe, so ist G als echte
Untergruppe ein e-Normalteiler von G und mit (1.b) folgt, daBl G eine
¢- Gruppe ist. Ist & keine b- Gruppe, so folgt aus (1.a), daBl & eine ¢-Gruppe
ist. Dies zeigt die Gilltigkeit der Bedingung (2) von Satz 4.5 und damit
gilt die gegenwirtige Bedingung (2.a2). Also folgt (2) aus 1).

Umgekehrt gelte (2). Dann ist (1.a) eine Abschwichung von (2.a).
Sei @ = AB das Produkt zweier e-Normalteiler A und B von G. Ist 4
oder B nicht b-perfekt, so folgt aus (2.b), daB & eine e-Gruppe ist. Daher
seien im folgenden 4 und B beide b-perfekt. Wegen Hilfssatz 4.9 ist dann
auch G eine b-perfekte Gruppe. Sei U eine Untergruppe von & mit
b-Faktorgruppe U/A. Dann folgt aus der Einfachheit von b die Existenz
eines einfachen epimorphen Bildes von U/4 und U, das eine b-Gruppe
ist. Also ist U nicht b-perfekt. Aus A C U C AB = @ und dem Dedekind-
schen Modulsatz folgt U= A4(B ~ U). Wire B U eine b-perfekte
Gruppe, so folgte aus der b-Perfektheit von A und Hilfssatz 4.9 die b-Per-
fektheit von U. Dies widerspricht der Wahl von U. Also ist der Nor-
malteiler B~ U von U nicht b-perfekt. Er ist eine e-Gruppe als
Untergruppe von B, und Anwendung von (2.b) zeigh, da U eine
¢-Gruppe ist. Wegen (2.a) kann Satz 2.1, (3) angewandt werden: G ist
eine ¢-Gruppe, und es gilt (1.b).

Damit ist Satz 4.10 bewiesen.

5. Grupper mit b-auflésbaren b-Untergruppen.

Sarz 5.1. Die folgenden Bigenschaften der einfachen Eigenschaft b sind
dquivalent:

(1) Jede [einfache] Gruppe ist eine b-Gruppe.

(2) Jede Gruppe ist b-auflosbar.

(8) Jede b-Gruppe ist b-auflosbar.

(4) b- Auflosbarkeit wird von b berandet.

Vgl. auch (3.1), (c).
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Beweis. Bs ist klar, daB (2) aus (1) und (3) aus (2) 'folgt.. :
Angenommen, (1) folge nicht aus (3). Dann gibt es.eine [einfache]
Gruppe A, die keine b-Gruppe ist. Ist B eine b-Gruppe, so ist das direkte
Produkt A@B eine b-Gruppe und wegen (3) b-auflosbar. Als Normal-
teiler von A® B ist A anch b-anflosbar. Also ist A eine b- Gruppe, und
dieser Wlderspluch zeigt, daB (1) aus (3) folgt.

DaB (4) aus (2) folgt, isb trivial. ’

Gilt (1) nicht, so gibt es einfache Gruppen, die keine b-Gruppen
sind und unter diesen gibt es eine B kleinster: Ordnung. Ist U eine echte
Untergruppe von B, so ist jeder Kompositionsfaktor von U eine einfache
Gruppe, deren Ordnung kleiner als die von F ist. Die Kompositions-
faltoren von U sind also b- Gruppen, so daB U eine b-aufléshare Gruppe ist.

B selbst ist nicht b-auflosbar, da.E sein einziger Kompositions-
taktor, aber keine b-Gruppe ist. Also ist F keine b-Gruppe und nicht
b-auflosbar, wihrend jede echte Untergruppe von E eine b-auflosbare
Gruppe ist. Anwendung von Satz 1.1, (1) zeigt dafl b-Auflosbarkeit
nicht von b berandet wird: (1) folgt aus (4), und (1)-(4) sind dquivalent.

Satz 5.1 legt es nahe, folgende Bigenschaft b* (fiir einfache Eigen-
schaften b) zu untersuchen:

Eine Gruppe & ist genau dann eine b*-Gruppe, wenn jede b-Unter-
gruppe von G eine b-auflosbare Gruppe ist.

Satz 1.1, (5) zeigt, daB b ein Rand von b* ist.

SATz 5.2. Ist b eine einfache Figenschaft, sind Untergruppen b-auf-
lisbarer Gruppen wieder b-auflosbar, so, sind folgende Higenschaflen der
Gruppe G dquivalent:

(1) G ist keine b*-Gruppe, aber jede echte Untergruppe von G ist eine
b*- Gruppe.

(2) Es gibt einen wnd nur einen Normalieiler M von G mit folgenden
Eigenschafien:

(A) GIM st eine einfache b- Gmppe von  Primeahlordiung;
(B) M ist eine b*- Gruppe, aber nicht b- auflosbar;
(C) Jede mamimale Untergruppe # M von G ist b- auflosbar.

Beweis. Gilt (1), so folgt, weil b ein Rand von b* ist:

() G ist einé b-Gruppe, aber nickt b- auflosbar. "

Da b einfach ist, gibt es also einen (maximalen) Normalteiler M
von G mit :

b) GIM ist eine einfache b-Gruppe. -

Wegen (1) ist also M eine b*-Gruppe. Ware M eine ‘b-Gruppe, s0
wire M damit b-auflésbar, und es folgte aus (b), dad auch @, i Wider-
spruch zu (a), b-auflosbar wire.. Also. gilt : .. Caali s

(c) M ist eine b*-Gruppe, aber keine b-Gruppe. .. R

©
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M ist in einer maximalen Untergruppe U von @ enthalten. Ange-
nommen, M ist echt in U enthalten. Dann ist U nicht b-auflosbar, weil
es M mnicht ist. Als echte Untergruppe von G ist U eine b*-Gruppe und
daher keine b- Gruppe. Also gibt es kein einfaches epimorphes Bild von U,
das eine b-Gruppe ist. G/ ist als einfache b-Gruppe b-auflosbar. Daher
ist auch die Untergruppe U/M % 1 von G/M eine b-auflosbare Gruppe
und also eine b- Gxupp(, Mit (3.1, a) folgt hludus U ¢ b. Dieser Wider-
gpruch zeigt’

(d) M ist eine maximale Untergruppe von Primzahlindexr in G

Sei nun U eine maximale Untergruppe = M von . Dann ist G = MU
und

U(Un M)~ UMM ~GIM

ist eine einfache b-Faktorgruppe von U, wegen (b). Also ist U eine
b-Gruppe. Als echte Untelgruppe von @ ist U eine b*- Gruppe wegen (1),
und daher gilt

(e) Jede mazimale Untergruppe #= M wvon @ ist b-auflosbar.

Mit (a)-(e) ist gezeigt, daBl (2) aus (1) folgt.

Umgekehrt gelte (2). Da b* untergruppenvererblich 1st ist wegen
(2.B) und (2.C) jede echte Untergruppe von G eine b*-Gruppe, und we-
gen (2.A) ist @ eine b-Gruppe. Aber @ ist nicht b-auflosbar, denn M ist
nicht b-aunflosbar, (2.B). Also ist G keine b*-Gruppe und (2) impliziert (1).

Damit ist Satz 5.2 bewiesen. '

Die gruppentheoretische Eigenschaft e heiBe eine n-Eigenschaft
(n eine positive ganze Zahl), wenn gilt:

G ist eine ¢- Gruppe, wenn jede von n [oder wemger] Elementen erzeugte
Uniergruppe von G eine e-Gruppe ist.

Ist b, die Bigenschaft, von » Elementen erzeugt zu sein, und e eine
Eigenschaft, die insbesondere von der 1 erfilllt wird, so besagt Satz 1.1:

Dann und nur dann wird e von b, berandet, wenn e eine f- Ezgen-
schaft ist. : !

1-Eigenschaften sind z.B. die Eigenschaften p-Gruppe sein, vom
Bxponénten n sein, und 2-Rigenschaften sind Nilpotenz, o- Verstreutheit,
Anuflosbarkeit, Kommutamwtat, Uberauflosbarkeit u.a. Hier kann
man also von dér berzmdeten ‘Bigenschaft auf die Rmndelgenschfuft
schlieBen. °

Sarz 5.3. Ist b eine einfache Higenschaft und b- Auflosbarkei; unter-
gruppenvererblwh, ist b- Auflosbaﬂce@t eing n- Eigenschaft, 80 ist b* eine
(n+1)- Ezgmsohaft

Beweis. ‘Wire der -Satz. falsch, 80 ga,be es eine Gruppe G Xkleinster
Ordnung mit den Bigenschaften :
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(a) G ist keine b*-Gruppe;

(b) Jede von (n+1) (oder weniger) Elementen erzeugte Untergruppe
von @ ist eine H*-Gruppe.

Da jede Untergruppe von G die Bedingung (b) erfiillt, folgt aus der
Minimalitit von G:

(c) Eehte Untergruppen von G sind b*- Gruppen.

Weil b- Auflosbarkeit untergruppenvererblich ist, folgt dann sus (a), (c)
und Satz 5.2:

(d) Bs gibt einen Normalieiler M # G von @, der nicht b-auflosbar
ist und jede nicht in M enthaltene echie Uniergruppe von G st b-auflosbar.

Kombination von (a) und (b) ergibt weiter
(e) @ wird nicht von n-+1 HElemenien erzeugt.

Wiren alle von » Elementen erzeugten Untergruppen von M sogar
b-aufloshar, so wire M selbst b-auflosbar, weil b-Auflésbarkeit nach
Voraussetzung eine #-Eigenschaft ist. Dies widerspricht aber (d).
Also gibt es eine von n Elementen erzeugte Untergruppe N von M, die
nicht B-auflosbar ist. Da M eine echte Untergruppe von G ist, gibt es
ein nicht in M enthaltenes Element g in @. Die Untergruppe {N, ¢} wird von
n+1 Elementen erzeugt, ist wegen (e) also von ¢ verschieden; sie ist nicht
in M enthaltén und daher wegen (d) b-auflosbar. Hieraus folgh die
b-Auflésbarkeit von N und dieser Widerspruch beweist Satz 5.3.

ZUSATZ 5.4. b sei eine einfache Higenschaft und b- Auflosbarkeit
vererbe sich auf Unlergruppen. Werden alle einfachen Gruppen von n (n = 2)
Elementen erzeugt, dann ist b- Auflosbarkeit eine n- Bigenschafl.

(Falls insbesondere alle einfachen Gruppen von 2 Elementen erzeugt
werden konnen, ist b- Auflosbarkeit stets eine 2-REigenschaft.)

Beweis. Wire die Behauptung falsch, dann gibe es eine Gruppe &
minimaler Ordnung, die selbst nicht b-auflisbar wire, aber deren simb-
liche von # Elementen erzeugte Untergruppen b-auflosbar wiren. Insbe-
sondere wird dann G nicht von # Elementen erzeugt und alle echten
Unter- und Faktorgruppen von & sind b-auflosbar. Hitte & einen von 1
und @ verschiedenen Normalteiler N, so wire & mit N und G/N eine
b-auflosbare Gruppe. Also ist G eine einfache Gruppe und als solche nach
Voraussetzung von n E]ementen erzeugt. Dieser Widerspruch beweist
Zusatz 5.4.

Bemerkung 5.5. (A) p und ¢ seien zwei Primzahlen und p teile ¢ —1.
Weiter sei o eine Menge von Primzahlen, die p enthiilt, aber g nicht enthilt
und b, sei die einfache Bigenschaft, definiert dureh folgende Regel:

Die Gruppe ¢ ist dann und nur dann eine b, - Gruppe, wenn wenigstens
ein einfaches epimorphes Bild von & eine o-Gruppe ist.

icm

©

Berandungen gruppentheoretischer Eigenschafien 17

Dann ist eine Gruppe dann und nur dann b,-auflésbar, wenn sie
eine o-Gruppe ist. Also ist b,- Auflosbarkeit eine untergruppenvererb-
liche 1-Higenschaft.

Ist nun @ die nichtabelsche Gruppe der Ordnung pg, so hat @, wegen
p|(g—1) einen Normalteiler vom Index p, ist also eine b,-Gruppe, aber
wegen ¢ ¢ o ist G nicht b,-auflosbar. Jede zykhsche Untergruppe von ¢
ist eine by-Gruppe. Das zeigt:

b* ist mach Satz 5.3 zwar eine 2-Eigenschaft,
schaft.

(B) Ist b die einfache Bigenschaft, daB wenigstens ein einfaches
epimorphes Bild einer Gruppe zyklisch ist, so ist b- Auflosbarkeit ‘genau
Auflésbarkeit. Dies ist eine untergruppenvererbliche 2-BEigenschaft [John
Thompson]. Eine Gruppe & ist in diesem Fall genau dann eine b*-Gruppe,
wenn alle ihre Untergruppen entweder perfekt oder auflésbar sind. Nach
Folgerung 5.3 ist b* eine 3-Eigenschaft. Es ist nicht entschieden, ob &*
vielleicht eine 2-Eigenschaft ist.

aber keine 1-Bigen-

6. Berandung von Erweiterungseigenschaften. Sind e und f
irgendwelche gruppentheoretische Eigenschaften, so werde (nach Ph.
Hall) unter der FErweiterungseigenschaft ef die Bigenschaft verstanden,
einen e-Normalteiler mit f-Faktorgruppe zu besitzen. Wir werden ein
Kriterium dafiir ableiten, daB ef von b berandet wird, wenn b ein Rand
von e ist.

Die drei Bigenschaften e, f und b werden in diesem Abschnitt die
folgenden Bedingungen — oder einige davon — erfiillen:

(I) b ist eine einfache Eigenschaft.’
(IT) e und § sind untergruppen- und epimorphismenvererblich.

(III) e wird von b berandet.

(IV) Ist E eine e-Gruppe und F eine - Gruppe, so sind die Ordnungen
von B und F teilerfremd.

V) §-Gruppen sind b-auflosbar.

(VI) e-Gruppen von Primzahlordnung sind b-Gruppen.

Ist x eine der Eigenschaften e oder f, so ist die Menge P (x) der Prim-
zahlen, die Ordnungen von x-Gruppen sind, wegen (II) auch genau die
Menge der Primzahlteiler von Ordnungen von x- Gruppen. Bedingung (IV)
besagt, daf P(e) und P(f) keine Primzahl gemein haben, und hieraus
ergibt sich die wiederum zu (IV) Zdquivalente Aussage:

(IV’) Jede ef-Gruppe ist P(e)-abgeschlossen: dh. die Menge der
Elemente, deren Ordnungen nur durch Primzahlen aus P(e) teilbar sind,
ist eine, natiirlich charakteristische, Untergruppe.

Aus (II) folgt, daB Untergruppen und epimorphe Bilder von ef-Grup-
pen wieder ef-Gruppen sind.

Fundamenta Mathematicae, T. LXV 2
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TEMMA 6.1. Werden (II)-(IV) von e, f, b wfﬂm, so gilt:

" (A) Ist das epimorphe Bild X einer Untergruppe einer ef-Gruppe
eine P(e)-Gruppe (P(f)-Gruppe), so ist X eine e-Gruppe (f-Gruppe).

(B) Ist @ weder eine e-Gruppe noch eine b-Gruppe, ist jede echte
Umergmppé von G eine of-Gruppe, so ist G keine P(e)-Gruppe.

(0) Ist F eine f- Untergruppe der of-Gruppe &, so wird F von allen T
normalisierenden P (e)- Elementen centralisiert und N (I)/C(F) ist eine
{-Gruppe.

Bezeichnung. XN(F) bezeichne den Normalisator und C(I') den
Zentralisator von F in. G. .

Beweis. (A): Ist X ein Faktor einer ef - Gruppe, so ist X wegen (IT)
ebenfalls eine ef-Gruppe. X Desitzt also -einen e-Normalteiler N mit
f-Faktorgruppe X/N. Jeder Primteiler der Ordnung von N (der Ordnung
von X/N) gehort zu P(e) (zu P(f)), und P(e) und P(f) besitzen nach (IV)
keine gemeinsamen Primzahlen. Ist daher X eine P(e)-Gruppe (P(f)-
Gruppe), so muBl X eine e-Gruppe (f-Gruppe) sein. .

(B): Sei G weder eine e-Gruppe noch eine b-Gruppe. Sei weiter
jede echte Untergruppe von G eine ef - Gruppe. Wire @ eine P(e)-Gruppe,
so wire jede echte Untergruppe von @ gleichzeitig eine ef-Gruppe und
eine P(e)-Gruppe (wegen (II)) und nach (A) eine e-Gruppe. G selbst
ist keine e-Gruppe und e wird wegen (III) von b berandet. Also folgh
aus Satz 1.1, daB @ eine b-Gruppe ist. Dies widerspricht der Wahl von G,
und (B) ist bewiesen. } . ) ‘

(C): Sei F eine f-Untergruppe der ef-Gruppe @. Der Normalisator
N(F) von F besitzt als ef-Gruppe, (II), einen e-Normalteiler F mit
f-Faktorgruppe N (F)/B. Aus (IV) folgt B ~ F = 1. Da F und ' normal
in N(F) sind, zentralisieren sich F und F. Also ist B C C(F) und mit
N(F)/E ist auch N (F)/0(F) eine f-Gruppe.

Sarz 6.2. Erfillen e, f und b die Bedingungen (I)-(VI), so sind dqui-
valent: :

(1) ef wird von b berandet.

() Ist die einfache Gruppe G weder eine e- Gruppe noch eine §- Gruppe,
ist jede echite Untergruppe von G eine of- Gruppe, so ist G eine b-Gruppe.

Beweis. ef werde von b berandet. Ist @ eine einfache Gruppe, deren.
simtliche echte Untergruppen ef-Gruppen sind, ist aber ¢ weder eine
¢-Gruppe noch eine f-Gruppe, so ist G auch keine ef-Gruppe, da & sonst
eine Erweiterung einer e-Gruppe durch eine f-Gruppe wire. Satz 1.1
zeigt, dal @ eine b-Gruppe ist, dh. (2) gilt; wenn (1) gilt.

Angenommen, ef wird nicht von b berandet. Dann gibt es eine
Gruppe G minimaler Ordnung mit folgenden Eigenschatten:

(a) @ ist keine ef-Gruppe (also auch keine e- und keine f-Gruppe).

©
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(b) @ ist lkeine b-Gruppe, dh. G ist b-perfekt.

(¢) Echte Uniergruppen von G sind ef-Gruppen.

Ist E ein echtes epimorphes Bild von @, so ist F keine b-Gruppe
(wegen (b)). Echte Untergruppen von I sind’ ef-Gruppen (wegen (c)
und (II)). Aus der Minimalitit von @ folgt, daB F eine ef-Gruppe ist.
Also gilt ‘

(d) Echte epimorphe Bilder von @ sind ef- Gruppen.

Lemma 6.1, (B) zeigt (in Verbindung mit (a), (b),.(e)):

(e) G ist micht P (e)-abgeschlossen.

Aus (a) folgt '@ s 1. Also existiert ein maximaler Normalteiler M
von @. Natiirlich ist G/M eine einfache Gruppe, und aus (b) folgt

(f) G/ M ist keine b-Gruppe (also auch keine f-Gruppe wegen (V).

Wegen (c) ist M eine ef-Gruppe. Folglich gibt es einen e-Normal-
teiler B von M mit f-Faktorgruppe M/E. Da B wegen (IV) ein Hallscher
Normalteiler von M ist, ist E eine charakteristische Untergruppe von M,
also ein Normalteiler von @. Folglich gilt: . . :

(g) Bs gibt einen e- Normalieiler B -von G mit B C M und f-Faktor-
gruppe M/E. o

Wire B # 1, so wire G/E = H als echtes epimorphes Bild von q
wegen (d) eine ef-Gruppe. Also gibt es dann einen ¢-Normalteiler N
von H mit f-Faktorgruppe H/N. Wegen (V) ist H|N eine b-auflosbare
Gruppe. Wegen (b) ist das epimorphe Bild H/¥ von @G eine b-perfekte
Gruppe. Die einzige b-auflosbare und p-perfekte Gruppe ist die 1. Also
ist H/N =1 und H = N = G/E ist eine e-Gruppe. Dann ist @ als Erwei-
terung der e-Gruppe E durch die e-Gruppe G/E wenigstens eine P (e)-
Gruppe und das widerspricht (e). Aus diesem Widerspruch folgt E = 1,
so daf (mit (g)) gilt: .

(h) M ist eine f-Gruppe; falls M =1, dann ist M eine b-, aber keine
e-Gruppe. - '

' Angenomimen, es wire M == 1. Dann ist G/ M wegen (d) eine ef-Gruppe
und aus der Einfachheit von G/M und () folgt, daB G/M eine e-Gruppe
ist. Wire G/M abelsch, so wire G/M als einfache¢ Gruppe zyklisch von
Primzahlordnung und wegen (VI) also eine b-Gruppe. Dies widerspricht (£).
Also ist @/M nicht abelsch und insbesondere nicht zyklisch. Ist g ein
nicht in M enthaltenes Element aus @, so ist M{g}/M zyklisch, also
von G/M verschieden. Folglich ist {M, g} eine echte Untergruppe von a,
wegen (b) also eine ef-Gruppe, dh. {¥M, g} besitzt einen e-Normalteiler X
mit f-Faktorgruppe {M, g}/X. Andererseits ist {M, g}/ M als Unter-
gruppe der e-Gruppe G/.M wegen (II) eine e-Gruppe, dh. M ist ein f-Nor-
malteiler von {M, g} mit e-Faktorgruppe {M, g}/ M, sodaB {M, g} auch
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eine fe-Gruppe ist. Weil P(e) und P(f) disjunkte Primzahlmengen sind,
sind X und M Deide Hallsche Normalteiler von {M, g}. Daher besitzt X
ein P(e)y-und M ein P(f)-Komplement in {M,g} (s. Scott [10],
S. 924, (9.3.6)) und hieraus folgt mit (c), daB {M, g} das direkte Produkt
vom M und einer (zyklischen) e-Gruppe ist. Da M ein maximaler Normal-
teiler von @ ist, gilt G = M-C(M).

Da weiter M wegen (h) eine f-Gruppe und G/ M, wie oben bemerkt,
eine e-Gruppe ist, ist M ein Hallscher Normalteiler von G, also Z (M)
— M ~ O(M) ein Hallscher Normalteiler von C(M). Anwendung des
Schurschen Satzes — s. Zassenhaus [11], 8. 162, Satz 25 — zeigt, daB Z (M)
ein direkter Faktor von O(M) und also M ein direkter Faktor von ¢
ist. Tst etwa G = M®I, so ist I ~ G/M und also eine e-Gruppe. We-
gen (h) ist folglich G das direkte Produkt einer e-Gruppe und einer
f-Gruppe. Ein solches direktes Produkt ist aber eine ¢f - Gruppe im Wider-
spruch zu (a). Folglich ist M =1, und es gilt

(k) @ ist einfach.

Wegen (a) ist G weder eine e-Gruppe noch eine f-Gruppe und we-
gen (c) ist & auch keine b-Gruppe. Wegen (b) ist jede echte Untergruppe
von G eine ef-Gruppe. Also gilt (2) nicht, wenn (1) nicht gilt, db. (1)
folgt aus (2).

Damit ist Satz 6.2 bewiesen.

Der Reihe der Bedingungen (I)-(VI) werde eine weitere Bedingung
hinzugefiigt:

(VIT) Sind Fy, ..., Fn endlich wiele von 1 verschiedene f-Gruppen, so
gibt. es (wenigstens) eine Primzahl p mit:

(a) Die Blemente von 2u p teilerfremder Ordnung aus Fi bilden cine
Untergruppe von F; (dh. jedes Fy ist p’-abgeschlossen); und

(b) Die Ordnung von wenigstens einem F; ist durch p teilbar.

Aus dieser Bedingung ergibt sich, daB jede {-Gruppe einen Sylow-
turm besitzt und sogar, dafl endlich viele f- Gruppen Sylowtiirme gleichen
Typs haben: vgl. Huppert, S. 415. Man kann hieraus weiter die Existenz
einer teilweisen Ordnung o der Primzahlen derart erschlieBen, dafl alle
f-Gruppen o-verstreut sind; vgl. Baer [1], § 9.

SATZ 6.3. Geniigen e, f, b den Bedingungen (I)-(VIL) so wird ef von b
berandet.

Beweis. Sei G eine einfache Gruppe, deren echte Untergruppen
ef-Gruppen sind und die keine b-Gruppe ist. Wire jede echte Unter-
gruppe von @ eine e-Gruppe, so wire G wegen (ITII) eine e-Gruppe. Is
werde also vorausgesetzt, daB nicht alle echten Untergruppen von G der
Klasse ¢ angehoren. Ist dann K die Klasse all der von 1 verschiedenen
f -Faktorgruppen echter Untergruppen von @, so ist K nicht leer, aber

icm
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mit G endlich. Wegen (VII) gibt es also eine Primzahl p mit.folgenden
Eigenschaften: .

‘(a) Jede Gruppe in K ist p’—abgeschlossen.v
(b) Wenigstens eine Gruppe in K hat eine durch p teilbare Ordnung.

Ist U eine echte Untergruppe von @, so ist U eine ef- Gruppe, besitzt
also einen ¢-Normalteiler E mit f-Faktorgruppe U/E. Da p wegen der
Definition von K zu P(f) gehért, folgt aus (IV), da p kein Teiler der
Ordnung von E ist. Also ist B eine p’-Gruppe. Da U/E eine {-Gruppe
ist, ist U/H entweder gleich 1 oder gehdrt zu K, ist wegen (a) also auf
jeden Fall p’-abgeschlossen. Erweiterungen von p'-Gruppen durch
p’-abgeschlossene Gruppen sind p’-abgeschlossen, daher gilt:

(e) Jede echie Untergruppe von G ist p’-abgeschlossen.

Sei P 1 eine p-Untergruppe von @. Wire P = @, so wire die
einfache Gruppe @ eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung und
wegen (b) und (II) eine {-Gruppe, und wir wiren fertig. Also gelte

(d) G # P, dh. @ ist keine p-Gruppe.

Dann ist N(P) eine echte Untergruppe der einfachen Gruppe @,
wegen (c) also p’-abgeschlossen. Hieraus folgt, daB N(P)/C(P) eine
p-Gruppe ist. Anwendung eines Satzes von Frobenius —s. M. Hall [3],
8. 217, Theorem 14.4.7 — zeigh, daB @ selbst eine p’-abgeschlossene
Gruppe ist. Als einfache Gruppe ist G also entweder eine p-Gruppe oder
eine p’-Gruppe. Der erste Fall ist wegen (d) unmoglich und der zweite
Fall kann wegen (b) nicht eintreten. Aus diesem Widerspruch folgt, daB ¢
eine e- Gruppe oder eine - Gruppe ist. Also gilt Bedingung (2) von Satz 6.2,
sodaB ef von b berandet wird, und Satz 6.4 ist bewiesen.
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Strongly cellular cells in #* are tame

: . by . .
H. C. Griffith* and L. R. Howell, Jr. (Tallahassee, Florida)

1. Introduction. Bing and Kirkor [4] have shown that a 1-cell

in B® is tame if and only if it is strongly cellular. The purpose of this paper
is to extend this result to 2-cells and 3-cells, and to use the concept to
characterize tame 2-spheres. The main results are these.

TmeorEM L. If Z is a k-cell in B°, k= 1,2, or 3, then Z is tame if

and only if it is strongly cellular.

TrmoreM II. A 2-sphere in §&° is tame if and only if each of its com-

plementary domains has a strongly cellular closure.

Numerous characterizations of tame cells are known. Cells of di-

mension one are treated in [9]. The 3-cell case reduces to the question
of whether or not the boundary 2-sphere is tame. Useful characterizations
of tame 2-cells and 2-spheres have been given by Bing [3], Burgess [6],
Harrold [8], Hemple [10], and others. The criteria to be used here are,
in the 3-cell case, the result due to Bing [2] that tame 2-spheres are those
which can be approximated in each complementary domain, and in the
92-cell case, the result given in [7] that tame 2-cells are those which have
both the strong enclosure and the hereditary disk properties.

2. Definitions and notation. The real interval [0, 1] will be

denoted by I. A homotopy of 8 in T is & continuous funetion h: §xI—T
such that h(z, 0) = & for all & in §, and h will then denote the function
given by hi(#) = h(z,t). If Ois a cell, then 0* and C° will denote the com-
binatorial boundary and combinatorial interior of C. The set of all points
in E" lying within ¢ of some point of 4 is denoted by B(4, ).

A st Z in E" is strongly cellular (Bing and Kirkor [4]) if there is an

n-cell C in B* and a homotopy H: CxI—C such that, if 8= C, then

(1) H, is the identity map, and Hi|Z is the identity for oll 1,
2) H3|8 is a homeomorphism and Z ~HyS) =@ for 1 <1,
3) HyS) ~ Hy(8) =@ for t  u. o
4) Hy(0)= 2.

* Work on this paper was. supported by the National Science Foundation under

NSF G-5458.
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