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WROCELAWSEKA DRUKARNIA NAUEKOTW A

STUDIA MATHEMATICA, T. XXXII. (1969) Im

Uber Toeplitzsche Tterationsverfahren
und einige ibrer Anwendungen in der konstruktiven Fixpunkttheorie
yvon

J. REINERMANN (Aachen)

1. TOEPLITZSCHE ITERATIONSVERFAHREN

1.1. Es sei durch 7':Z*xZ*-+ 0 (') eine unendliche komplexe
Toeplitz-Matrix (fy) definiert, d.h. es gilt:

(i) sup {2 [tnkl} < oo

neZt
(ii? in; {k;: z,,k} =
(iii) A Hm {tn} = 0.
keZt n—roo

Es sei E ein (reeller oder komplexer) linearer normierter Raum,
X cB, X #0,f: X - X stetig, 2,cX und dann eine Folge {@nlna S0
bestimmt, daf

(*) Tpry = Ztmkf(xk)
k=0

fiir neZ* stattfindet.
LeMMA 1. Fiir eine mit einer Toeplitz-Matriz T = (o) gemaB (*)
bestimmte Folge {x,} gili: © = lim{w,}, weX, impliziert f(z) =
- 0o
Beweis. Aus im{z,}uy = 2 folgt im{#n}rze = 2 und lm{f(z,)}neg-
Ny N N—>00 =00

= f(#) (Stetigkeit). Mittels (*) und der Permanenz von 7T erhilt man
lim {#,}nyy = f(#). Weil nun die Normtopologie von E hausdorffsch. ist,

N0

folgt f(x) = .

(*) Zt: = Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen.
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1.2. Wir spezialisieren 7' = (%) nun wie folgt:

1) tw >0 und ty =0  falls k> n;
k13
2
(ii’) Dt = 1;
k=0
(i) A Lm{fny} = 0.
keZ* n—o0

Nehmen wir iiberdies die Konvexitit von X < F an, so wird mit
einer Abbildung f: X — X und einem Punkt #,¢ X durch

neZ*,

(*) Tyt = Zt'nkf(mlc);
k=0

eine Folge {@.}lny iterativ definiert (Toeplitz-Iteration), fir die 1.1,
(*) und damit die Aussage von Lemma 1 zutrifft. Das mit (4.): = (p)
(Kronecker-Symbol) gemi (*) definierte Verfahren ist die iibliche

Picard-Iteration: #,,; = f(@).

1.3. Ist {en}nz: e¢ine Folge reeller Zahlen mit
(i) ¢ =1,
(i1) 0<e, <1 fir neN,
(iif) e, divergent,

V=0

50 wird durch die Vorgchrift

¢ H l1—e¢,) fir k<mn,

va=f1
(*) Tt = l o fir & — n,
0 fir & > =,

eine Toeplitz-Matrix definiert, welche iiberdies (i’)- iii’) erfiillt. Wegen
der Divergenz von 3¢, divergiert niimlich das Produkt H

V=0
d.h. es ist fiir keZ™:

—o¢,) gegen 0,

n

m{ [T (1—c,)}=o0.

N—>00 v=f41

Riir ¢, =1 isb (tw) = (dnr), also @, = *(s,). Die mit (i,;) nach 1.2,
(*) gebildete Folge {z,} kann man auch in der iibersichtlicheren Gestalt

(**) oeX, @y, = (11— en)tn—+cnfln), ”'{‘Zh

icm
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sehreiben. Mit Lemma 1 folgt aus « = lim{w,}, f(x) = », eine Aussage
) N—>00

die nicht zuzutreffen braucht, falls Ye, konvergiert. Fiir einen (B)-Raum
E und ein beschrinktes, abgeschlossenes X ist nimlich wegen ,,,— &,
= o{f(e)—a,) und der fiir »>m giltigen Abschitzung

n—1 n-1
len—nll < D lnsa— @l < 23 Yo,  (M: = Diam (X)(*)

{#.} fiir jedes f: X - X und jedes meX konvergent: z = lim{z,},
00

xeX; jedoch mub jetzt mit der Moglichkeit f(x) # » gerechnet werden,
wie das folgende Beispiel zeigt:
E: = ¢, (Nullfolgen, Sup-Norm || |}), X: = {#|zcE A |o|
- X wird so definiert: f({a,, as,...}): = {1, ay, @y, ...}.
Nach den vorangehenden Bemerkungen ist das mit z,; = {0, 0,0, ...}
angesetzte Verfahren (++) mit konvergenter Reihe )¢, konvergent. Wir
setzen x: = lim {x,}. Tatsdchlich ist f(z) # 2, weil sich andernfally X
N—00

<1hf: X -

zu z = {1,1,1,...} ergibe; jedoch ist w¢e,.

2. EINE KONSTRUKTIVE VARTANTE DES BROUWERSCHEN FIXPUNKTSATZES
FUR KOMPAKTE INTERVALLE DES R!

Wie das Beispiel B: = R} X: =[—1,1], f(#): = —a zeigt, gibt
es stetige Selbstabbildungen kompakter Intervalle des R mit genaun einem
Fixpunkt, die fiir jeden vom Fixpunkt versehiedenen Anfangswert a,
eine divergente Picard-Folge {f"(z,)} erzeugen. Fiir eine spezielle Klasse
von Toeplitz-Verfahren beweisen wir jedoch den

2.1. Sarz 1.

Voraussetzungen. (1) a,beR, a <b, wyela,bl, f: [a, b] - [a, b]
stetig, und f habe auf [a, b] hichstens einen Fizpunkt.

(2) Fiir das unter 1.3 definierte Toeplite- erfahren (**) gelte neben
(1), (ii), (iif) noch hm{e,,} =0.

Beha,uptung. Bs gibt genau ein mela, b] mit f(x) = z, und iiberdies
ist & = lim{m,} mit Startwert x,.
Ns00

Beweis. O. B. d. A. kénnen wir @ zu 0 und » zu 1 annehmen. Nach
dem Brouwerschen Fixpunktsatz sind die Existenz und nach Voraussetzung
die Eindeutigkeit eines z [0, 1] mit f(#) = # schon klar. Wir behaupten

(*) Diam (X): = sup [lz—y]|.
z,yeX
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nun, daf gilt:
(@) Ay <@ = (fly)—y > 0);

ve[0,1]

(i) A

Ve[0,1]

t(y >0) = (fly)—y <0).

In der Tat, ist # = 0, so gilt ((1)). Ist # > 0 und existiert ein y, [0, 1]
mit y; < # und f(y;)—y; <0, so gibt es wegen f(0)—0 = f(0)> 0 ein
2e[0,y,] mit f(2) = 2. Jedoch I8t # = @, im Widerspruch zu (1). Analog
wird ((ii)) bewiesen.

Fir die Folge {w,} besteht nun folgende Alternative I-II:

L Bs gibt neZt mit o, = .

Dann ist x, =  fiir n > n,, also die Behauptung bewiesen.

II. Fiir neZ™t ist », # o

Dann gilt entweder

1. Fir fast alle neZ* ist @, <2 AUS @hpy— 2 = co(f(2) — )
und ((i)) folgt dann, daB {x,} schlieflich monoton wichst und also wegen
2, < 1 auch konvergiert. Nach Lemma 1 und der Eindeutigkeit von
kann nur lim{z,} = » sein; oder es gilt

N0

2. Fir fast alle neZ* ist @, > 2. In diesem Fall folgt aus ((ii)) wie
unter 1 lim{z,} = x; oder es gilt
M~—>00

3. Weder 1 noch 2. Wir geben ¢ > 0 vor und wihlen n,eZ* so, daB
[ g~ 2] < & 18 fir 0> ny. Das ist wegen |w,,,— @] < 2¢, und hm{cn}

=0 moglich. Bs gibt nun ein n,eZ* mit n, > n, und [0, ~—a:| < &.
Andernfalls haben wir entweder (im TFalle Tny S B—) T < &— ¢ fir
2= Ny (Wegen |@,, — @,| < &), also 1, oder (im Falle Ty > O+ &) Tn > Bt e
tir n 2> n, (wegen |m,, —a.| < &), also 2, in jedem Fall also 1 oder 2,
was ausgeschlossen wurde. Fir #>n, wollen wir nun |z,—a| <&
nachweisen. Den Fall n = n, haben wir gerade erledigt. Ist » > n, und
die Abschiitzung |#,— | < ¢ fiir dieses » schon gezeigt, so besteht folgende
Alternative A-B:

A, o—e < o, < 2. Bir @,,, ist dann entweder

(8) @nyy <@, also Wegen @n,,—®n = 6,(f(@,) —a) wnd ((i)) Buy—
—@n > 0, WOraus [0,,,— 0| = &— @,y < 86—, = |2,— 3| < & folgt, oder

(b) @npy >, also [Bpp1— 2 = @y py— 2 < gy~ n = |[@yr1—Ta] < &
oder

B. » <2, < 4e woraus sich mit Hilfe von ((ii)) wie unter A
[#np1—2| < & ergibt.

Insgesamt haben wir |w,,,—a| < e, also kraft Induktionsschlusses
[on— | < & fiir jedes n > n, bewiesen. Es ist lim {z,} = @, q.e.d.

N—r00
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2.2, Fir die zulissige Wahl ¢,: = 1/(n—+1) ergibt die nach 1.3, (*)
gebildete Matrix (t,;) die Cesaro-Matrix der Limitierungstheorie (Zeller
[8]). Der mit diesen ¢, formulierte Satz 1 stammt von Mann [4].

3. KONSTRUKTIVE VARIANTEN DES BROWDERSCHEN FIXPUNKTSATZES
IN GLEICHMASSIG KONVEXEN BANACH-RAUMEN

3.1. Definition 1. ‘Ein linearer normlerter Raum (&, || ||) heiBt
glewhmaﬁzg konvex, wenn gﬂt

(*) AV oz yeB A (Il <

DA lz—yll>e =
8;0 0<l453<1

= (Fllv+yl<1—09).

Definition 2. Fiir ein ae(0, 1) heillt ein linearer normierter Raum
(E, II]l) Co-Fonvexr, wenn gilt:

~( o, yeB A (lo], yl < M)A llo—yll > e) =

= (lloz+ (1—a)yll < (1— 8)max(|lz]), lyl)-
Es ist nicht schwer einzusehen, dab ein gleichmiBig konvexer linearer

normierter Raum. (a = %) fiir jedes ae(0, 1) C,-konvex ist (Schaefer [67).

3.2. Wir wollen fiir den Fall eines (reellen oder komplexen)
Hilbert-Raums F, dim F > 1, einen solchen Konvexititsmodul 6(M, ¢, a),
wie er in 3.1, (**) vorkommt, explizit angeben. Fir z, y¢E mit |||+
+llyll # 0 und ae(0,1) erhalten wir zunichst aus der Identitat

laz+ (1— a)yl*+ a(1—a) lo—yl* = alloll*+(1—a) Il |1
die Abschitzung ,
a(l—a)flz—y|?

flaz+ (L— a)yll Q(l_ mﬁ) max ([l yll),
so daf wir
L a(l—a) 2
YT

wihlen konnen und mit diesem ¢ 3.1,
und wegen dim¥ > 1 auch § < 1.

(**) erfiillt sehen. Es ist 6§ > 0

3.3. Definition 3. Es sei (&, | |]) ein linearer normierter Raum,
X cHE, X #0. Eme Abbildung f: X — X heiBt kontrahierend, wenn
die Abschatzung If (@) —fNI < [le—y| fir alle @, y<F zutrifft.
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Es ist klar, daB eine kontrahierende Abbildung stetig ist. Fir kon-
trahierende Abbildungen und gleichm#Big konvexe Banach-Riume beweist
Browder [1] folgenden Fixpunktsatz:

SaTz 2. Bs sei B ein gleichmifig konvexer Banach-Raum; X eine
wichileere, beschrinkte, abgeschlossene Teilmenge von B und f: X - X
kontrahierend.

Dann besitzt f einen Fizpunlt.

DaB auf die Voraussetzung der gleichmifBigen Xonvexitit nicht
verzichtet werden kann, zeigt schon das Bei%piel I = (0,0, 1],
= {z|2eC,[0,1], (0) = 0, (1) = 1,0 < 2(t) << 1}, wenn f: X ->IL dulch
(=) [t]: = ta(t) definiert wird.

3.4. LEMMA 2.

Voraussetzungen a. Es soi (B, || ||) ein gleichmidpig 7com)0.1,(’r linearer
normierter Raum; X eine nichtleere beschrinlte, abgeschlossene, konvexe
Teilmenge von B, wel; f: X — X kontrahierend; f(z) =

b. Fiir das Toeplite-Verfahren: xye X, &n: = (L— Cp_1) @n_ 3+ Co1f (#_4)
(n=1) gilt (s.1.3):

(i) 6o = 15 (i) A 0 < ¢, < 15 (iii) die Reike 3 ¢, divergiert; (iv) {c,}
NN V=20

fallt monoton; (v) ist & > 0, M.: = Diam.(X), so kann 2u (M, &, ¢,y nach
1, (**) 6 = 0(M, ¢, ¢) derart gewdhlt werden, daf auch 35, divergiert.
Behauptungen. (a) Jede der Folgen {|wn—2n_y|}; {llta—all};
{If (wn) — @I} fillt monoton (n > 1).
(b) Bs ist i {|f (@) — 2]} = 0.
00

Beweis. (a) Man hat wegen a,,,— &, = ¢, (f(2.)— ) die fiir 2> 1
giiltige Identitit

1
Bug1—Tn = O (f (@) —f(%n_ )‘{ 0y, (

M1

- 1) (Tn= Ty _1)

woraus wegen der Kontraktionseigenschaft von f die Abschitzung
1 ¢,
12543 — 2all < €0 18— D o]l + a0 (“"”— "‘1) @y —@p_yf| = - (190, — .
Cny Cpy
folgt. Wegen (iv) ist ¢, < ¢;_,, also [y — )] <
Mit n> 1 und f(z) = 2 ist weiter

a1 —all = Jie,, (f(a’n) *f(.’l?)) + (L —¢n) (@ — )|

< |l —@n-sll, q.e.d.

< g lloon— ]| 4 (1—¢n) [ty — ]| == s — 2|, q.e.d.
Fir n > 1 ist schlieBlich
|| @, 0,
() =gl = ATl Onax el
Cnyy cn 10

‘womit (a) bewiesen ist.

icm°®
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(b) Wire nicht lim {|jf(z,)—,/]} = 0, so existierte wegen der schon
N—r00

bewiesenen fallenden Monotonie von {||f(#,)— 2./} ein & > 0 mit ||f(m,)—

— )| 22 & > 0 tir neN. Es sei nun {6,} die gemiB b, (v) bestimmte Folge

der Konvexltmtbmodu]n Oy, Dann ist fir neN wegen |la,,,—al

= ”cn(f () —f( )"r‘ (1—ep)(@a—w) ” und ’E(f(-l'n)“f(w))_('ru‘* f”)l!:”f(mn)—

—mnh = ¢ die Ab%chatzwlg Iy — 2f] < (1— 6,) max (If @) —F (@) on— )
(1— 6p) flwn— 2|l gilltig. Dureh Induktion folgt

benga—all < [ ] (=8 s —all

Wegen hm{n (1—146,)} = 0ist lxm{lx,;_
Mit f(x

—z|} = 0, d.h. hm {@} = o,
=2z und der Stetiglkeit von f folgt h.m{f(.z-n
Zl} =0,

:f(v ) =, also

e>0

auch lim {}jf(z,)— If (@) —zull =
N—00

m deerspluoh zi
fir neN, q.e.d.

3.5. Bemerkungen zu Lemma 2. 1. Die unter (a) formulierten Mono-
tonie-Aussagen gelten ersichtlich in beliebigen linearen normierten Riumen
und auch fiir manche monoton fallende Folgen {c,}, die durch b, (ii)
ausgeschlossen werden, z.B. ¢, =1 (Picard-Folge). Insbesondere
existiert fiir monotone {c,} lim {||f(x,)— 2,[} stets, doch kann dann selbst

fi—»c0

fiir gleiehmiﬁig konvexes E nicht mehr auf L {{|f(zn) — @)} =0 ge-
00

(B, ): = (R, Absolutbetrag),
ist hier nimlich mit #,: =1,

schlossen werden, wie das Beispiel
X:=[—1,1], f(»): = —a zeigt. Es
1f (@0) — @] = 2.

2. Der Beweis von (b) zeigt genauer: Ist {¢,} irgendeine (nicht not-
wendig monoton fallende) Folge reeller Zahlen mit 0 < ¢, < 1, und lassen
sich zu (M, e, c,) Konvexititsmoduln ¢, mib divergenter Reihe Y6,
finden, so fuhrt die Annahme ,,Es gibt ¢ > 0 mit |f(2.)—aa.l > ¢ fir
fast a,]le neN” auf einen Widersprueh, m. a. W.: Es gibt eme o.B.d. A.
streng monofone Teilfolge {k,} von N mit lim{{|f(zy )—az, [} = 0. Im

00

Falle der Monotonie der {e¢,} kann %, = n gewihlt werden.

3. Fiir einen Hilbert-Raum konnten wir in 3.2 Konvexititsmoduln
6n Z1 .
en(l—ey)
o o

ermitteln. Wegen ¢ <6 <<l und der daraus folgenden Abschitzung
n

Za 2M“Z‘,u 6) > Mﬂ(l—eaz

vl L=l
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ist dann 2 8, mit 2 ¢, divergent, also die getroffene Wahl der 4,, im Sinne

v=1
der Forderung b, ( ) geeignet.

4. Triir die speziellen Folgen ¢, == { bzw. allgemeinerec, = a (0 < o < 1)
und die dazu passenden Konvexitdtsmoduln 6, = & (8.1, (), (**)) sind
die Voraussetzungen von Lemma 2 natiirlich erfiillt. Die sich jeweils
ergebenden Sitze sind in Aussagen von Krasnoselski [3] bzw. Schaefer [6]
enthalten.

3.6. Dafl aus Hm{||f(®,)—a.|} = 0 allein die Exigstenz eines Fix-
N—+00

punktes nicht folgt, zeigh das Beispiel (B, || |I): = (Cy[0, 1], Max-Norm);
= {z|wel, #(0) =0, (1) =1, 0K a(t) <1}, ,0): =1, f(@)[t]: =
tw(t), ¢, = %. f ist kontrahierend und {=,} explizit durch
(14"

o (1) = g

gegeben. Wegen |[f(#,)—aall < 1/(n+1) ist hm{!lf (#a)— @} = 0, jedoch

besitzt f auf X keinen Fixpunkt.
Mit X: = {#|2C,[0,1] A |lo]| <1}, (t) = 1 und den itbrigen Daten
des vorherigen Beispiels zeigt sich: Selbst dle Giiltigkeit von lim {||f(z,)—

—,/[} = 0 und die Existenz eines einzigen Fixpunktes z< X (hier 2(f) = 0)
implizieren nicht das Zutreffen von lim{z,} = 2. Fiir neN ist nimlich
TN-r00

|lws)l = 1, also nicht lim{w,} = 0.
T—r00

Wir zeigen nun, daB der bei den obigen Beispielen jeweils aufgezeigte
Sachverhalt bei schlieflich vollstetigen kontrahierenden Abbildungen
nicht vorliegen kann:

Sarz 3.

Voraussetzungen. a. Hs set (B, || |) ein gleichmifpig konvewer
linearer mormierter. Raum, X eine wichtleore, beschrimlte, abgeschlossene,
konvewe Teilmenge von H; f: X - X FKonirahierend, wnd fiir ein myeN
set f"0 vollstetig (. h. f™(X) kompal).

b. Fiir das Toeplite-Verfahren: mosX Tyt = (L —Cp_ () On_1+Cn1f(Tn_1)
(n=1) gilt:

(i) ey =1; (i) AO<o <1 (iv) {en} féllt
NN

monoton; (v) ist ¢ >0 und M: = Diam (X), so ist fiir neN zu (M, e, 0,)
gemdp 3.1, (x*) eine solohe Wahl der Konvewititsmoduln 8, moglich, da/)’
auch 36, dwe’rgwrt

Behauptung. Das unter b definierte Toeplite- Verfahren {x,} konver-
giert gegen einen Fimpunkt von f.

(iii) Z ¢, divergiert;
V=0
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Beweis. Nach einem Resultat von Goéhde [2] gibt es zeX mit f(x)

= @, 80 dall Lemma 2 lim {||f(z,)—x,|} = 0 garantiert. Wegen der fiir
N—00

weX giiltigen Abschitzung

np—1

I () —ul < 7" () — " ()] < mollf () — ]
ist dann auch
(*) Em{ﬂf%“(%)—wnﬂ} = 0.
Weiter ist f™0(x,)f"(X) und f™(X) relativ folgenkompakt in T,

weshalb eine streng monotone Teilfolge {k.} von N und ein zeX mit
lim {f"0(z, )} = 2 existieren. Vermoge (+) ist auch lim{z; } =z und
f—00 N—00

wegen X = X sogar zeX, so daB aus

1 (2) =2l < 1 (2) = £ (g M+ 1 F"0 (o) — 70 (o, )|+ 110 () — 2]
< 2fe—f" (@i I+ 1 () — 2 I

f(2) = 2 resultiert. Nach Lemma 2 ist.{l‘w,l—z} monoton fallend, so
dafl mit ].Lm{|l.zk —2||} = 0 schlieBlich lim{x,} = 2 folgt.

N—>00

Bemerkungen zu Satz 3. 1. Ist E ein Hilbert-Raum, so kann
gemiB 3.5, 3 auf (v) verzichtet werden.

2. Fir ae(0,1), ¢, = a und n, = 1 geht Satz 3 in ein Resultat von
Schaefer [6] iiber (hinsichtlich des Erfiilltseins von (v), vgl. 3.5, 4). Speziell
fiir @ = } ergibt sich ein Satz von Krasnoselski [31.

Wie die Lemmata 3 und 4 (s. 4) zeigen, kann die im zweiten der
obigen Beispiele aufgezeigte Situation bei affinen stetigen Selbstabbil-
dungen f eines komplexen Banach-Raumes F; d.h. f(z) = Av+b, 4
beschriinkter, linearer Operator iiber #, beF; nicht eintreten, wenn 1
nicht dem Spektrum o(4) von 4 angehort, d.h. (I—.4)"! ein auf ganz B
definierter und dort beschrankter linearer Operator ist. Fiir kontrahierendes
f gilt sogar der

SaTrz 4.

Voraussetzungen. Es sei F ein komplexer Hilbert-Raum, A: B — E
ein beschrinkter, linearer und iiberdies normaler Operator mit 1¢o(A4).
Es sei beB und die durch f(x): = Aw+b definierte affine Abbildung
f+ B — B kontrahierend.

Behauptung. Das durch w,: = b, &p: = %(f(acn_l)—{—.vn_l) (n>=1)
definierte Toeplite-Verfahren {x,} konvergiert und es ist lim{z,} = (I—A4)"'b.

N0

Beweis. 4, Korollar 5.
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Satz 5.

Voraussetzungen. a. Bs sei (| [) ein gleichmifBig konvewer
Banach-Raum, X eine nichileere, beschréinkte, abgeschlossene. und honvere
Teilmenge von B; f: X — X kontrahierend. ' .

b. Fir jede wichtleere, beschrinkie, abgeschlossene Teilmenge A <« X
von B mit f(x) # @ fiir wed dst in;lE(Hf(w)—wH) > 0.

T

c. Fir das gemdf 1.3, (++) definierte Toeplite-Verfahren: g, X,
Byt = (1—Cp_1)@n_1F Gpof(@uy) (0= 1) gilt:
o0
(i) eo=1; (i) AO0<e, <1 (iii) 3¢ divergiert; (iv) {o,} fillt
NeN P
monoton; (v) ist &>0, M:= Diam(X), so kann zu (M, e, c,), neN,
nach 3.1, (#*) 0yt = 6(M, &, ¢,) derart gewihlt werden, daf auch pXH
divergiert.
Behauptung. im{z,} existiert, und setet man »: = lim{w,}, so ist
N—r00 N0
veX und f(z) = a.
Beweis. Mit den vorliegenden Voraussetzungen und dem gemifl
-Batz 2 hiernach gesicherten Fixpunkt z,¢ X stehen uns alle Avussagen
von Lemma 2 zur Verfiigung. Bezeichnet weiter F' die dann nichtleere
Menge der Fixpunkte von f, so ist fiiv jedes 5 > 0 eine Menge R(F,y)
durch RB(F,#n): = {w|zeX A o(s, F) = 5} (3) definiert und sowohl he-
sehriankt als auch u.bgeschlossen;Nebenbei bemerken wir, daf die Aussage
” /\OR(F » 1) = 07 wegen F' = F genau dann zutrifft, wenn f die Identitiit
n>

ist. Wegen ' # @ ist nun auch die Folge { (2, 1)} definiert und monoton

fa]jlend, wie aus oy, — | < ||ln,— 2| fiir 2eF gemiB Lemma 2, (@) folgt.

Wir wollen sogar lim{g(x,, F)} = 0 beweisen. Ist 7o > 0 und nicht fiir
N—00

fast alle ne N g (@, F) < nj, also 0@, s F) = 1, fir eine streng monotone
Teilfolge {k,} von N, so. wire wegen der Monotonie ¢(x,, F) =5, fir
alle neV, m.a. W, es ist ZpeB(F, ) tir neN, dh. R(F,n,) # @ und
daher gemiB b '
If(@)—all = inf (||f(z)—a) > 0,
ZeR(F,n,

)
also auch ’

lim {f (@) —anl} > 0,

was Lemma 2, (b) widerspricht: By ist lim {o (@, I")} = 0. Sei nun ¢ >0

und dalzu"rnueN mit g (a,,, F) < &2 gew'a-;hl‘r,. By gibt 2, e F mit [, — 2]
<ef2. Piir n,m>n, ist dann wegen der Monotonie von {llwn— 21}
(Lemma 2, (a)) sowohl |z, — 2| < long — 24l als aweh |l — 2 < (@0, — 24l

) e@, F): = inf(jo— ).
4
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was schlieBlich [, — ull < oa— 24/ + [0 — 21| < 2|0, — 24l < & ergibt: {m,}
ist Cauchyfolge in B. Wegen der Vollstindigkeit von F gibt es x¢E mit
lim{r,} = 2. Wegen x,eX und X = X ist z¢X. DaB auch fle) ==

T—>00
zutrifft, folgt ans 1.3, (*) und Lemma 1.

4. DIE ITERATIVE LOSUNG DER LINEAREN FREDHOLM-GLEICOUNG
(I—4)x = b MITTELS TOEPLITZ-VERFAHREN

4.1. Es sei B ¢in komplexer Banach-Rawm, % (¥, E) der Banach-Raum
der auf E definierten und dort Deschriinkten linearen Operatoren,
AeZ(E,E) wnd o(4) das (kompakte) Spektrum von 4. Ist 1¢o(4d),
d.h. existiert (I—A4)~'¢ 2(E, E) so besitzt die-Gleichung

(*) I—A)e =10
fiir jedes beF genau eine Losung, nimlich o = (I—A4)"'b. Liegt o(4)
im offenen Rinheitskreis j¢| < 1, gilt also fiir den Spektralradius

»(4): = lim {/|4")} = max |2| < 1,
200 zea(<d)

50 konvergiert die Neumannsche Reihe Y A”b fir jedes beF gegen diese
7=0

Losung. Soll das umgekehrt gelten, so ist »(4) <1, d.h. das Spektrum
von 4 liegt ganz im abgeschlossenen Einheitskreis. Das folgh aus
SArz 6. Ist B ein komplewer Banach-Raum, A< % (E, ) wnd fir alle
beEB die Neumannsche Reihe > A”b konvergent, so ist »(A) < 1.
Beweis. Definieren wir eine Folge {¥,}...,+ von linearen beschrinlkten
Operatoren ¥, durch N, (b): =

P

besondere sup [N, (b)) < ¥, wo N von b abhingen mag. Nach dem
NeZt

A’b, so ist nach Voraussetzung ins-
[}

Resonanz-Theorem von Banach (s. Yosida [7]) gibt es M >0 mit
sup iV, < M. Fiir neZ” ist dann (N_;: = 0)
Z

w n-1 n n—1
W= Y= Yal<| Yar|+]| Y4l = 1w+ vl <20,
=0 =0 =0 B = '

also »(4) = LIm {J/|4"} < im{}/ (2M)} = 1, q.e.d.
H—00 =200
Bemerkungen zu Satz 6. 1. Die Aussage des Satzes 6 bleibt
ersichtlich giiltig, wenn nur die Beschrinktheit der Folge der Partial-
summen der Neumannschen Reihe angenommen wird. :

2. Besitzt A ein reines Punktspektrum (z. B. wenn F endlichdimen-
sional, oder, allgemeiner, wenn A4 vollstetig ist), so kann die Aussage des
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Satzes 6 zu v(4) < 1 verschirft werden. Zu zec(4) gibt es dann nimlich
ein beF mit 5]l =1 und Ab = zb. Durch Induktion folgt A’b = 2"p
fiir veZ*. Die Konvergenz von » A’b impliziert im{4"d} = 0, woraus
v=0 P20
lim {j2"} = lim {|4 8]} = 0, d.h. |z| <1 resultiert. Wegen der Kom-
paktheit von o(4) ist also auch »(4) = ma;x 2] <1, g.e.d.
gea()

Wenigstens fiir den Fall eines komplexen Hilbert-Raumes wund
normales A werden wir im folgenden zeigen, daf es Toeplitz-Verfahren
der unter 1.3 betrachteten Art gibt, welche auch bei allgemeinerer Lage
des Spektrums o(4) von A fiir jedes beF (gegen eine Lisung von (*))
konvergieren. Bei dieser Zielsetzung bedeutet es keine weitere Fin-
sehrinkung der Allgemeinheit, auch noch 1l¢0(4) anzunehmen. Denn
setzt man, zu einem beF, x: = lim {z,}, 80 ist (I—A)s = b (Stetigkeit

N—r00
von A4), d.h. (I—A4) ist surjeltiv. Ist andererseits (I—A4)b = 0 fiir ein
beE, d.h. Ab = b, so lautet die Iteration 1.3, (**) mit @,: = b

N1
oy = (1+Z c,,)b.
V=0

Wegen der vorausgesetzten Konvergenz von {z,} und der Divergenz
von 3o, kann nur b = 0 sein, m.a.W. (I — A) ist injektiv. Beides zusammen
ergibt die Existenz von (I—A4)™* auf F und wegen der Vollstindigkeit
von F ist (I— A)™" iiberdies stetig (Satz von Banach), d.l. esist 1¢o(A4).
DaB diese Aussage in voller Allgemeinheit nicht umkehrbar ist, besagt
Satz 6 und ist gerade der eigentliche Anla8 su den folgenden Unter-
suchungen.

4.2, Definiert man f: B — E durch f(x): = Ao+ b, so ist die lineare
Gleichung (I—A)z =b dem Fixpunktproblem f(z) = #quivalent.
Ist weiter (f.:) eine Toeplitz-Matrix der unter 1.2 beschriebenen Art,
so lautet das dortige Verfahren (*) mit diesem f

n n
(*) @ =b, mn+1:=2tnk(Awk~|—b)=2tn,cAmk+b (neZ*).

k=0 k=0

Neben (*) betrachten wir noch die Iterationsfolge {Yn}, welche durch

"

Ynyrt = ZtnkA'!/lc

Je=0

(*+) Yo: =, (neZt)

definiert ist.
LeMma 3. Fir neZ* gilt (I—A4A)v,—b = — Ay,.
Beweis. Unmittelbar durch Tnduktion,
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Levma 4. Bs sei Ae Z(H, B), 140(4), be B und seien {z,} bow. {y,}
die gemdf (*) bzw. (**) definierten Folgen. Dann gili: Genau dann kon-
vergiert {w,} gegen die Losung von (I—A)x =b, wenn lm{dy,} =0
statifindet. e

Beweis. (a) Es sei {#,} konvergent: #: = lim{x,} und z = (I— A4)"'b.
Ns00
Dann folgt mit Lemma 3:

lim {Ay,} = b—1lim{(I— 4)a,}

= b—(I— A)lim{w,} =b—(I—A)(I—A)'b = b—b = 0.

(b) Es sei lim{dy,} = 0. Wegen Lemma 3 ist im{(I— 4)z,} = b.
00 Hry00
Aus 1¢o(A) folgt aber (I—A) ‘e Z(E, E), d.h.

lim{z,} = im{(I— 4) ' (I—A)z,} = (I—A4)"'b, q.e.d.

4.3. Es s¢i (f.x) nun weiter zu der in 1.3 beschriebenen Art spezialisiert,

(*) Lot = b; Tny1t = (1_0n)mn+c'n(-Awn+b) (neZ+),

(*%) Yo: =0, Yyl = (1—Co)¥ntCndy, (neZt);

wobei ¢,e(0,1] ist und D e, divergiert.
r=0

Lemma 5. Ist ¢, =a (0 <a<l), f: E—~FE dwch f(z): = Az+b
fiir xe B definiert und damn g: = (1— a) I+ of gesetet, so gilt fiir das Ver-
fahren (*)

#n = §"(b) = (1—a)I+of)"(b), d.h. {m.} laft sich als Picard-
Tteration einer Funktion g schreibem.

(***)

Beweis. Unmittelbar.
Levma 6. Ist ¢y =a (0 < a<<1) und f: B — K durch f(z): = Aa-+b

fiir xe B defindert, so gilt fir das Verfahren (*)
n A
(x448) g, =v§ MA—a)" " f(B), d.h. wegen f*(b) =V§OA’b:{xﬂ} ist
die Buler- Knopp-Transformierte der Neumannschen Reihe (s. Zeller [8]).
Beweis. Die affine Abbildung f hat die folgende Eigenschaft:
(+) A A iffest(1—a)y) = of (@) +(1—a)f(y).

z,yeB  aef0,1]
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Durch Induktion folgt daraus leicht
n n
|2, wm) = D aif ().
(£ eens B )BT (@], 000, 0) [0, 1] (1—;1‘ ) g
d .
¥ a, = 1

(++)

V=1

Fiir # = 0 istb nun &, = b. Ist » >0 und fir dieses n (****) hereits
bewiesen, so folgt fiir n4-1:

Bpr = ((1—a)I+af)"*(b)  (nach Lemma b)

= (1= a) I+ of {1 — ) I +af)" ()

=(1—a)I+ af)z L—a)™" " f"(b)

:Z(Z‘l)(l_ )':Hl » v +2 71 » 141‘/-1_;1([))
v=0

(wegenz J(1—a)*a’ =1 und (++))

n4l =n+1

= D)L= (0)+ D () —u)"“ "o (b)
=0 =0
41

= )™= d D),  qeed.

N
3

4.4. Um die Konvergenz eines der in Rede stehenden Toeplitz-Ver-
fahren gegen die Liésung von (I—A)x = b zu gewdhrleisten, geniigt es
nach Lemma 4 nach Bedingungen zu suchen, welche dxe Aussage
hm{Ayn} = 0 zur Folge haben. Wir betrachten die durch (#), (**) in 4.3

gegebenen Verfahren {.Ln} {#a}. Entsprechend Lemma 5 gilt fir {y,,}

ORI %-H[ —6)I+ e A1) (neN).

Definiert man eine Folge von linearen beschrinkten Operatoren
{4,} durch

() A ~H[ —6)I+0,14] --]7[[% L(I—4)1,
so ist g, = 4,b.

Wir wollen nach handlichen Bedingungen Ausschau halten, welche
hm{An} = 0 in &£ (H, E) implizieren. Dann ist natiirlich auch hm {yn} =0,

dh hm{Ay,,} =0 .(Stetigkeit und Linearitit von A)
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LeMMA 7. Hs sei
{w,} gemdp 4.3,

(B, [} ein komplewer (B)-Raum, A% (B, B),
(*) und A4y nach 4.4, (+*) definiert. Ist weiter Be(0, 1),

“und sind dann x, %, 6, ueR durch

1—‘{ omi 1— Re( . < i
»: = lim{e, J: = 2min %
v—00 } ’ | zeo(d) ll— z]” K !
8: = f(A—w), s:=min[l—z|
zea(A)

sowie noe N durch o, < A— 8 fiir n > n, festgelegt, so findet fiir n = ny—+1
n

(%) () < @A™ [T (1—(3/2)u%,_y)

r=ny+1
statt.
Beweis. Bezeichnet I7,(z) das komplexe Polynom [][(1—0, )+

+¢,_;2], 80 gilt nach dem Dunfordschen Spektr alablnldungbqa,tz (Yosi-
da [7]) fiir neN -

(+) v(dy) = sup |w| = sup |w| = sup {nﬁ z)l
. wea(U,n(A)) welly(a(4)) zea(A)
= su l1—6_(1—2) < sup |1—e_ (1 —2)].
zm(.]4?) ,,I] 1 yo] 2Zeo(d) !

Nun ist fiir v > 1
L—ei(1=2)* =1—e_1(2(1—Re(2) —e,_11—2]2)
und daher fiirv = n,+1 sowie zeq(4)

2(1—R 12
[1"01’—1(1"‘3” < I:l‘"cv—l(_(“i:?i’z(z_)) _cv—l) l1~z,2:|

; 8
<[t—eryfA— (A= 8)) 2] = (1—du2e,_1) P < 1— 5 Ho

Mit (+) und der fiir zeo(d4) giiltigen Abschitzung |2| < »(4) < |l4]
folgt die Behauptung.

KoRroLLAR 1. Definitionen und Voraussetzungen wie bei Lemma 7.

Dann ist Hm{»(4,)} = 0.
N—>00

Beweis. Man bestimmt n,¢N s0, wie in Lemma 7 beschrieben und
hat dann (***) fiir %> n,+1. Andererseits impliziert die Divergenz

é
von 20, die von Z~2— #2e,_; und also auch
v

[t o

r=np+1

a)} = 0 wegen (***), g.e.d.

|

N0

dh. lim {»(4
=00


GUEST


294 J. Reinermann

Es sei ¥ im folgenden ein komplexer Hilbert-Raum und 4 « % (%, B)
ein normaler Operator, d.h. es ist A*4 = AA%(%). Mit 4 ist dann- auch
A, normal, und weil iiberdies £ (B, F) mit der Involution 4 — A* eine
B*-Algebra ist, gilt fiir ne N

(++) v(dy) =

SaTz 7.

Voraussetzungen. a. Fs sei B ein komplexer Hilberi-Raum, bel,
A& (B, E), normal und Be(0, 1).

b. Es sei {cn} eine Folge reeller Zahlen mit 0 < ¢, <
Reihe Z’ 0.

y=0

4l

1 und divergenter

c. Es seien %, 2,8, ueR,nyeN durch

—_ . 1—TRe(z)
x: = lim{e, A =2min ————~—
* V—»m{ }’ rea(d) 11“2}2 !

01 = f(A—=n), wp:=min|l—z|,
zea(4)
G<<A—08  fir n>n,

definiert und dberdies gelte = < A
Behauptungen. I. Bs gili hm{wn} = (I—A4)"b.

L. Mit 22 = (I—A)"b fmdet fm" n = nyt+1
oA - 5
() lo—a < Jp ZE 4D (1~~u“ce_1)
. i 2
r=mny+1
statt.

Beweis. Zu I: Nach Lemma 7, Korollar 1 und (++) 1st hm{HAnH}

=0, also auch hm{Ay,,} hm{AA b} = 0. Lemma 4 liefert d1e Behzmp
tung :

Zull: Wegena = (I— A) 'bund o, = (I— A) M b—Ay,) = (I—4)7"
X(b—AA,Db) (5. 4.4, (**)) ist

(+++)  lo—mll = [(I—4)" p— (b—AA4,D)]|
<I—4)” ICZ—A)~") 144] 48] .

Mit A sind aber nun auch I— A wund (I—A)~
(+-+4) wegen (+-+) in der Form

(++++) Sv[I—A)"] v (4a) 48]

(I—4)
Il 1 4n 48 <

~! normal, weghalb

12— 2]

(*) A* ist der zu 4 adjungierte Operator.

icm
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geschrieben werden kann. Nach Dunford’s Spektralabbildungssatz ist nun

1 1

minl—z 4
2eo(A)

y[(I—4)"']= max

[w| = max [1—g|~! =
wea(I-—A)—l

ZEU(A)
(&> 0wegen 1¢a(4)), so daB wir mit Lemma T (+4+4) fir n > n,+1
2+ 141) )
fo—aul < s EEIADE T o)
“ 2
) Y=ngy+1
erhalten, q.e.d. ’
DaB es ein fiir alle normalen 4¢.2 (B, B) mit
1—
A: = 2min —»M
wad) |L—2]?
konvergentes Toeplitz-Verfahren {2,} (mit von A4 unabhingiger Folge
{c,,} gibt, besagh
KoROLLAR 2. Definitionen und Voraussetzungen wie bei Sate 7, jedoch
gelte bei b zusdtelich lim{e} =0 (2. B. ¢,: = 1/(»+1) (Cesiro-Matrix)).
Dann gilt: toreo ) .
I lim{z,} = (I—4)"'b.
N0

IL Ist neeN und o, < A—0 fiir n2= ny+1, so gilt fiir n> ny-+1

n (1—-5,420,_1).

y=ng+1

)
lo— ) < [ 4p) E1AD" ” I

Beweis. Wegen x = 0 und 1 > 0 ist » < 4 erfiillt, d.h. I bewiesen,
und die Behauptung II folgt unmittelbar aus Satz 7.

Daf es zu jedem normalen Operator Ae Z(E,E) mit 1> 0 eine
konvergente Toeplitz-Iteration mit sogar konstanter (aber von A
abhingender) Folge {c,} gibt, besagt

KoROLLAR 3. Definitionen wund Vorausselzungen wie bei Sate 7,
Jjedoch gelte bei b ¢, == a mil ae(0, 1] und o < A Dann gili:

I. hm{wn} (L— A)” 1p,

II. I’u'r nz2 ist

A 1 1
Jo—ul < an) L (1 Loy

Beweis. Mit # = o und a < 4 ist » < 4, d.h. I ist bewiesen. Setzen
wir weiter f: = 4, so ist 6 = {(A—«a), also, wegen a < A, 6, < A— & fiir
neN. Nach Satz 7 ist IT bewiesen.

kS

Studia Mathematica XXXII, z. 3 15


GUEST


296 J. Reinermann

Bemerkungen zu Korollar 3. 1. Ist Ri (RY<y <1, zeo(4)
(was mit 2> 0 dquivalent ist), so kann #ea(4)

. (1 1~y )
L =min ————
¢ P Al
gesetzt werden; es ist némlich ae(0, 1] und weiterhin fiir zeo(A)
1—Re(?) <2 1—Re(z)
(14[21)® 11—z

a<?2

)

also auch a < A.
2. Mit Lemma 6 und der daran anschliefenden Bemerkung kann man

Korollar 3 in limitierungstheoretischer Sprache so formulieren: Fiir
jeden mormalen beschriinkten linearen Operator A mit
di= 2min~ll§—e¥)—> 0 (oder Re(z) < 1,zeq(4))
2ea(d) ]1—z|f
tund fiir jedes reelle ae(0, 1] mit « < A ist die zum Problem (I—A)x = b
angesetzte Neumannsche Reihe 3'A’b zur Losung (I— 4)~"'» Euler-Knopp
limitierbar mit Koeffizient a.
KOROLLAR 4. Ist A ein normaler Operator, ae(0,1] und liegt das
Spekirum o(A) von A ganz im offenen Buler-Knopp-Kreis
a—1 ‘ 1}
2— < —f,
14 a

EK,: = {z]ze(}/\

s0 ist das Toeplitz- Verfahren 4.3, (*) mit ¢,: = min(1, a) konvergent gegen
(I— AY™'b, und es gilt eine entsprechende Fehlerabschiitzung wie in Korollar 3.

Beweis. Die Aussage

_1,
a

a—1

Z—

”zsa(A) a
ist
pa < A?

dquivalent. Korollar 3 liefert die Behauptung.
Aus Korollar 4 erhellt auch die geometrische Bedeutung von

1—R
A: = 2min 1=Re() ;
2eo(4) Il*zlz
es ist A~* der kleinste Radius eines abgeschlossenen Euler-Knopp-Kreises
EK,, der das Spektrum von A enthilt.

Beweis von Satz 4. Wegen der Kontraktionseigensehaft von
fist 4] <1 und daher auch »(4) < 1. Fiir 2« o(4) besagt das [2] << v(4)

<1, was mit 1¢0(4) die Inklusion o(4) c BE,—{1} c BK,, ergibt.
Korollar 4 ergibt die Behauptung. - ‘
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