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Le premier probléme de Fourier
relatif a un systéme parabolique
d’équations non linéaires

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Introduction. On considére ici la question de Dexistence de la
solution du premier probléeme de Fourier relatif & un systéme parabolique
d’équations non linéaires dans des domaines non cylindriques. Le probléeme
analogue pour un systéme plus spécial a été traité par Kusano [4].

§ 1. D’abord nous introduisons les définitions et les notations néces-
saires. Soit x(z,, ..., z») un point de l’espace euclidien E, et (f,x) un
point de lespace-temps F,.;. Nous désignons les distances entre les
points P(t, x) et P'(t',z') par

e(P, P') = (f—t'P+|a—a'P)y et d(P, P')= (t—¥| +]e—a"F)= .

ol
n
lz— 2’2 = Z (e —x5)? .
i=1
On appelle d(P, P’) la distance parabolique des points P et P’.
Nous définissons les normes suivantes pour les fonctions définies
dans I’ensemble B C E,+1:

B B B |u(P)—u(P’)|
=S P a = S
o = Supu(P)l, - Jul = lulo 4 sup

« P#P’

n n
B B B B B B B
|u|l+a = 'ulu +Z I’u’a‘tla y IuIZ-l-a = |u|l+a+2 l“a:¢]1+a+ l/u’ilu
i=1 i=1
(0<a<1).

On dénote par Cy(B) la classe des fonctions (¢, ) définies dans un
domaine B et satisfaisant & la condition

P < oo, o g=0,a,1+a,2+a.
2%
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Soit un domaine D borné, ouvert, non cylindrique et contenu entre
les plans t =0, t= T et la surface latérale 8. Soit éD = 8 v Q,, ou
Q,=D ~ (t=0).

Supposons que la surface S vérifie la condition (s) suivante: on peut
couvrir § par un nombre fini de sphéres {Z,} de maniére que la portion
de la surface S découpée par 2, admette une représentation (pour un
certain ¢) de la forme

Ty=h(l, Ty .y Ti_1y Tizay ey Ta)(by Tyy eovy Biay Bitry ooy Tn) € T,
et possédant les propriétés suivantes:

(i) la fonction h appartient a la classe C. .(T,);

(i) les dérivées ohjox) vérifient la condition de Holder par rapport
a la distance o(P, P’).

On dit que la fonction ¢(¢, #) déterminée sur la frontiére ¢.D vérifie
la condition (F), 8’il existe une fonetion D (¢, x) € C;44(D) telle que 1'on ait
&(t, z) = ¢(t,x) pour (f,x)edD.

Dans ce cas nous pouvons définir la norme
aD . D
lplate = Inf D53,

(infimum étant pris pour tous les prolongements @ e Cy.(D)).
On appelle premier probléme de Fourier pour léquation parabolique

n

(1.1) Z as;(t, w)um,+2 bi(t, z)ugy+c(t, x)u—u = f(z, 1)

4i=1

relatif & un domaine D le probléme qui consiste en la recherche d’une
solution de 1’équation (1.1) dans D coincidant avec une fonction donnée
o(t, z) sur la frontiére oD, c’est-a-dire

(1.2) u(t, z) = @(t,x) pour (¢, x)edD.

Dans la suite nous utiliserons les théorémes suivants établis par
Friedman ([1] et [2]).
THEOREME 1.1. Nous admettons les hypothéses:

1. La surface lat_érale du domaine D satisfait a la condition (s).
2. Pour (t,x) e D et pour tout vecteur (&, ..., &n)

D aii(t, )&k > AJEE,  A,> 0.

i,i=1

n n
3. 2 layla+ 2 b+ lele’ < 4y, |fld < oo
4. La fonction ¢(t, x) vérifie la condition (F).
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Dans toutes ces hypothéses il existe ume solution unique du probléme
(1.1)-(1.2) satisfatsant a Vinégalité

(1.3) [l2re < C(IfI2+|plaTa)

(C dépend des constantes A,, A, et du domaine D).

THEOREME 1.2. Nous admettons les hypotheéses 1, 2 du théoréme 1.1
et de plus:

3'. Les fonctions a,bi,c,f (¢,) = 1, ..., n) figurant dans Uéqua-
tion (1.1) sont continues dans D et

n n . n
D a4+ D 0l +lel < Hyy D) llaslf < H,
1,7=1

i=1 ij=1

S _ S las;(P) — ay(P)]
llaslly = laiilo +P§:’1,I:S o(P, P') -
P#P’

4'. Il existe une fonction ¥(t,z) définie dans D et telle que W(t, z)
= ¢(t, ) pour (I, x) edD:

n »n
PP = PR+ D 1Pl + D WO+ 1FD < oo
i=1

1,j=1

8’il existe une solution w(t,z) du probléeme (1.1)-(1.2), nous pouvons
établir Destimation

(1.4) s < CUfIP+|PI2)  pour chaque 0 <6< 1.

(C dépend des constantes 6, Hy, H,, H,, du domaine D et de la surface
latérale 8S.)

§ 2. En nous appuyant sur les théorémes 1.1 et 1.2 et sur le théoréme
du point invariant de Schauder nous prouverons l’existence de la solu-
tion du premier probléme de Fourier relatif au systéme parabolique
d’équations non linéaires:

(21) ) akt, @) uks,+
%,7=1

n
2 1 N 1 1 N N\ &k N
—}—Z bi(l, Ty Uy oeey Uy Uzyy ooy Ugpy ceey Uzyy eoey Uzy) Uzi— Uy
i=1

k 1 N 1 1 N N
=f (t, .’I}, u g reey u ] uxl, seey 'u'_zn, seny uzl’ seey ’an) y

(2.2) uk(t, z) = ¥t,z), k=1,..,N.



22 J. Chabrowski

Ce systéme peut étre écrit briévement sous la forme

n

(2.1) D ek, p)uba,+
4,7=1

n
+2 bi(t, z, UL, 2), Uxt, @), ..., UZ(1, ) uz,— ui

i=1

— ', @, U, 2), UML, @), ..., UN(t, @),

ou U(t,x)= {u't,a}, k=1,..,N, Ugt,x) = {ul,..,ul}, i=1,.., N.
THEOREME 2.1. Supposons que

n '
a. ) a:-‘,-(t, @) E: &5 = A\E|° pour tout vecteur (£,, ..., &) et pour (1, x) e D,

ij=1
A0>0, k: 1, ...’.N.
b. Les coefficients a; appartiennent & la classe Co(D) et vérifient

la condition de Lipschitz par rapport a la distance o(P, P’') sur la sur-
face 8.

c. Les fonctions bi(t,x, U, P*, ..., PY) sont bornées pour (t,x) e D et
pour tous les U, P', ..., PY (P'=(pi,.., ) et vérifient par rapport
a toutes les variables la condition de Holder de la forme

b%@, z, U, P, ..., PYy—b4i,z, U, P, ..., PY)|

N
<B,d(P,PY+B, D W —@|+B, D Ipi—3j,
7=1 i=1l..,N
i=1,...,7

o P=(t,x), P= (i, 7).

d. Les fonctions f"(t, z, U, Pl, ey pY ) sont holdériennes par rapport
aux variables (t, x), U, P', ..., P,

i t, 2, U, P, ..., P")—f@, P, .., PY)

:i’ U? !
<G AP, PY+ 6 D W —a1 e Y |pi—pi,
i=1 =1 N

i=l..,n

et en outre elles vérifient les inégalités

N
\f¥t, @, U, P, ..., P")| < F, 2 lu;+F, D 1pi,
p

i=1...,N
F=1l0n
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ou B,, B,, By, Gy, Gy, G5, F,, Fy, uy, s, 01, 0, Sont des constantes positives et
de plus 0 < o<1, 0 < g, < 1.

e. Les fonctions ¢¥t,x), k=1, ..., N, vérifient la condition (F).

Dans toutes ces hypothéses il existe au moins une solution du probléme
(2.1)-(2.2).

Démonstration. Considérons D'espace de Banach C,,sD) de tous
les systémes de fonctions {u!(t, x), ..., u?(t, x)} définies dans le domaine D,
pour lesquelles la norme

D D N\D
(U s = max (|u' sy ey [0 [136) < o0,

ol 4 est une constante positive, arbitraire et non supérieure & I'unite,
est finie. Soit dans ’espace C,;;4(D) I’ensemble A des fonctions qui véri-
fient la condition (2.2) et l'inégalité

|V(t7 w)l1+6 < M ?

ou M désigne une constante suffisamment grande. Cet ensemble est
borné, fermé et convexe. Nous introduisons dans I’ensemble A 'opération
U= A(V): si V(t,z) e A, la fonection U(t, z) = {uk(t,x)}, k=1, ..., N,
est solution du systéme

Z afi‘i(ta w)“rzcwa‘f'z b?(ty z, V(t, o), V::(t’ L)y eny Vf(ty .’L‘)) “-‘ﬁ'_mk
iz

=1
=fk(t’ z,V, Vrlﬂr ooy V:lcv)

et satisfait & la condition (2.2). Le théoréme 1.1 garantit que l'opération
U= A(V) est déterminée dans I’ensemble /. D’abord nous montrerons
que l’ensemble transformé A’ de l'ensemble A par l'opération A(U)
est contenu dans /. En effet, il résulte du théoréme 1.2 qu’on a pour
chaque 0 < d< 1

[ 1 < Ol |21 +sup |f(t, 2, V (2, @), Valt, @), -y V(85 2))]]
k - 1, sedy .N .
Les constantes Cy ne dépendent pas de M. D’aprés I’hypothése d on a
[u*iTve < CUf|PF) +F, N M® + F, NnM®] .

Si nous écrivons € = max(C,, ..., Cy) et |P|f = max (|¥7, ..., |[¥V),
nous avons

(2.3) |Ulhys < C(|Pl5 +F,NM®*+F,NnM®) .



24 J. Chabrowski

En vertu de l'inégalité (2.3) I’ensemble A’ des fonctions transformées
est contenu dans l’ensemble A si la constante M vérifie la condition

ClIP|?+F, NM"+F,Non M| < M .

Cette inégalité est valable pour M suffisamment grand, car on a
0<pgp<let 0< <l

Maintenant nous montrerons que l’opération A (V) est continue.
Soit U, Ve A, U= A(U), V= A(V); alors on a équation

2.4) ) afi(t, @) (Whe, — Tha) +

ij=1

+Z b;‘(t’ z, U, U:lu seny Uzzv)(a:;—'_’;:‘j)-(ﬁ:"—v:‘)

i=1

= D b5ty 2, V, V3, ey V2) = ¥(t, @, U, Us, .oy U)W+

=1

+fk(t7 z, U, U;r ey U:lcv)_fk(t"w! v, V:n oy Viv) .

En s’appuyant sur le théoréme 1.2 et les hypothéses ¢ et d on arrive
aux limitations suivantes pour les normes des différences (u*— o*):

N N
7 — 7R < 0[6, D) (10— 120+ 06, ) (16— 1Py +

i=1 j=1
N .
+1(BytBy) ) 1 — 02317
i=1

pour chaque 0 < < 1, d’ou il suit la continuité de l'opération A(U).

Il reste 2 montrer que 1’ensemble transformé A’ de ’ensemble A
par D'opération A (U) est compact. Dans ce but il suffit de montrer que
I’ensemble A’ est uniformément borné au sens de la norme | |;4+,, OU
y > 8. Cette limitation résulte facilement du théoréme 1.2.

En appliquant le théoréme de Schauder nous concluons de la l'exis-
tence dans I’ensemble A d’un point U(«!, ..., 4Y) qui reste invariant
relativement a Dopération A(U) et de méme l'existence de la solution
(w2, @), ..., u¥(t, 2)) du probléme (2.1)-(2.2).

Remarque. Si les conditions f*(¢, z, U, P!, ..., P*™*, 0, P**', ..., PY)
= 0 et w*(t, z) > 0 (u*(, ) < 0) sont remplies pour (¢, ) e 9D, on a u*(t, x)
>0 (u¥(t,z) < 0) pour (t,z)e D, k=1,.., N (voir le théoréme 1
dans [3}).
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