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1. THROREME 1. Pour tout « positif, il existe une suite (2 )us de nombres
réels telle que (A, —n| <Cz 6 que (zh,),,; est bquirépartie modulo 1 i et seu-
lement si le nombre véel 2 est transcendandt.

En fait, nous prouverons un résultat plus préecis. Soit « Iensemble
des nombres réels algébriques sur Q et soit 8, =1, 0,,4,, vy Oy i
une base de 'espace vectoriel =/ gur O; tout nombre algébrique peut

o)
done étre écrit comme nne gsomme finie 2 by ol 7,0 et ol toug les r,
1]

sont nuls sauf un nombre fini,
THEOREME 2. Pour tout & positif, il ewiste une suite (e)is1 de nombres
oo

réels non nuls 1elle que 2 el < & el que, si
1 .
. . kg
(1.1} A =n+ Y msin(@zlyn),  neN,
1 -
(#hy) sy €5t dquirépartie modulo 1 si et seulement si » est tramscendant.

2. La preuve dn théoréme 2 néeessite les lemmes suivants.

LpMme 1. Soit (g'l,c(m)),rf;}1 wne suile de fonctions continues @une variable
réelle, & volewrs complexes et périodiques de période 1. Supposons que

(=4}
D Nge— 1o < 400, 80t (O)imes 0, =1, une suite de nombres réels, liné-
: .

o0
airement indépendants sur Q. Posons f@y = [[g.(0,@). Alors, si  est un
. 1

nombre réel,

f(1yexp(—2int)+... 4 f(n) exp (~ 2imni)
n

My (f3 1) =

& pour limite, selon les cas,
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(i) 0 si t me éerit pus comme wne somme finie 3 pyBy; preZ,

R0
(3) Hfj’k(?k) §i 1= X0, Dy, tous les py dlomt wuls sauf un
1 ]

nombre fini.,
Remarques. Bien que la somme en (ii) soit finie, le produit en (ii}
est infini (il y a upe infinité de termes §,(0)). 81 g est périodique de période 1,

= f g (@) exp(— innx)de.
0
Enfin {lgl = sop lg (@)}

La preuve du lemme est simple. Soit f, = IT 9:.(6,2); alors f est
1
la limite, uniforme sur tout R, des f, et

lim ‘ﬂn(f; t) = lim lim ﬂ'n(fv; t)'

SO0 v-f00 =400

+D° -~ ) - .
La série de Fourier de g, (6,x) est Y §,(p)exp (2inpbyx) et done la fonetion

0,(0,%) est la limite uniforme- sur tout R des polyndmes trigonométri-
ques

Z (1__ .!P_E)gk(p)exp (2inp02) = 04 [9,(622)]

(les sommes de Fejér de la fonction continue g;). Alors [19:(6:2) estla
’ 1
limite uniforme de [[0,[g:(6x®)] = fon (@) eb
, A .
lim A, (f,;8) = lm Lm A, (fu;t)
fi—-toc —4-00 fi->-H00

Tl reste & calculer im .#, (f,,; 1), caleul immédiat car f,, est une somme
f~-+00

finie }_'j a;exp(2iniz) oh B, est lensemble des somimes Z‘pkﬂ,c, pke?'
S th (modﬁlo 1),

L]

si, an confraire, t = p,+-1, 2k,

lim ‘/t’n(f::m; t) == 0.
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On en déduit que

n~rfoa

Im ., (f.58) =0 s ¢ ne éerit pas Z P,
: 0

v

Jim (50 = [ [ulp) s b= 2 mile

1
Le lemime en résulte.

3. Appelons (1), une suite de nombres réels tels que 5‘ [] < oo,

Soit J,(#} la n-itme fonetion de Bessel définie par

R :
Tole) 2o f exp {izsing—inf} o,

La suite (4,),., est définie par (L.1).

LeMME 2. 8% le nombre véel t ne peut éire écrit comme une somme finie
D0y, alors

L2
N

-t Zexp (Zimtd,) =0 (N -» +oo).

8i, au contraire, 1 = Zp;ﬁ, (tous les p; sont nuls sauf un nombre fing),

fo=t1]
alors
‘ N s3]
Nt 3 exp(2intd,) - J] (—=1ed, (@nty) (¥ > +o0).
1 k=1
IEn effet,
exXp(2intd,) = exp{2inin)f{n)
olt

(9]
== ]7 gk(g.’:m)i {2} = exp {2?"71“%5111(27?“’)} .
1

Le lemme 2 est alors une conséguence immédiate du lemme 1.

4. Pagsons i la preuve du théoréme 2.

8i z est transcendant, le critére de Weyl applique et montre, grice
au lemme 2, que (wd,),., est équirépartie modulo 1. Nous allons amontrer
que 'on pent choisir les (9;),.., de gorte que, pour tout nombre algébrique o,

il existe un entier m tel que la limite de X! Zexp 2imemad,) soit diffé-
R=1
rente de 0.
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On choisit m de sorte que ma =1 §'éerive 3 9,0, PreZ. Aloxs la
13 .

S PR o
limite en question vaut, grice au lemme 2, (—1) *° " [] Iy, (Z7ety). Nous
1

utiliserons le lemme:

LEMME 3, Quel que soit & positif et quelle que soit la partie dénombrable D
de R il emiste une suite (n)psy de nombres véels telle que pour lout entier ,
tout entier p et toui élément non wmul ¢ de D, J,(tny) +# 0.

Soit, en effet, A(p,?) Vensemble des = réels tels que J,(iw) = 0.
Puisque J, est une fonction entiére, 4(p,?) est dénombrable et il en
est de méme de A = {J A(p, 7). Il suffit de choisir une suite (m;)..

B>
0x:isD

tendant assez rapidement vers 0 pour gue 3 || < & mais dont les termes
k=1
n'appartiennent pas & l’ensemble dénombrable A ce qui ezt possible.
Les 7, étant ainsi choisis, lorsque D = 2n./, le produit infini

[1J,, (2mtn,) est convergent et m’est done pag nol i fess.
: :
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1. Tn 1957 Ilooley [2] proved under the extended Riemann Hy-
pothesis the asymptotic Lormulae for the sums

(1.1) | Srip—a),  Yr(¥—p),

N Yy

where « iy @ fixed non-zero infeger and p denotes generally a prime
number and further »(n) is the number of representations of n as the
sum of two squares.

After Tlooley’s very inleresting proof, in 1960 Linnik 4] proved
rigorously these asymptotic formulae applying his very powerful “Dis-
persion Method”. Therefore the longstanding conjecture of Hardy and
Littlewood is completely proved. '

On the other hand the large sieve method which is created by Linnik
ig recently astonishingly improved by Bombieri [1], and the extended
Riemann Iypothesis which was used by Hooley can be replaced by the
mean-value theorem for the remainder terms of the prime number
theorem in an arithinetical progression.

Now from the asymptotic formula for the swm (1.1) we can conclude
that there ave infinitely many prime numbers which are of the form

@4y 1, Then, how many such prime numbers ave there up to N ¢

This ig the problem that we will freat in this paper.
Tiot b(n) == 1 il » iy representable as the sum of two squares, and = 0
otherwise. Then fhe following asymptetic formula of Landau-

wy M o T - l)m'zN(lo wy
. ?TAJ h () Nvl/i'} | T g
. wN 2 1 e 1(mu(1L)

is a well known result. T"[ence onr problem iy to study the behaviour
of the sum

Iy) = Z b(p—1),

PN



