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Uber die Michtigkeiten und Unabhingigkeitsgrade
der Basen freier Algebren, II*

Peter Burmeister (Bonn)

Finleitung. Im Zusammenhang mit den im ersten Teil Dbehandelten
Problemen tauchte auch die Frage auf, ob verschieden michtige Basen
einer Algebra verschiedene Unabhingigkeitsgrade besitzen konnen und
was man fiber die Unsbhingigkeitsklassen der U-Basen der A-frei
erzeugten Algebren einer nichttrivialen primitiven Klasse 2 aussagen
kann. Dabei sei die Unabhingigkeitsklasse — die auch Unabhingigkeits-
grad genannt wird — einer Teilmenge M einer Algebra (4,f) (*) defi-
niert als

indap M: = {(B, ¢)] M ist(B, g)-frele Teilmenge (*) von (4,N}.

Es ist nun leicht einzusehen, daB tatséchlich die Unabhingigkeits-
Klassen verschieden michtiger Basen einer Algebra verschieden sein
konnen. Dazu betrachte man etwa das in der Einleitung von Teil I er-
wahnte Beispiel von C. J. Everett: Sei namlich (¥, f) — kurz: F— ein
Links—C—Modul fiber einem Ring C, wie ihn Everett in [5] angegeben

* Dissertation Bonn (D 5) 1966, Teil II. Gegeniiber dem entsprechenden Teil (§ 6)
der Dissertation ist die vorliegende Arbeit jedoch etwas erweitert worden, was an
einigen Stellen auch Anderungen der Beweise zur Folge hatte. Beziiglich der ver-
wendeten Begriffe aus der Allgemeinen Algebra wird auf Teil I verwiesen bzw. auf die
im Literaturverzeichnis angegebenen Arbeiten von J. Schmidt und J. Slomiriski,
insbesondere [8], [9] und [11]. Wegen der Begriffe aus der Theorie der Kardinalzahlen
vergleiche man H. Bachmann [1]. ‘

() Man beachte, dafl unter einer Algebra (4, f) stets eine nicht notwendig voll-
stéindige universelle Algebra mit der Trigermenge A und der Struktur f = (f;);cy ver-
standen werden soll. Wenn eine Algebra vollstindig sein soll, so wird extra daraunf
‘hingewiesen. Werden mehrere Algebren gleichzeitig betrachtet, so sollen sie -— sofern
nichts anderes vermerkt ist — vom gleichen Typus (d. h. ikmlich) sein. Haufig wird,
wenn keine Verwechselungen moglich sind, anstelle von (4, f) auch kurz 4 geschrieben:

(2) Zur Erinnerung: M heilt (B, g)-freie (auch: (B, ¢)-unabhiingige) Teilmenge
der Algebra (4, f), wenn jede Abbildung B: M —>B zu einem Homomorphismus § von
der von M in (4, f) erzeugten Unteralgebra (G M, ﬂcf:q) in (B, g) fortgesetzt werden
kann. M heiBt (B, g)-Basis von (4, f), wenn M dariiber hinaus (4, f) exzeugt: C;M = 4;
ist dabei (B, g) = (4, ), so heiBt M Basis von (4, ).
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hat, so daB F eine einelementige Basis {¢} und eine’ zweielementige
Basis {u;, uy} besitzt. Wir betrachten dabei B als universelle Algebra
vom Typus (2, 1,0, (l)csc) mit der algebraischen Struktur f = (—|‘, -, 0,
(e %)“c), wobei mit “¢c %" die Linksmultiplikation mit ¢ bedeutet. In der
direkten Summe von Moduln EF@E bilden wir die (nicht mehr voll-
stindige) Relativalgebra (4,f) mit A:= C{(e, 0)} v C{(0,e)} uwna
f': = [l (der totalen Binschrénkung von f auf 4). Dann ist (4, f') e indy {e},
da sich jede Abbildung von {¢} in 4 homomorph fortsetzen 148t; anderer-
seits ist (4, f) ¢ indm{u,, u,}, da die durch w,—(e, 0) und Uy (0, €)
gegebene Abbildung f: {u;, u,} >4 nicht homomorph auf.X® fortsetzbar
ist —man kann offensichtlich dabei die Struktur f* von A4 so vervoll-
stindigen (indem man etwa allen Paaren, fiir die die Addition in (4,f)
nicht erklirt ist, das Element (0, O) € A zuordnet, die restlichen Opera-
tionen sind ja schon vollstindig), daB auch diese vollstéindige Algebra
in indg{e}, nicht aber in indp{w,, u,} liegt. Betrachtet man nun die
primitive Klasse UA: = indg{e}, so besitzt B eine Basis — nimlich {uy, Uy} —,
die keine 9-Basis ist.

Im folgenden sollen nun fiir die in Teil I, § 2 definierten primitiven
Klassen Ry die Unabhingigkeitsklassen der Ry-Basen der Ky-frei er-
zeugten Ky-Algebren verglichen werden, da fiir diese Klagsen eine voll-
stdndige Beschreibung der auftretenden Fille gegeben werden kann (§ 3).
In den Fillen, in denen es ohne allzn groBen Aufwand moglich ist, sollen
auch allgemeinere Sitze bewiesen werden (§1 und § 2). Insgesamt erhilt
man damit einen groben Uberblick iiber die sich ergebenden Moglich-
keiten. 8o kénnen die Unabhingigkeitsklassen nur verschieden sein fiir
Basen mit Machtigkeiten, die nicht oberhalb der kardinalen Dimension 9
des betrachteten Typs liegen (Satz 1.4); und ist b > ¥y, 50 gibt es unter
gewissen Voraussetzungen immer einen Bereich von Kardinalzahlen, so
daB die Unabbingigkeitsgrade fiir Basen mit verschiedenen Miéchtig-
keiten daraus stets verschieden sind (Satz 2.1 mit seinen Korollaren).

§1. Einige allgemeine Sitze. Es bezeichne im folgenden &, die
Klasse aller Algebren eines beliebigen Typus 4 = (Ky);er der kardi-
nalen Dimension b= 9(d4) (d.h. der kleinsten additiv unerreichbaren
Kardinalzahl b mit b’ > |K;| fiir alle iel) und dem Rang t= p(d):
= sup{n| n < d}. Ferner sei A C &, eine nichtiriviale primitive Klasse,
d.h. U enthalte eine mindestens zweielementige Algebra und sei ab-
geschlossen gegeniiber Produkten (P(2) C %), Unteralgebren (U(Y) C %)
und homomorphen Bildern (HO) C ) (*). Bekanntlich existiert in A
dann zu jeder Menge M eine — his auf Isomorphie eindeutig bestimmte —

(*) Eine Algebra (B, g) ist hierbei homomorphes Bild der Algebra (4,f), wenn
s einen Homomorphismus von (4, 1) auf (B, g) gibt, wobei die Struktur g nicht not-
wendig von f induziert werden muB.
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von M UA-frei erzeugte A-Algebra, die wir mit F(M,U) oder genauer
mit (F(M ,QI),h) bezeichnen wollen (*). Mit m,n, 3, q... sollen stets
Kardinalzahlen bezeichnet werden, die wir als Mengen (Anfangszahlen
unter den Ordinalzahlen) betrachten.

Sarz 1.1, Fiir (4, f) « S, gilt

indun® = {(B, 0| (B,9) ¢S und es emistiert ein Homomorphismus
¢ (C49,0)~(Cs9, 9)} .

KOROLLAR. Enthilt (A, f) Leine Konstanten, d. h. ist C40 = 0.— was
insbesondere bei Lonstantenfreiem Typus A der Fall ist —, so ist

iIld(A,j)Q = B4.
Sarz 1.2, Ist m <, so gili
iDdF(m’gI) m 2 (illd_p(n,m 11} — {Q} .

Bemerkung. Ist m # 0, so gilt stets @ e indrpnm. o

Denn man hat die folgende “Transitivitdt” der U.nabhangxgkeljc:
Ist M C A eine (B, g)-freie Teilmenge von (4,f), NCB eine (0,' 71)-fre)1e‘
Teilme;ge von (B, g), und ist |N| > min{| M|, v41}, so ist M (C, h)-frei
in (4,f) (- S ,

SATZ 1.3. Ist (A,f) e Gy, MC A, M+ 0 und em..eta.ewf. ein i€l sowie
eine Folge a ¢ JlIK‘, so daf fia) erklirt ist, so ist indeyn M # Sa. Ist
dabei K; # O, so ist indesy M = indea s O. ‘

Denn wenn ! die leere Struktur auf der Menge A beze'ichnet, so ist
die identische Abbildung idzr der Menge M auf sich, als féxbblldung ffon M
in die Algebra (4,1) betrachtet, nicht anf die von M in (4, f) erzeugte
Unteralgebra (C; M, f) homomorph fortsetzbar. )

Sarz 1.4, Fir m > t-+1 gilt stets

ind(F(m,’*!D,h)m =Av {0} .

Beweis. Im Falle p= 0 ist %A die Klasse aller Mengen undidle
Behauptung gilt sogar fiir m = 0. Sei daher b > 1, m > 7:—1;1‘ 1111111:1 11(4 ;7{1)
€ (indpem,em) — {@}, also insbesondere. A # @. Dapn .be ;(m be‘ e
ids: 4 -»A als Abbildung aus F(4, ) in A Ist BC A r{ut ‘1 kl <1-, ;rid, i
ist |B] < 1-+1, also wegen der “Tr@nsitivita-t” der Unaphanglg ef ;s ‘ ﬂ;
homomorph fortsetzbar zu ¢g: (CuB, by (4, f). Die Vereinigung

(4 Fiir die algebraischen Strukturen der freien Algebren einei hf]zst_e_n Hili';im]-b
tiven Klasse 2 wird im allgemeinen stets die gleiolllle 'Btzlzellzlgnung Sg()(;v; s; N g
i oglich sind. Ebenso -
=(h,);.,) — sofern keine Verwechselungen mdg c 150 ! -
%Jnsc;;?;a{;kturen einer Algebra (4, f) auf einer Teilmenge Bc 4 im allgemeinen auc
mit f bezeichnet werden: (B, f).
(%) Vgl. Burmeister-Sehmidt [4], Satz 1.
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solcher g ist dann aber ein Homomorphismus ¢: (F(4, %), h) (4, ) ().
Da ¢ offensichtlich surjektiv ist, gilt also (4,f) e HUC A Wegen der
Bemerkung zu Satz 1.2 und U C indpg,a,m ist Satz 1.4 damit bewiesen.

Bemerkung. Aus den in §3 und in [4] betrachteten Beispiclen
folgt, daf die im obigen Satz 1.4 fiir einen Typus 4 angegebene Schranke —
auller fiir b = O — sich nicht verkleinern 1i8t.

KoroLrLAr 1. Fiir m, > v+4-1 gilt stets indpmem = indpmuyi.

KororLAR 2. Es gilt stets indrprim(b-+1)= () indpg,ey

O<n<d+1
=Y v {O}. .

Damit erweist es sich, daB die Unabhiingigkeitsgrade I g, 1m
und indpmeyn nur fir m,n <r4+1 und natiiclich ms 1 voneinander
verschieden sein konnen. Dies ist mun auch hiufig, aber durchaus nicht
immer der Fall, wie der folgende Satz zeigt. Dazu bezeichne wie in Teil T

Ry die dureh % auf der Klasse K aller Kardinalzahlen induzierte Aqui-
. valenzrelation:

(m, 1) € Ry: <= (F(m, A, 1) o= (Fn, W), ") (m,nek).

Ferner existiere eine Kardinalzahl ¥ mit Re(¥) # {¥}, wobei Ru(¥) die
von ¥ erzeugte Aquivalenzklasse bezeichne, und es sei £ = miu{f’l Ry(t')
# {}} — man beachte £> 0.

Sarz 1.5. Ist <y, so gilt fiir je zwei Kardinaleahlen m,n mit
T<m < n < w: Iy m = indeg,a .

Beweis. Wegen Ru(f) # {f} existiert eine Kardinalzahl I: £ < 1< 8,
so daB (F(E,%), h) = (F(I,A), h). Nach Teil I, Satz 1.3 gibt es daher
vollstindige algebraische Operationen f, e FI(F ILW) (x<f) und ¢

£ .
sF(F(f,QI)) (Ael), so daB in allen Algebren (B, k") ¥ fiir die den S
und g; in (B, #%) entsprechenden algebraischen Operationen ff und g7
(%%, 1el) die folgenden Gleichungen gelten:

FGFO) o e del) =0 (b oet) B, xed),
GOl el wet)=b (D] vel)e B, Ael).

Ist nun F<m<xg, s0 soll gezeigt werden, daB indpm,anm C indrgnr,a (1),
woraus dann mit Satz 1.2 induktiv unsere Behauptung folgt: Dazu seien
]}1.”, N zwei Mengen, M CN, |M|=m, |N|=m+1; ferner (B,H")
61]1(11?(]\1)511)2[{,“ B#0, p: N—+B eine beliebige Abbildung. Dann kann
sofort angenommen werden, daf g injektiv ist, denn anderenfalls ist
[B(N) <<m, es existieren also Abbildungen B;: ¥ M und g,;: M—~B,
80 daB f= B, f,. Da sowohl g, als auch B, nach Voraussetzung homo-

() Vgl. FuBnote 5.
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morph fortgesetzt werden konnen auf F(N, ) bzw. F(I, %), ist dann
pimlich auch f zu einem Homomorphismus f: (F(N, %), 71,)—>(B,hB)
fortsetzbar. )

Sei also f injektiv, d. h. |§(N)| = m+1 = [N]|. Wir betrachten eine
Teilmenge B C M mit |RB| = {1, also |[B| <[, m. Wie wir gerade gesehen
haben, ist dann flz: R—B homomorph fortsetzbar zu p": (Cy R, h)
(B, %), Die anf der Menge B': = §/(C,R)C B erklirte Relativalgebra
(B’,hB |z} ist dann. homomorphes Bild einer 9U-Algebra, somit selbst
- Algebra. Wegen || < I existiert eine Folge b e R' mit dem Werte-
Dereich Bild b= R. Sei nun fiir eine solche Folge b b:= (fu(b)] % ¥,
Bi=fob, b':=p ob= (f2(b")| %<1, da ein Homomorphismus mit ent-
sprechenden (vollstindigen) algebraischen Operationen vertauschbar ist.
Dann gilt [Bildb| < §, also fiir V: = Bildb’ v (B(N)— p(R)): [V| < E4-m+
4+1—%—1 = m, somit existiert eine surjektive Abbildung &: I -V, die
nach Voraussetzung homomorph fortsetzbar ist zu o: (F(J[ , A, h)
(B, 1®). Dabei ist aber auch f(R) = Bildb' C (F(M, S2[)), da wegen (1)
b = (g ()] 2el) = (gF(5ob) Ael)=d0(ga(b)| 2el) = 60b. Damit ist
aber B(N) C 6(F (I, QI)), liegt also im Bild einer A-Algebra und § ist
daher homomborph fortsetzbar zu f: (F(N, ), k) - (B, h”) (man Deachte
B(F(V, M) C 8(F (I, W), somit (B, 15) e indrevm N

SATZ 1.6. Sei v> 8, und m cine additiv erreichbare Kardinalzahl mit
Rg<m <<t und Ru(m) = [g, gl, wobei g <m; dann gilt indpmmm
= [ indsmnt.

o<n<m

Beweis. Wie im Beweis von Satz 1.5 geht man zu einer Basis N

von F(m, %) mit einer Michtigkeit |N| < m iber, um indrouamm

D [ indrman zu erhalten (die andere Inklusion folgt aus Satz 1.2):
Oo<n<A

Da m additiv erreichbar ist, gibt es eine Darstellung m = Z'T 1 mitb
€

|T)<m und g<m<m (¢eT) Daher existiert eine Zerlegung von m in

disjunkte Teilmengen M (¢ e T) mit | Myl = . Man kann dann mit Hilfe

geeigneter vollstindiger algebraischer Operationen () zu einer Basis NV

von F(m, ) iibergehen mit |[N|= t_); g=|T| g <m, indem man in
£

(G, by (=< (F(My, ), k) zu einer Basis Ng der Michtigkeit |Ni =g
iibergeht und ¥: = |_| ¥, C Fn, U) setzt. Ist dann (4,0 < M , ind T,
teT' i1

XL

A0 und p: m—>4 eine beliebige Abbildung, so kann Blan (teT)
jeweils homomorph fortgesetzt werden. Auf diese Weise erh#lt man eine
Abbildung y, von ¥ in A (%), die wegen |¥| < m homomorph fortsetzbar

() Vgl. Teil I, Satz 1.3.

(®) s ist auch stets Bl homomorph fortsetzbar, woraus man leicht die Lin-
deutigkeit von y, erhilt.
Fundamenta Mathematicae, T. LXVII ) 23
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ist zu (F(m,QI),h)»(A ,f). Wie im Beweis von Satz 1.5 schlieBt
man nun auf B(m) = tL%ﬂ(M,) Qy(F(m, QI)) und yhe = B, so dah gich y

auch als homomorphe Fortsetzung von f erweist.

SchlieBlich sei noch erwihnt

Sarz 1.7. Sei W eine nickitriviale primitive Klasse von vollsiindigen
Algebren, b = s,. % werde durch eine Menge G von Gleichungen beschrieben,
und zu jeder Qleichung g « G bezeichne V, die Menge der in den Termen von q
auftretenden Variablen. Ist ferner s: = sup{|Kil, [V, eI und g @, so
gilt fiir alle Kardinalzahlen m = s: indpmumm = A v {B}, d. h. oberhald
von s stimmen olle Unabhingigheitsgrade iberein.

Es ist ndmlich leicht einzusehen, daf dann alle nichtleeren Algebren
(4, f) eindrmmm £ir m > s vollstéindig sein und die Gleichungen aus ¢
erfilllen miissen, d. h. zn A gehoren.

§ 2. Freie Algebren der Durchschnitte von Unabhiingigkeitsklassen, Im

folgenden wollen wir () indrmeyt mit By und indegregmt mit Wy
O=n<n

abkiirzen. Im iibrigen sollen weiterhin die Generalvoraussetzungen von §1
.gelten. . ‘
Da nun die Unabhingigkeitsklassen primitiv sind, ebenso die Durch-
schnitte primitiver Klassen, ist fiir jede Kardinalzahl m 8B, eine primitive
Klasse, und es existieren in By, zu jeder Menge M von M B, -frei erzeugte
Algebren. Wegen W, C B, existiert zu jeder Menge M ein Homomor-
phismus guar: (F(M, B, g9)~ (F(M, ), ), ), der ids fortsetzt: gw,ala
= idy. Wir betrachten’ dann die schwa;che Relativalgebra (Buw,ar, hm,um)

C (F(M, %), 1) (°), wobei By, = P31 (F (M, Bun)) wnd hu,zr die schwichste
algebraische Struktur aut By, sei, 50 dabB.guy: (F(M, Bu), J)——>(Bm a1 o, ar)
Hoémomorphismus ist (= finale Struktur beziiglich gm,ar)-

Levma 2.1, a) Ay = B genauw dann, wenn

( ("1: QI), h) = (F(T“; %m), g) H

1)) ist (Bm,'m, hm,nl) Ed (F(m, Q[), h) 80 48t Wy 7= B

Beweis. a) ist unmittelbar einsichtig. Zu b) beachte man, daB idw
nicht zu einem Homomorphismus von (F(m, %), B) in (Bum, wgm) fort-
setzbar ist, wenn die beiden Algebren verschieden sind, es ist dann also
(Bm,nu h'm,m) € %m"?«rm; somit Wn 5% Bin.

Dieses Lemma und vor allem auch eine genanere Kenntnis der Al-
gebren (Buw,ar, bwmar) bilden nun die Grundlage fiir unsere weiteren Ver-
gleiche von Unabhingigkeitsklassen.

{*) Diese Inklusion ist so zu verstehen, daf By €F (L, A) und By 2,1 € h; fir
jedes i e I. Eine entsprechende Vereinbarung soll aucll fiir andere mengentheoxetlsche
Relationen oder Operationen gelten, wenn sie auf Algebren angewendet werden.
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Sel nun m eine feste Kardinalzahl, 3 eine Menge mit | M| > m —
fiir | M| < m ist ndmlich (Bw,a, hwae) = (F(H, ), 1) = (F(IM, Bu), g) —,
ferner T:= |J (Bwa)", d. h. jedes Element ¢ ¢ T ist eine Abbildung

n<m
t: n—Bu,a fir ein n<m. Wegen (Bm,ar, hn,ar) € B nach Konstruktion
existiert zu jedem ?eZ eine homomorphe Fortsetzung v (F(n, %), h)
——>(.Bm,31, hm, 1[) falls e (Bm ;u)u.

LEMMA 2.2, hw,ar ist die finale Strukitur beziiglich der Familie (p)ier
von Homomor phzsmen

Beweis. Sei f die finale Struktur beziiglich der ¢; (¢ e T); sie existiert,
weil es iiberhaupt eine Struktur auf By, gibt, bei der alle ¢z Homo-
morphismen sind, und es ist f C h. Wegen (Bu,3r, huw,31) € B gilt f C Ry 3r (1°).
Andererseits ist auch (B, f) € B, daher und wegen f C k ist g ar auch
ein Homomorphismus von (F(M, Bu), g) in (Bw,ar,f), woraus anderer-
seits hn,a C f folgt, da ja hn,n final beziiglich g ist. Daraus ergibt
sich f= hu,ar-

Beriicksichtigt man nun noch einige bekannte Tatsachen iber voll-
stéindige algebraische Operationen (1), so hat man das

KOROLLAR. Sei a € (By, M)Ki Siir em t e I. Dann existiert hiw,azi(a) genau
dann, wenn es eine Folge b e (By,y)" fiir eine Menge N mit |N| <m gibt
und wvollstindige algebraische Operationen ¢, e (F‘\( (I, 9[))) (=< F(N, M)
gibt, so daf a(v) = g.(b) und i (g.| v € N) ewistiert in (F*(F(M, ), k) —
man beachte, daf dann auch stets hia) existiert.

Fiir additiv unerreichbare Kardinalzahlen m kénnen wir (Bm,as, fm,u)
noch anders beschreiben, dazu schicken wir folgende Definition voraus:

DEFINITION. Sei (4, f) eine Algebra, s eine Kardinalzahl und DC 4
eine Teilmenge von 4. Dann bezeichnen wir mit Uls, D, (4,f) die
Menge aller Unteralgebren (B, g) von (4,f), fir die eine Menge EC D
mit |F| <5 und C;F = B existiert — eine solche Unteralgebra wollen
wir auch als (s, D)-Unteralgebra von (A4, f) bezeichnen.

Levma 2.3. Sei m eine additiv unerreichbare Kardinalzahl, ferner
U: = Ulm, M, (F(M, ), 1)); dann gilt -

(—Bm,My 7’!11,11[) U (B ) (12)

(BunelU

Beweis. Sei (4,f):= U . Ausg Lemma 2.2 kann man dann

sofort (4, f) C (Buary ln,nr) folgem Es geniigt daher offenbar, zu zeigen,
daB (4,f) e By. Nun ist (B, g) e By fir jedes (B,g)e U, da (B,yg)
() Vgl. Fulinote 9. '
(") Vgl Teil T, § 1.
(%) Vgl. FuBnote 9.
23*
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~ (F(E, A, k). Ist nun 1<, B: n-—>4, so existiert zu jedem v en ein
N,C M, |N,|<m, so daB B(») e GN,, also f(n) C Gy U DN, C A, denn
PEN

es igt dann auch ||J N,] <m (da m additiv unerreichbar ist); es ist also
rEN

(Ch | Ny, 1) e U und § homomorph fortsetzbar zu B: (F(n, ), B) (4, f).
yER
Tmvia 2.4, Ist m =8, additiv unerreichbar, so ist (Buwar, hu)
o (F(M, Bu), g), wobei der Isomorphismus durch idy dnduziert wird.
Beweis. Wegen (Buar, huar) € Bu geniligh es, zu zeigen, dall B,
C indipy, gty 0 M- Sel also Bo: M -—~A, wobel (4, f) e By. Ist N C M,
Nl =n<nt, so ist (Cuy gy N, hanar) o= (F(¥, ), h) und fyly ist homo-

morph fortsetzbar zu fn: (C,,m)MN, Tan,a1) > (A4, f). Mit Lemma 2.3 ist

dann f: = vUz; . By auf ganz By s definiert. # ist aber auch Abbildung,
NC
[Nl<m

denn aus N, N' C M, |N], |[V'| < m folgt |N v N'| <m, d. h. Sy und fx
ergeben sich als Einschrénkungen von fuvonq. f ist aber auch Homo-
morphismus, denn wenn hy,ari(a) erklirt ist, so liegt a in einer (m, M)-
Unteralgebra (B, ¢) von Bpa mit dem Erzeugendensystem N C M mit
[N} <m; daher ist p{hmad) = Bx{hmarida)) = filBy o 0) = fi(f o a).
Bemerkung 2.1. Die Voraussetzung in Lemma 2.4, dafl m additiv
unerrcichbar sein soll, ist notwendig.
Denn sei m additiv erreichbar, m= |J Ny, |T| <m, |Ny <m (le )
teT
und Ny~ Np=@ fiir ¢,t T mit ¢+#¢. Ferner sei I: = T w {j} mit
j ¢.T;. A= (Ki)ser mit K;= T und K;= N; fix 1¢T. A sei dann die
primitive Klasse aller vollstindiger Algebren (4, f), die durch die Glei-
chungen (2) definiert sind:

(2) Filfdanl t e T) = fi{foufnom)] t e 1)

fiir jgde Permutation o von 7' und alle Folgen o e A‘“(t ed).
Betrachten wir F(m, a) und F(n, Bw), so gilt

(3) Hilflidx)l t e T) = fifanlidn,g)l ¢ e T)

fiir 'jede Permutation ¢ von 7' zwar in F(m, it), nicht aber in F(nt, Buw),

da in F(m, B,,) die Gleichungen (3) fiir Folgen, die aus Basiselementen

bestehen, nur dann gelten, wenn |{ ) Bild ] < m, wéhrend || ) Ny = nt
el ted

Man sieht auch leicht, daB es fiir das Beispiel nicht wesentlich ist, daB
m = gup {{K;|| 1 e I} ist.

o Bgmerkung 2.2, Auch die Voraussetzung, da m >, sein soll,
ist in Lemma 2.4 notwendig, zumindest muB m = 2 vorausgesetzt werden.
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Denn sei U eine primitive Klasse vollstéindiger Algebren (4,f) vom
Typus (2), und fiiv die eine zweistellige Operation f gelte

f(a,b)=f(b,a):f(a,a)=f(b,b) fiir alle a,bed.
Dann ist F(2,A) = {0, 1, a}, und damit dreielementig, wihrend F(2, Bs)
= {0,1, a, b} vierelementig ist.
Aus Lemma 2.1 und Lemma 2.4 folgt nun unmittelbar
Samz 2.0, Tst m =8, additiv unerveichbar, so gilt indpgemnt

= [\ indrumn genaw denn, wenit (Bun hnm) = (F (m, A, h).
O<n<nt

Mit Lemmsa 2.4 erhdlt man daraus
Sarz 2.2. Ist m =8, eine additiv unerreichbare Kardinalzahl und
existiert in (F(m, %), 1) fiir ein i e I eine Folge a € F(m, ﬂ)K‘ mit Bilda D m,
so-dap hila) erklirt ist, so gilt fiy alle additiv unerreichbaren Kardinalzahlen 3
mit Ky <3S M- '
indrga3 == () indraami .
o<i<3
KoROLLAR 1. Ist O eine primitive Klasse vollstindiger Algebren, d > %,
so gilt fiir alle additiv unerreichbaren Kardinalzahlen m mit s <m <D

indrmauym# () indreptt.
o<n<m

KOROLLAR 2. Ist % eine primitive Klasse vollstindiger Algebren, so
gilt fiir sp<<m<<n=<r
ind;:'(m:q[)ﬂl ’fL illdp(u,ax) mn.
Denn ey existiert dann stets eine additiv unerreichbare Kardinal-

zahl 5 mit m < $ < n, so daf Korollar 1 anwendbar ist:

indran,m 1M 2 indrems 2 ndra,mt -

§ 3. Die Unabhingigkeitsklassen der Sy-Basen. Ky sel die wie in
Teil T, § 2 zu einer nichtleeren Menge Y mindestens zweielementiger ahge-
schlossener und nicht die Null enthaltender Intervalle der Kiasse K
aller Kardinalzahlen definierte primitive Klasse. Ferner sei wie in
Teil I fiir jedes y ¢ ¥ definiert:

0= min{m| mey}, L =max{m|me )
Ky = {0, 1)} X%y, Ly = {(1, )} Xy

Ferner I: = Iy = |J (Ky v Ly), Adg: = (8i)ier, wobei
yexY -

[ Lus falls i e Ky;

Se=lg,, fallsiel,.
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Ist (4, 2) e &7, so schreiben wir auch

; 1Y, falls 1 eLy;
vy = ,
g, falls §eky;

nnd in (4, k) gilt dann fiir alle ¢ ¢ AX? und b ¢ A™ und alle yel:
(@] 2 eLy)] % e E) = a;
(FgB)] # e T)| 2eL)=b.

Fiir (ff{a)] 4 L) schreiben wir auch manchmal f"(a), entsprechend gv(p)
anstelle von (g%(b)] x e Ky).

SchlieBlich sei noch f: = min{¥,, | ¥ ¢ ¥}. Dann gilt

Sarz 3.1. Fiir 0 <m < ¥ gilt

{4)

indrm,apy M # indeme,apymt (19) .

Beweis. Wir brauchen den Satz nur noch fir nt < w, zu beweisen,
denn fir m > &, folgt die Behauptung aug Korollar 2 zu Satz 2.2. Aus
Satz 1.3 erhilt man die Behauptung fiir m = 0. Sei also O < m < Ry

11A11d (B", b): = (Busimets hmrimed) (). Da die Ky-Algebren vollstindig
sind, konnen wir aus Lemma 2.2 folgern, daB

(B, 0y = (B’”L)JE'U (B, g9), wobel  U:= Ulm+1, B, (B, ).
- Wir wollen nun zeigen, daf
(5) S Ni=m4l €B  fir alle Algebren (B, g)e U .

Denn nach Voraussetzung existiert ein 4 e I mit |8:] = m41 sowie eine
Folge a e F(WV, Ry)si mit Bilda D ¥. Fiir eine solche Folge ist dann Ri(a)
erklirt, nicht aber hi(a), wenn (b) bewiesen ist. Mit Lemma 2.1.b ergibt
sich daraus Satz 3.1. ‘
Um (5) zu beweisen, definieren wir Mengen D, C B’ fiir 0 < r <

Dy =N und Dpi: = (B,(%JEUT B, wobei U,: = U(m-+1, D,, (B, ).

Erinnert man sich an die Definition von (B’, '), so erhiilt man mit

Lemma 2.2 sofort, daB | J D, = B'. Induktiv beweisen wir nun:
r<g

a) Fir alle Algebren (B, g)e U, (0 <7 < 1) gilt yEB
b) Ist a eine N -singuliive Folge (1%), Bild o C Dyyy fiir ein r mit 0 < 7 < 8,
so existiert eine Algebra (B, g) ¢ U, mit Bild a CB.

() m* bezeichne die unmittelbar auf folgende Kardinalzahl,
() Vgl § 2.
() Vgl Teil T, §2 und § 3.

icm®
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¢) Dyyy ist disjunkte Vereinigung von N mit den Bildern XN -singuléirer
Folgen (0 <7 < 8).

Denn fiir # = O ist a) klar, und b) und ¢) folgen aus Teil I, Korollar 3
su Satz 2.2 und Satz 3.1. Seien nun a), b) und ¢) richtig fur alle Zz.x‘hlen
E<r sel BC Dry und |R] < m. Ist dann B = B.ild q fiir eine N -singu-
lire Folge a, so existiert nach Voraussetzung eine Algelzra (B,9) e Ur
mit R C B; dann ist aber auch CywR= GECB 111.1c1 lV g CyR mnach
Induktgnsanna.hme. Ist aber R kein Bild einer N-smg}ﬂaren Folge, 50
kann R —da |[R| < ¥ endlich ist —auch kein solches Bild umfassen (*6).
Dann ist aber nach Teil I, Korollar 1 zu Satz 3.2: CyR N T= RAN,
d.h. |CwR ~ N| <m < ||, somit auch in diesem Fallle N & CyR.
Damit ist a) aueh fiir r-+1 bewiesen. Zu b) und e): Sei (B, :q) € l?,-+1
belichig, B = CwR mit R C Dri1, R < m. I§t dann R das Bild einer
N -singuliiren Folge, so haben wir gerade gez4e]gtZ daB scl?on (.1.8, g) e Us.
Anderenfalls kann R aber nicht einmal das Bild einer N -singuldren Folge
enthalten, so da CyR = GuE nach Teil I, ijo?lare 3 und f't zZu Savt.z 3.1
die Vereinigung von R mit den (paarweise dls;punl?nen) V.\.'erteberelehen
N-gingulsirer Folgen ist. Daraus gchlieft man (mlt ¢) <fur‘l)rt1),‘ daB
auch Drys (disjunkte) Vereinigung ist von Dyyy mit d.en Bildern XN -singu-
larer Folgen, die durch Algebren (B, g) e Upss—U» l}mz?lkommen. Daher
gelten anch b) und e) fiir 741 anstelle von 7. S'omltw sind &), b) und 9)
bewiesen. Aus a) mnd U= |J U, folgt sehlieBlich (3), was den Beweis

<Ry
von Satz 3.1 beendet.
Aus Satz 1.5 folgt
Sarz 3.2. Piir Mengen M, N mit ¥ < | M| < [N <% gilt, falls T < %g,
indF(M,R,,)BI = indpm,ay)N .

KOROLLAR. Ist E< o, 80 ist F(¥, Ky) die ei'n,r:ige. endlic.h Ry-ﬁ‘ei
erzeugte Sy-Algebra mit Basen verschiedener Miicht.igkmeﬂ., die efozfllwhe
Basen mit verschiedenen Unabhingigheilsgraden besitet. U?fd ‘zwm' haben
ausschlieBlich die -elementigen Basen ¢ine gropere Unabhimgigheitsklasse
als die anderen endlichen Basen. : '

Man beachte, daB in F(m, Sy) alle Basen auch Ry-BaJsen. sind.

Satz 3.3. Sei der Rang t> %y, ferner m eine additiv erreichbare
Kardinalzahl mit (8, <m <t oder m=1= max{|8i|| ¢ eI}) und Ray(m)
= [m, I[. Dann gilt

indrnanm # [ indrnsntt

<n<ht
Beweis. Wir betrachten (Bumm, bum) (e0<|;1 mindp(“,ny)n). Mit Satz 4.1

aus Teil T erhalten wir fir jede (m, Bum)-Unteralgebra (B,g) von

() Vgl Teil I, § 2.
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F(m, &) und somit auch von Bim: |B~m| <m; denn es 148t gich
unter den Voraussetzungen von Satz 3.3 stety eine Kardinalzahl nIJC't
n<g<m finden, die die Voraussetzungen von Satz 4.1 (Teil I)?’]i1
sichtlich eines Erzeugendensystems N von. (B, g) mit |N| <m erfijl_ul:
50 QaB sogar |B~m| <3 gilt. Da es ein 4 eI mit [8i] =m \geben soll,
.ﬁchheﬁt man, daB (B, bmm) nichb vollstéindig und daher niehé n
mdpom, sy enthalten ist (Lemma 2.11. .
. y.;‘iATLB‘L Ist v >, additiv erreichbar und 1> 18] fiir alle tel,

mdrrapyr= [ N sp) 1= Ky U {9}.
O<n<r

Beweis. Tst (s . .
Bewels. Ist (4,h) eOQ{tmdF(n,gwnm{Q)}, 80 it (A4,R) offen-

sichtlich vollstéindig, und ferner gelten dort die Gleichungen (4) weg
v> |8 also (4, %) e Ry. Mit Satz 1.2 folgt dann die Bebauptung,
Zusammen mit Satz 1.4, den Korollaren 1 und 2 zu Satz 2.2 Sa;z 1.6
Korollar 2 zu Satz 1.4 und der Tatsache, daB Ky konsmntenfrei ist qow;ii
.(1.em K»oro].larv zu Satz 1.1 liefern die Sitze von § 3 eine vollstétm‘lic;e'ﬁhert-’
]sllch’r iiber die moglichen Beziehungen zwischen den Unabhé'mbgiwkeits—
¢ ftssgn der fy-Basen von SKy-frei erzeugten Sy-Aleebren. thbei
sel im folgenden wieder Wo: = Indrgn,ay) {n, By = F‘) .

; O<n<m indF(“’Rr) 1

L J— 1 . '

t=min{fy, )| y ¢ ¥}, ferner r und b Rang bzw. Dimension von Ky:
o =6y .

0 < m = f+ =>th #* sz .
E<m <n < 8= = Wy ist dabei = 8oy 50 Wy = Wy = Ky .
m additiv unerreichbar und s, <m < b = B 7 Wy, 7 Wyt
= me .

Sei s eine additiv erreichhare Kardinalzahl, dann gilt:

¥ <S={1 und min{z] 3¢ Bap(s)} < 5= = Bg; »

% <8<t und minfz| 3 € Rap(s)} = 5= 9, Bs;
§=1=max{|Sil| 7 ¢} und min{z| 3 Rap(s)} = 5= N, =4 B
S= v und v > |S; fiir alle 7 ¢ Z'::QIS = RBs. o

MWos1= Bory= Ky =Wy fiir m> -+l

WeﬂnB 211: 1?13;:1%;1 gz)msgeI Ergebniss'g bleiben auch dann mnoch richtig,
o 15§ enr m"um.I By Uberall d}u‘ch ihre Durchschnitte mit
. asse 51}y alller“vul}smndlgen Algebren vom Typus Ay ersetzt.
e NenleYI Isel_ Zit B.‘fur eine Kardigalzahl t U~ By, Seien M. , IV Mengens

& N, | M| = t. Dann fiithre man in (F(¥, 8 r), h) eine neue Struktur i’
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ein vermdoge: hi(a): = Ny(a) (¢ € I}, falls Bild a s I, dagegen h'(a) e N—2[
Deliehig, falls Bild a = M. Wegen U+ B; sieht man dann leicht ein,
daB dann (Cw M, ') € (B~ By)— (U ~ By), indem man iihnlich schlieBt
wie im Beweis von Lemma 2.1.

Es soll nun noch einmal auf Algebren mit Basen verschiedener
Michtigkeiten eingegangen werden: Sei wy <3 <3t <g<1, und Ray(3)
D 3, ql, somit Uy = W+. Dann besitzt F(3, A) = F(3, Rr) cine Basis ¢
mit |Q] = 3+, und @ ist keine ;- Basis.

Zusammen mit dem Korollar zu Satz 3.2 ergibt sich daraus, dal
man zu einer vorgegebenen Kardinalzahl m = O stets eine primitive
Klasse U finden kann — die wegen obiger Bemerkung sogar als Klasse
vollstindiger Algebren gewihlt werden kann —, so dal F(m, %) minde-
stens eine Basis hesitzt, die keine %-Basis ist. Dabei bleibt jedoch noch
die Frage offen, ob diese Situation in einer primitiven Klasse 2 jeweils
hochstens fir eine UA-frei evzeugte A-Algebra eintreten kann (bis auf
Isomorphie).

AbschlieBend wollen wir noch auf einige Probleme hinweisen, die
sich. bei der Betrachtung der Ergebnisse dieser Arbeit stellen:

ProBLEM 1. Folgt aus indpmam = indpgm3 fir eine primitive
Klasse %W und zwei Kardinalzahlen m, 3 mit O < m <3 < 8, stels indrpnonm
= indpmay 1t fiir alle Kardinalzahlen 1 mit mu <1 << 8p?

ProBLEM 2. Folgt aus indrmum = indegm3 fir zwei Kardinal-
zahlen m, 3 mit 3 > %, wnd eine primitive Klasse A stets indppann
= indpauamm fiir alle Kardinalzahlen 1 m? ’

Ttwas allgemeiner kann man diese beiden Probleme fiir den Fall
stellen, daB man die Unabhiingigkeitsklassen relativ zu einer primitiven
Klagse B betrachtet, wobei man natitlich jeweils 8 23 voraussetzen
sollte. ‘

Fiir den Spezialfall, daf % = & und B = S,y bzw. By, haben wir
oben beide Fragen positiv beantwortet.
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Remarks on some class of
continuous mappings of i-dendroids

by
J. J. Charatonik

A metric compact continunm is said to be a dendroid if it is heredi-
tarily unicoherent and arcwise connected. It follows that it is hereditarily
decomposable (see [2], (47), p. 239). A hereditarily unicoherent and
hereditarily decomposable continuum is called a A-dendroid. Note that
every subcontinuum of a A-dendroid is also a 2-dendroid.

It is proved in [4], Corollary 2, p. 29 that for every A-dendroid X
there exists a unique decomposition D of X (called the canonical de-
composition):

) X = {8l deA(X)}
sach that

(i) D is upper semicontinuous,

(ii) the elements Sz of D are continua,

(iii} the hyperspace 4(X) of D is a dendroid,

(iv) D is the finest possible decomposition among all decompositions
satisfying (i), (ii) and (iii).

The elements Sz of D are called strata of X. The monotone mapping ¢
of X onto A(X) defined by
2 pHd) = Sa
is ealled canonical.

Let X and Y be A-dendroids, ¢ and y their canonical mappings
onto dendroids 4(X) and, 4(Y) respectively. Continuous mappings of X
into ¥ will be considered in this paper such that they take every stratum
of X into a stratum of ¥. Denote the class of all such mappings by C.
Thus, by- definition, a mapping

fi X%
of X into Y belongs to € if and only if for every point d e 4(X) there
exists a point 4’ ¢ 4(Y) such that

3) Flo~(@) Cy(d) .

for deA(X)
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