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STUDIA MATHEMATICA, T. XXXIV. (1970)

Les nombres de Pisot et 'analyse harmonique
par

Y. MEYER (Paris)

Le but de ce travail était de démontrer qu’un ensemble de nombres
réels, du type Cantor, construit & I’aide d*un rapport de dissection (cons-
tant) £ est un ensemble de synthése dés que &' est un nombre de Pisot(").
Le résultat que nous avons en fait prouvé est plus général et moins préeis
(th. X) mais, chemin faisant, nous avons eu ’occasion de relier les nombres
de Pisot et aussi les nombres de Salem & divers points de ’analyse
harmonique.

Dans la partie I sont étudiés les ensembles harmonteus de nombres
réels: nous appelons ainsi toute partie A de R telle gque les restrictions
4 A des caractéres du groupe R, muni de la topologie discréte, soient
uniformément approchables, sur 4, par des caractéres du groupe R muni
de la topologie usuelle. Ces ensembles 4 sont, s’ils ne sont pas trop dis-
persés, caractérisés par le théordme IV.

Dans la partie II, une catégorie plus vaste d’ensembles A de nombres
réels est étudiée: on dit que A a un compact associé 8’il existe un nombre
réel & positif, non nul, et un ensemble compact K de la droite réelle tels
que, pour tout polyndéme trigonométrique & spectre dans 4, P(x), on ait

sup|P(x)| = esup | P(z)]-
weK xeR

Ces derniers ensembles jouent, pour le probléme de la synthése, un
role analogue & celui des progressions arithmétiques intervenant dans
un théoréme de C. Herz ([3], th. VII, p. 124) et c’est, grice & ce fait, que

nous obtenons le théoréme X dans le partie ITT.
1. LES ENSEMBLES HARMONIEUX

1. Propriétés générales des ensembles harmonieux

1.1. Le groupe additif des nombres réels est noté R et le groupe
multiplicatif des nombres complexes de module 1 est noté T. Sauf avis
contraire, les topologies considérées sur R et T' sont les topologies usuelles.

() Léauteur vient de prouver ce résultat quand, en outre, 0 < < 1/8.
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Soit A une partie de R; deux espaces d’applications de 4 dans T, X(4)
et z(4) sont Qéfinis comme suit:

Définition. I’ensemble des restrictions & 4 de tous les homo-
morphismes de R dans T est noté X (4); les éléments de X (A) seront
appelés des caractéres faibles sur A. I’ensemble des restrictions & A de
tous les homomorphismes continug de B dans T est noté #(4); les éléments
de 2(A) seront a.ppelés des caractéres forts sur A.

Grace au th. 2.1.4, p. 36 [9], on peut définir plus simplement X (/1
soit H le sous groupe de R engendré par A:.X(4) est lensemble des
restrictions & A de tous les homomorphismes de H dans T ou encore les
éléments y de X (4) sont les fonctions définies sur 4, de module 1, telles
que, pour tout entier m, toute suite (A;)icicn d’éléments de A et toute

n :

suite (9:)icicn d’entiers relatifs, la relation D'pihi =0 entraine [T [y(A)T"%
1 1<ign

=1; z(4) est lensemble des applications de A dans T de la forme
'th (te R)

Deux topologies peuvent &tre considérées sur X (4) et sont compzm-
bles avee la structure de groupe de X (A): celle de la convergence simple
sur A et celle de la convergence uniforme sur 4. Pour la premiére X (A)
est compact et X (A) est la fermeture de #(4) (th. 1.8.3, p. 31 [9]).

Définition. Nous dirons que A est un ensemble harmonieuz si,
pour la topologie de la convergence uniforme sur A4, X (A4) est la fermeture
de z(A4).

1.2. Voici deux conditions équivalentes & “A est harmonieux”.

TERoREME 1. Soit A un ensemble de nombres réels et s un nombre réel
dans Vintervalle 10, 2[. Les trois conditions ci-dessous somt équivalentes:

(a) A tout caractére faible y sur A on peut associer un nombre réel
% tel que, pour tout A de A, on ait |exp (iAt)— x(3)] < e.

(b) On pewt trouver un nombre réel T tel qu’a tout caractére faible x
sur A on puisse associer un nombre réel t ayant les propriéiés

@ H<T,
(i) |exp(idt)—x(2)| < e (Aed).

(c)'O'n. peut trouver un nombre réel T tel que tout intervalle de longueur
2T contienne un nombre réel t vérifiant toutes les indgalités |exp (14t) —1| <&
(Aed).

La démonstration de ce résultat s’écrit mieux en utilisant, au lien
de X (A), le compactifié de Bohr B de R: R est le groupe dual de R muni
de la topologie discréte et les éléments y de R sont done les homomorphis-
mes de R da.ns T. Un tel élément y de R sera appelé un caractére faible.
S"]]. est, en fait, de la forme » — exp (iaw), a< R, on dira que y est un carac-
tére fort; tout caractére fort est faible et cette remarque permet de définir
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une injection de R dans R. Par abus de notations, nous considérerons
R comme une partie de R et nous utiliserons la notation additive pour
1a loi de groupe de k; alors R est dense dans R. Enfin R est compact.

Montrons que (a) entraine (b). Soit V(e) I'ensemble de tous les élé-
ments y de IEE tels que, pour tout A de A, on ait [x(A)—1| < &; V(e) gst
fermé dans R et done V(e), muni de la topologie induite, est compact.
A tout entier positif n associons la partie K, = [—n,n]+V(e) de R s K
est compact. La condition (a) signifie que la réunion des I, est tout R.

Grace au théoréme de Baire, 'intérienr K, de K, n’est pas vide dés que
n est assez grand. Considérons alors, pour cette valeur de =, les ensembles

K -t ol teR; parce que R est dense dans R leur réunion U(K,L—I—t)

est tout R et il existe un ensemble fini F de nombres réels tel que K +F

= R. A fortiori on a [—n,n]+F+V(e) = R et (b) est prouvé avec
T = n+sup(F) '

Montrons maintenant que (b) entraine (¢). Soit ¢ le centre de l'inter-
valle donné de longueur 27 et y le caractére z — ¢*°. On peut, grice
4 (b), trouver un nombre réel s tel que |s| < T et que, pour tout A de 4,
lexp(ids)— exp (i4)] < &. On pose alors u = t—s et I'on a, pour tout A
dans 4, lexp(idu)—1l<<e

Puisque (b) entraine (a), vérifions que (¢) entraine (b). Par le raison-
nement que nous venons de faire, on voit qu’a tout nombre réel ¢, on
peut, griace A (), associer un nombre réel s tel que i—s appartienne & V (¢)
et que |s| <T. I’ensemble compact [—T, T]+7V(c) contient R; c’est
done R.

La condition (e) peut dtre présentée comme une condition de répar-
tition module 1. Soit # 1n nombre réel et ||z|| la distance de » & Z (ou i
Tentier le plus proche de x). A tout ¢ de 10, 2[ corregpond un nombre réel
a dans 10, 1/2[ tel que |exp(2wiz)—1| < e et |o}| < o soient équivalents.

Nous dirons, suivant Bésicoviteh [1], qu’un ensemble F de nombres
réels est relativement dense s'il existe un nombre réel positift 4 tel que
tout intervalle de longuneur A contienne au moins un point de E.

COROLLAIRE. Soit A un ensemble de nombres réels et, pour tout e > 0,
E(e) Pensemble des nombres réels T tels que, pour fout  de A, on ait |[iA] < &.
Alors A est harmonieuw si et seulement si B (e) est, pour tout & positif, relati-
vement dense.

1.3. Voici une importante propriété métrique des ensembles harmo-
nieux.

TetoriMe II. 4 tout “ensemble harmonieuz A on peut associer um
nombre positif non nul d tel que la distance enire deux points distincis de A
dépasse toujours d.

Studia Mathematica XXXIV.2 9
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Avant de montrer le théoréme, remarquons que si A est harmonieux
les ensembles A--A ou A—A le sont aussi comme on le vérifie aussitot.
Ainsi pour prouver notre résultat, il suffit de montrer que si A est ha,1‘~m0-
pieux, 0 ne peut 8tre un point d’accumulation de A. Supposons qu’il en
soit ainsi. Soit & = 1/4, par exemple, et ' un nombré réel tel que la dis-
tamce entre deux éléments conséeutifs de Vensemble F(1/4) défini au
corollaire du théoréme I ne dépasse jamais 27. 8ided et 0 < [A] < (8T)7Y,
1a distance entre deux éléments consécutifs de AH(1/4) ne dépasse jamais
1/4. Mais, par définition de E(1/4), les points de 2E(1 /4) devraient 8tre
situés dans des intervalles de longueur 1/2 et de centres entiers. Clest
contradictoire.

1.4. La réunion de deux ensembles harmonieux n’est pas toujours
un ensemble harmonieux. Par exemple un sous groupe discret de R est
harmonieux mais la réunion de Z et de ZV?2 ne L'est pas comme le montre
le théoréme II. Un ensemble fini est toujours harmonieux.

TetoreMe IIL. Soit A un ensemble harmonieus et I un ensemble fini
de nombres réels. La réunion A w F (¢t done la somme A-+-F) ést un ensemble
harmonieus.

Avant de prouver ce résultat, donnons en une application. Soit 4
un ensemble harmonieux et & un nombre réel. L’ensemble A v {a} et
done T'ensemble A-+a sont harmonieux et ceci montre que si A est un
ensemble harmonieux et si @ et b sont deux nombres réels, I’ensemble
a+bA est harmonieux (que b4 soit harmonieux en méree temps que
A est évident).

Passons & la démonstration. Soit, pour tout e > 0, V(¢) ’ensemble
des éléments y de R tels que, pour tout 2 dans 4, on ait {y(1)—1| <e.
Soit W(e) la fermeture dans R de Vi) ~nR.Ona V() nR=W() AR
et W(s) ~ R est dense dans W (e). Nous allons en conservant ces notations,
montrer le résultat suivant:

LeMME. Si A est un ensemble harmonieus et Q2 un ouwvert de R contenamt

0, pour tout ¢> 0,82 ~ V(e) ~ R est un ensemble relativement dense de

nombres réels.

Le théoréme IIT en découle: il suffit d’appeler 2 l'engemble des
éléments 5 de R tels que, pour tout ¢ de F, on ait |y(f)— 1| < & Reste
4 prouver le lemme. Quelques remarques ensembligtes’ sur W(e) sont
néeessaires: on a W(e) = —W(e) et W(e)-+-W(e) = W(2¢). On en déduit
aussitot, pour toute partie 2 de R et tout x de W (e), Vinclusion (z+ Q) ~
~ W(e) = o+ 2~ W(2). D’autre part, la réunion

U (#4+0) = Q+R~ W(e)

zeRAW ()
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contient W (e) car R ~ W (e) est dense dans W(e). Mais W(e) est compact;
il existe donc un ensemble fini @ de nombres réels appartenant a W(e)
tel que W(e) soit contenu dams G-+ Q. Alors W(e) = (G+2) ~ W(z)
est contenu dans G+ 2 ~ W(2e). Appelons L un compact de R tel que
L4+W() =R. On a L+G+02 ~ W(2) = R; K = L+ est un compact
de R et le lemme est prouvé (avee 2¢ au lieu de ¢).

2. Ensembles harmonieux et relativement denses

2.1. Rappelons qu'une partie 4 de R est dite relativement dense s'il
existe un nombre réel T tel que tout intervalle de longueur T contienne
au moins un point-de A. ’

Les ensembles harmonieux et relativement denses sont caractérisés
de la facon suivante:

TagoriEME IV (Caractérisation des ensembles harmonieux et relati-
vement denses de R). (a) Soit B une partie de R qui est un espace vectoriel
sur Q de dimension finie n; soit I Vapplication identique de E dans R el
Liyeeey Ln_yn—1 - applications Q-linéaires de E dans R telle que I,
Ly, ...y Ly, soient n applications Q-lindaires indépendantes sur R. Soil
M un Z-module libre de rang n contenu dans E et A la partie de M formée
des A dans M tels que | L1 ()] <1, ..., | Ln_1(A)] < 1. Alors A est harmonieus
et relativement dense.

(b) Soit A’ un ensemble harmonieux et relativement dense de R; alors
A’ est contenu dans une partie 4 de R décrite par (a).

2.2. Nous prouverons d’abord le (a). Soit (sy,..., 8,) une base -du
Z-module M; tout caractére faible sur M est défini & 1’aide d’une suite
0r, 1< k<m, de nombres réels dans [0,1[ par

n n
2(2) = exp (2mi ) o B  siA= D ms, Gl
1 1

A tout £> 0 on va associer n nombres réels ¥, ..., %,_; et & tels que

6] < e (1<j< n—1) et que, pour tout 1 dans M, on ait
fn—1
(2.2.1.) (%) = exp(2mil)exp (21 ) t,-L,-(A)).
1

Cela entrainera, si 1 est dans 4, |y(A)— exp(@nilr)| <2=x(n—1)s
et le (a) du théoréme sera prouvé.

Posons Lj(sy) = b(k,5),1<k<n,1<j<n—1. On désire avoir

-1

6 = o+ D) b(k, )t (mod1)
1

avec ‘
Hl<e A<i<n—1).
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Soit ¢ Tensemble de tous les points de R” de la forme

-1

(SkﬂH‘ Z b(k, j)ti)1<lc<n

1 .
qui sont les images de tous les points de R™ de la forme (x, &y, ..., tn_y)
tels que |4 <e(l<j<n—1). Grhce 3 lindépendance sur R de I,
Ly, ..., Ly_y, C contient un cylindre ouvert dont I’axe est la droite D,
ensemble des points de R™ de la forme (832)icigns €< B

Grice, cette fois, & indépendance sur Z des s, Timage de D dans

R™|Z" est dense et Pimage de C est tout R"[Z" ce qui prouve 2.2.1.

2.3. La preuve du (b) nécessite plusieurs étapes: on construit d’abord
le Z-module M puis les formes linéaires Ly, ..., Lp_1. On montre qu’elles
sont majorées en module par ¢ sur A’ puis enfin que I, Ly, ..., L,_, sont
R-indépendantes.

(i) Construction de M.

Levus 1. Soit M le Z-module engendré par A'. Alors M est un Z-module
libre -de rang fini.

Le théoréme II montre que lon peut ordonmner A’ en une guite
croissante (Ax)_cckeroo- L'ensemble A'—A’ est harmonieux; donc l'en-
semble F' des différences Az,.1— A (—oo <k < --oo) qui est borné, parce
que A’ est relativement dense, vérifie la conclusion du théoréme IL
Aingi F est fini. :

Soit M le Z-module engendré par A; et F; M est aussi le Z-module
engendré par A'. Le théoréme de structure des Z-modules montre alors
que M est libre et de type fini. Soit # le rang de M.

(ii) Construction de Ly, ..., L,_,. Lie lemme suivant y joue un grand
réle: -

LEMME 2. 800t (A)_ soctoe 400 Whe Suite de nombres réels telle gue Vensemble
F des différences Apyi— Ao s0it fini. Il existe un nombre réel positif u tel
que, st 0 < & << 1, tout caractére faible y sur R vérifiant toules les inégalités
l2(e)—1] < e (—oo < k< +o0) s'éerive y = exp(2nil), ok L est wune
application Q-lindaire de R dans lui-méme telle pour touwt k, |L ()| < e

Une remarque précéde la démonstration: soit # un nombre réel
et [z 1a distance de # & Z. Pour tout nombre réel positif ¢, lexp (2niz)—
—1] < 2¢ entraine || < e.

Soit A’ Pensemble des 4, (—oco < k < +o0) et M le Z-module libre
de rang fini engendré par A'. Soit sy, ..., s, une base de M. Chaque s;
peut &tre écrit comme une combinaison linéaire & coefficients entiers
des z; des inégalités |yx(Ax)—1| < e on déduit done les n inégalités
lx(s)—1 < 4e (1 <j<n) o A ne dépend que de A’ (et pas de e&).
Supposons que 4de < 1/2 et soit alors I Iapplication Z-linéaire de M
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dans R définie par les 2n conditions x(s;) = exp(2niL(sy) et |L(sy)|
< Ae (1 < j < n). Chaque élément de A, v F' est une combinaison linéaire
a coefficients entiers des s;,1<<j <. On en déduit, pour tout 1 dans
Ay v F, Vinégalité |L(A)| < Be ot B ne dépend que de A'; mais ’on a aussi,
pour tout A dans 2; v F, z(4) = exp(2wiL{A)) et Pon a, pour ces valeurs
de 1, [x(2)—1] < 2& ou encore [[L(A)] <& Si Bes < 1/2, Vinégalité |L(4)]
< Be, jointe & [L(A)|| < ¢, entraine [L(1)| < e.

Montrons enfin que |L(4)| < e pour tout k. On procéde par récurrence
sur k. On a, par le résultat préeédent, |L(Az, ) —L(4)| < & et, si |L(A)]
<& on en déduit que |L(M,.)| < 2e Mais on a aussi [L(A)l<e
(car x(Ai1) = exp(2miL(iryy) €6 x(Aein)—1] < &) ef, si & <1/d-ce que
nous supposerons-, on cbtient |L(4,.)| <e.

Achevons la construction de Ly, ..., L, ;. Soit § un nombre réel,
non nul, transeendant sur lextension Q{s, ..., s,] et soient L, ..., Tp_,
les applications Z-linéaires de M dans R définies par les conditions Zj(sy)
= 06(j, k) ot 1<k<n,1<j<n—1 et o 6(j, %) est le symbole de
Kronecker. Soit I I’application identique de M dans R.

Puisque A’ est harmonieux, pour tout nombre positif ¢ non nul,

. et tout j, 1 < § < n—1 on peut trouver un caractére faible y; et un nombre

réel x; ayant les deux propriétés suivantes:

(i) pour tout i de A', on a |g(A)—1] <e&;

(ii) pour tout i de M, on & exp(2mili(4)) = exp(2widn;)y,(4).

Grace au lemme 2, on peut, dés que ¢ est assez petit, associer & chaque
27 (L <j < mn—1) une application Z-linéaire, L;, de M dans R telle que

1i(2) = exp(2mil;(A)) et |L;(A)|<e si1<<i<n—1 et ded’.

1 suffit, pour terminer la démonstration du théoréme IV, de démon-
trer que I, Ly, ..., L,_; sont R-indépendantes. Soit Z; l'application
Z-linéaire de M dans R définie par Z; = Lj— x; I— L;; Z; ne prend, sur
M, que des valeurs entiéres. Une relation de dépendance linéaire entre
I, Ly, ..., Ly,_, Sécrirait

n—1
) a(Li—2;)+bI = 0.
1

Le déterminant des n formes Ly—Zq, ..., Ln_1—%n_1, I serait nul

et ceci entraine que 6 soit algébrique sur lextension Q[si, ..., $n_1]-

2.4. Les pseudogroupes. )

Définition. On appelle pseudogroupe toute partie I' de R définie
par la donnée d’un entier n, de 2n—1 nombres réels, non nuls, @, ..., dn,
bay ..., by comme suit: I' est ensemble de tous les nombres réels s’écri-
vant a, k- by{ak}+...+by{a,k} lorsque %k déerit Z (la différence entre
le nombre réel x et P’entier le plus proche est notée {x}).


GUEST


134 Y. Meyer

TEhoriME V. Tout pseudogroupe est un ensembdle relativement dense
ot harmomieum; & tout ensemble A relativement demse et harmonieux de
nombres réels on peut associer un pseudogroupe I' et un ensemble fini F
tels que A soit contenu dams I'+F.

Comme '+ F est harmonienx en méme temps que I, le théoréme 2.4
caractérise les ensembles relativement denses et harmonieux & laide
des pseundogroupes.

2.5. La démongstration du théordme 2.4 nécessite quelques définitions.
Soit & un espace vectoriel sur B de dimension finie n supérieure & 1.
Appelons prisme de & toute partie B de & définie par n—1 formes linéaires
indépendantes sur &,fi, ..., fa_; comme suit: 7 est I'ensemble des éléments
z de & vérifiant |fi(®)] <1, ..., [fa_1(2)] < 1. Soit & un second espace
vectoriel sur R de dimension finie supérieure & 1 et % une application
lindaire de & dans &#. L’image par .% d’un prisme de & est toujours con-
tenue dans un prisme de #. )

Passons & la démonstration. Soient I' un pseudogroupe et k;, 2 <j
< m, des entiers relatifs tels que {a;k} = a;k—k; et |a;k— Ty < 1/2. Alors
I' est Densemble des nombres réels de la forme (a;—+ aaby+...a,bu)k
—byky—...—buky tels que |ak—Fki| <1/2 si 2<j<n Appelons
M le Z-module engendré par a,-Fasby+ ...+ @pbn,boy .o, by; M est
libre et de rang m ol 1< m < n. Une base (sy, ..., Sn) de M permet de
définir une application L, Z-linéaire de Z" dans Z™, par

L(k7 7527 (RS kn) = (Ply ‘“3.pm)
8 (@1 @3bst .+ @ bu) b—byky— ... — bk = Py 814+ DS

Soit % 1'application R-linéaire de’ R™ dans B™ qui coincide sur Z"
avec L. Les conditions |a;0— 2y <1/2 (2 < j < ) déterminent un prisme
de R" dont 'image par .2 est conteriue dans un prisme de R™; ceci montre
que si les entiers %, k,,..., k&, vérifient les conditions |a;k~— ;<< 1/2
(2<j<n), les entiers py,..., P, qui leur sont associés vérifient des
conditions [I;(py, ..., pw)l <1, 1<j < m—1, okt les I; sont m—1 appli-
cations R-indépendantes de Z™ dans R. Soient I les m—1 applications
Z-linéaires de M dans R définies par

Li(p181+ o FDusm) = L1y ooy Pm) (1< J < m—1).

Alors I' est contenu dans P’ensemble des éléments A de M pour lesquels
(A} < L(1 < §< m—1). Si application identique de M dans R dépen-
dait linéairement des I;, 1L <j < m—1, Pensemble I” serait borné ce qui
est manifestement faux. Le théordéme IV s’applique donc et montre queé
tout pseudogroupe est harmonieux.

Réciproquement, soit- 4 un ensemble harmonieux et relativement
dense. On peut, grice au théoréme IV, trouver un entier n, n—1 formes
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linéaires définies sur R™ et indépendantes, les Iy, 1 < j < n—1 et # nombres
réels sy, ..., 8, linéairement indépendants sur Z tels que A soit contennu
dans l’ensemble des nombres réels s’écrivant p;8,+...+p,8, avec la
condition que les 7, (1< k< n) soient des entiers relatifs vérifiant les’
n—1 inégalités |;(py, ..., pu)| < 1. Quitte & changer I'ordre des indices,
il existe une constante A et n—1 nombres réels by, ..., b, tels que, sur
R”, les relations |l;(zy, ..., 2,)] <1, 1 <j < n—1, entratnent les relations
16 a2 —@51] < A. Iy a donc un ensemble fini F;,, d’entiers tel que
les inégalités, sur Z% {;(py, ..., Pn)] <1,1<j <n—1 entrainent

PisrediPr—{b )+ Fypq;

appelons F l'ensemble s, Fy+-...} 5, Fp, POSONS a; = 8;-+by8=-... - by5,,
@y = —8y, ..., Gy == — 8, €t 12 seconde partie du théoréme 2.4 est prouvée.

3. Ensembles remarquables d’entiers algébriques

3.1. Soit K un corps réel de nombres algébriques, c’est-a-dire une
extension algébrique de degré n de Q qui soit contenue dans R. Soient
O1y Ogy ---y On les m Q-isomorphismes distinets de K dans C ol o, est
Tapplication identique de K dans C.

Un élément  de K est un nombre de Pisot de degré n si 2 est un entier
algébrique de K tel que |oy(®)] <1, ..., [on(2){ <1 (alors tous les eon-
jugués de » autres que % lui-méme ont un module strictement inférieur 3 1).

Un élément « de K est un nombre de Salem de degré n si x est un entier
algébrique de K, distinet de 1 et de —1, tel que |ou(z)] < 1, ..., lon ()] < 1,
un de ces modules étant égal & 1.

Les nombres de Pisot et de Salem sont réels; nous n’excluons pas
le cas ou ils seraient négatifs.

TeforEME VI (Caractérisation des ensembles harmonieux et stables
par multiplication). (a) Soit K, Q < K c R, un corps réel de mombres
algébriques, soit n le degré de K et A Densemble de tous les nombres de Pisot
et de Salem, de degré n, appartenant & K. Alors A est un ensemble de nombres
réels harmonieux et stable par mulliplication.

(b) Soit A" wun ensemble de nombres réels harmonieuw et stable par
multiplication. Alors il existe un ensemble harmonieuz A du type déerit
en (&) tel que A’ soit wne partie stable par multiplication de A v {—1,1}.

3.2. La partie (a) du théoréme 3.1 résulte du théoréme IV. En effet,
parmi les » isomorphismes o5, 1 < j < n, 7, sont réels et 2r, sont complexes
mais deux & deux conjugués. Quiite & changer D’ordre des oy, on les
supposera réels 8i 1<<j<< 7, avee oy = Id et complexes 81 §j >ry; les
o; pour lesquels 2 < j < rq, les parties réelles des o; ol § > 7, et les parties
imaginaires de ces mémes o; gont n—1 applications Q-linéaires et R-indé-
pendantes de K dans R, que nous noterons Iy, 1 < % < n—1. I’ensemble
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M des entiers algébrique de K est un Z-module libre de rang 7. Ainsi 4
est contenu dans la partie de M formée des A tels. que |Lx(2)] < 1 1<k
< n—1). Le théoréme IV montre que A egt harmonieux. Que 4 soit stable
par multiplication et évident. '

La réciproque nécessite le résultat suivant:

3.3. PROPOSITION. Soit 6 un nombre réel et A l’msemb_la des pmssqfnc_es
9" %30, de 6. Alors A est harmonieuw si et seulement si 0 e.st un entier
algébrique dont tous les conjugués (sauf 0) ont wun module inférieur ou
égal & 1. . ‘

Dans la démonstration de la proposition 3.3 deux cas doivent étre
distingués: 0 algébrique et 6 tramscendant. Si 0 est trapscendant, les
restrictions & A des caractéres faibles sont toutes les.sultes enrm d'e
nombres complexes de module 1. Chacune de ces suites est-elle, uni-
formément sur 4, approchable par des caractéres forts? Mé'Ia ([4], th. 5.2)
a montré qu’il n’en est rien et nous allons donner de ce fait une nouvelle
démonstration.

3.4. Levvz. Soit 6 un nombre réel; il existe une suite (Cp)nmo prenant
les valeurs -1 et un nombre réel positif, e, tel que, pour tout © réel,

sup |0y — exp (2wizb™)| > .
n>=0

Le cas ol |6] <1 est évident. Nous supposerons done |6 >1. On
appelle 4, l’engemble des nombres complexes z de module 1 tels.qg‘e
le—1] <& ou |z+1]| < ¢ et K, Pensemble des # réels tels que exp (2miwd™)
appartienne & 4, pour tout n, n > 0. Dés que ¢ est assez petit, 0 est un
point igolé de K,: en effet, si » appartient & K,, on a

lexp (4rmizb™) — 1| < 2¢

qui entraine [|226™| < e (n>0). Si |22] <e, il ¥ a un plus grand entier
m tel que, 81 n << m, on ait 226" <& (81 |6] > 1, m est fini).. On a done
|226™ | > 1—e, car 2x6™*! appartient 4 un intervalle de longueur 2e
dont le centre est un entier. On en déduit que 6> (1—e)/e ce qui gst
inéxact si ¢ est assez petit. L'inclusion K,—XK, = K,,, entraine que, 5i ¢
est asgez petit, tout point de K, est isolé. Alors K, est dénombrable.
Mais ’ensemble de toutes les suites de 4-1 ne D’est pas et il existe done
une suite (Cplnso Prenant les valeurs 41 et qui n’est pas, & ¢ prés, égale
4 une suite (exp (2min6")ns, 0% we K, et done, i fortiori pas, 4 une suite
(exp (27im6™))nse 0% @eR.

3.5. 8i 0 est algébrique, soit & son degré, soit P(X) = ag X*+...+azx
un élément. irréductible de Z[X] tel que P(f) = 0 et soient 0;, 1< j
< k—1, les conjugués de 6; les 6; sont des racines simples de P(X) = 0.
Quitte & les réordonner, on supposera gu'un entier p <<k est défini par
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la condition que [6; <1 si j<p et 161 >1 si j>p (si avcun des |6
n'est inférienr ou égal & 1, on pose p = 0). :

Bi- A est harmonieux, aussi petit que soit & > 0, il existe un nombre
réel w, non nul, tel que, pour tout n, ||0"2]] < &. Posons 6"z = Pt &ny

" PneZ, |en] < 5 On a, pour tout n positif, a, 6" +* 1+ a0l g6t =0

Qo Pon déduit que :
GoPryrt oot Opp = — (a'nﬁm.;.k"}’ cetapey).

SL e(lao]+ ...+ |ax]) < 1, Pentier du premier membre est nul et le
second membre l'est aussi. On a done &, = Ay 07+ ...+ 4y 07 ot les % sont
des coefficients complexes (seules interviennment les racines de module
inférieur ou égal & 1 car s, est borné). Les sdries formelles D O"X" et

D n=0
2 & X" représentent les fractions rationnelles 1 J(1—8X)et 3 2;/(1— 0;X)
n=o 1

dont la différence est la fraction rationnelle irréductible U{X)|V(ZX) ol
»
V(X)) =1—ox) [ ] 1—0,x).
1

La série formelle 3 p, X" représente donc tne fraction rationnelle et,
nz=0

>3
d’aprés un théoréme de Fatoun ([3], lemme 2, p. 64), on peut trouver
deux éléments premiers entre eux A (X) et B(X) de Z[X] tels que
B(0) =1 et que } p, X" = 4A(X)/B(X). On a alors V(X) = B(X). Cela
n=0

montre que 6 est un entier algébrique dont les conjugués sont les 6,
1<j< p. La proposition 3.3 est prouvée.

3.6. Pour achever de démontrer le théordme VI, il nous suffit d’établir
le lemme suivant:

- LevMe. Soit 8 un ensemble, stable pour lo multiplication, @ entiers
algébriques de Pisot ou de Salem. IU ewiste um corps réel K de nombres algé-
briques tel que 8 soit une partie stable par multiplication de {—1,1}oT
ol T' est Vensemble des nombres de Pisot ou de Salem de K ayant un degré
égal & celui de K.

Si # appartient & 8 et # 5= +1, posons n = d°[w; Q] et, K = (EN
Nous allons montrer que § est contenu dans K. On sait déja que tout
élément y de § est un nombre algébrique. Posons p = Ay; K1 8ip =1,
le lemme est prouvé. Si p > 1, il v a exactement » Q[z]-isomorphismes
distinets de Q[w,y] dans C. Soit v un d’eux différent de Videntité et
80it ©(y) = 2;# est un conjugué de y et puisque |#| > 1, 11 y a un entier
m tel que 4™z > 1. Mais alors 4™y ne peut &tre ni un nombre de Pisot,
ni de Salem ecar le module d’un de ses conjuguds, distinets de Ini-méme,
dépasse 1.
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Par des démonstrations analogues & celle de la propos‘ition 3.3 on

montre les résultats suivants:
. TphorkME VIL. Soit 6 un nombre réel stristement supérieuwr & 1, A

Pensemble des nombres réels de la forme n0™ n > 0, et A’ Pensemble de tous

. . 1 7 Ky
les mombres réels s'éorivamt comme des sommes finies 20 en 0" 0 &, vaut
n>

0 ou 1. S8i 6 est un nombre de Pisot, A et A’ sont harmonieuw. St A ou A’
est harmonieuz, 0 est un nombre de Pisot.

TI. CONDITIONS ENTRAINANT QU’UN ENSEMBLE DE NOMBRES REELS
AIT UN COMPACT ASSOCIE

1. Notations et rappels

Appelons M (R™), n > 1, l'ensemble des mesures de Radon bornées
sur R*, & valeurs complexes; M (R") est une algdbre de Banach pour
le produit de convolution et, par transport de s:aructure, on définit 1'algdbre
B(R") de toutes les transformées de Fourier u des éléments u de M (R").
On pose |allzmn = llulumn-

Si E est une partie fermée de R™, soit I(E) l’idéal fermé de B(R™)
composé de tous les éléments de B(R™) nuls sur B et soit B(E) Lalgeébre
quotient B(R")/I(E) munie de la norme quotient. L’opération de res-
triction & ¥ des éléments de B(R") définit une injection canonique de B(H)
dans l'espace ‘de toutes les fonctioms, & valeurs complexes, continues
et bornées sur E.

Si / est une partie de R, appelons P. T. (A) I’espace vectoriel normé
composé de toutes les fonctions P, définies sur R, & -valeurs complexes

et pouvant s’écrire
P(a) = > me™
Aed

ot les a; sont des nombres complexes tous nuls sauf un nombre fini. La
norme de P dans P.T. (A) est ||P|, = sup|P(#)|.
ZeR

2. Définition et premidres propriétés des spectres réguliers (%)

2.1. On dira qu'une partie A4 de R est un specire régulier 8'il existe
un compact K de R et un ¢ > 0 tels que, pour tout P de P. 7. (A), on ait

6] sup [P (2)] > &[|Pll.

On dira aussi que le couple (K, &) est adapté & A gi (1) est vérifié.
Si A est un nombre réel posmf on dira que le couple (4, ) est adapté

(%) Voir [2], Définition, p. 297.
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& A pour exprimer que, si K =[—4, 4], le couple (K,¢) est adapté
4 4. Appelons “pas’ de A la quantlté {inflo' —a|;wed, ' ed, » #a'}.
On a alors ([8], th. 1)

2.2. PROPOSITION. Si le couple (4, ) est adapté & A, alors le pas
de A est supérieur ou égal & 2:A™'. Soit 1 un nombre réel positif tel que
Al < & et soit H Phoméomorphisme canonique de A+ [—1,1] sur Ax [, 1]
défind par H(A+1) = (A, 1), ded, |t| <T. Soit V un Jerme contenu dcms
[—1, 1]. Pour tout élément ¥ de B(/lx V), ¢ = Yo H appartient & B(A-V)
et

”W”B(Ax 7y S ]l‘?’ﬂB(A.;.V) < (e—Al~ ”T”B(AXV)

La proposition permet d’appliquer les résultats ci-dessous au pro-
bléme de la synthése, de 1'unicité et des isomorphismes en analyse har-

monique (voir [6] et [8]).

3. Une condition nécessaire et suffisante
pour que / soit un spectre régulier

3.1. TuforEME VIII. Une partie A de R est un spectre régulier si et
seulement si Vespace dual de P. T. (A) est canoniquement isomorphe & B(A).

Décrivons I'isomorphisme canonique: & élément L du dual de P.7.(A4),
on peut associer la suite définie par I, = L(¢™) et Ton a G < |IZ). La
condition exprimée dans le théoréme 3.1 est que (1)1 appartienne & B(A).
Sans faire d’hypothése sur A, B(A) peut &tre considéré comme tme partie
du dual de P.T.(4) de la fa.g,on suivante: soit x dans M(R) un repré-
sentant d’un élément de B(A) et soit L la forme linéaire continue sur
P.T.(4) définie par P(L) = [Pdu; L ne dépend pas du représentant
choisi et voily définie une injection de B(4) dans le dual de P. T(A).
8i, en outre, 4 est un spectre régulier, cette injection est surjective. En
effet, soit (K, &) un couple adapté & A. Llespace P.T. (4) est isomorphe
4 un espace de fonctions continnes sur K: les restrictions & K des éléments
de P.T.(A). Grice au théoréme de Hahn- Banach, & tout élément L du
dual de P.T.(A), on peut associer une mesure & portée par K et telle
que L(P) = [ Pdu (P<P.T. (A))

Pour montrer la réciproque, nous aurons besoin du lemme suivant.

= Yo"
ded

3.2. 8i y est un caractére faible et si’P(m)

P(y) = D an(h).

Jed

, posons

Puisque R est dense dans ﬁ, on &

P <Pllo =

1

sup [P (x)!.
TR
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LeMME. 8i A n'est-pas un specire régulier, pour tout e > 0 il existe
une suite (Pp)nsy A'6éments de P:T.(A) et un caractére faible yx sur B tels que

(a) |Pulls =1,

(b) P, converge uniformément vers 0 sur fouf compact de R,

(e) [Pu(x)|=1—e (n=1). »

Avant de prouver le lemme, montrons pourquoi il entraine le thé-
oréme VII. Supposons que les hypothéses du théoréme soient satisfaites
et que A ne soit pas, cependant, un spectre régulier. Au caractére y défini
par le lemme, est agsociée 1a forme linéaire continue P — P(y) sur P.T.(4).
On devrait pouvoir trouver une mesure bornée u sur R telle que P(y)
= [ Pdu. Mais (a) et (b) entrainent [P,du -0 (n — +o0) tandis que,
griace & (¢), Pn(y) ne tend pas vers 0. Il y a contradiction et le théoréme
est prouvé.

11 reste & prouver le lemme 3.2. On va construire, par récurrence,
la suite (P,)n-; €6 une suite (#,)m-: de nombres réels tels que

(a’) ”'Pn”m = 1} #
(b) sup |Pa(2) <0t
[mi<n
{(¢) Re[Py(wp)+...+Pul@n)] = n— 5(2~1+ .. .+2..n)7
(d) Hm @, = 4oo.
T—rf-00 )
Supposons vérifiés (a), (b), (¢) pour Pentier n et monfrons comment
choisir #,,, et P,,; (les choix de #, et P; sont évidents).

Soit, puisque A n'est pas un spectre régulier, (Qu)nm;, Tne suite
d’éléments de P.T.(A) telle que

1@l =1, 15,3}3!@“(50” >0 (n-> +oo).

La somme 8, =P,+...4+P, est une fonction presque périodique
(comme tout polyndme trigonométrique); il en est de méme de Re[S,]
et il existe done un nombre réel positif I, tel que tout intervalle de longueur
2L, contienne un x vérifiant

Re[S,(2)] > [Re[Sullo— 22" = n— (21 ... 42" f-2-"2).

Soit 7 un entier assez grand pour que, sur Vintervalle [—n—1—L,,
t+1+4L,] on ait [Qn(z)] <1/(n41) et m = m, étant ainsi fixé, soit m,
un nombre réel tel que |Qn(7,)| >1—e27""% Quitte & multiplier Qp,
Par un nombre complexe de module 1, ce qui ne change pas les autres
propriétés de @, on peut méme supposer que Re[Qy, (7,)] > 1—e 272
Mais l'intervalle de centre 7, et de longueur 2L, contient un nombre
réel x,,, tel que

Re[8,(@np1)] = n—e(27 4. 427" 2770,
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On pose alors Pp, (%) = Qu (#— @, -+ 1,) €t Pon a bien

sup lan+1(w)J SO+, Pl =1

el<n +
et
Re[P1(@nyr) oot Py (@) 2 0+ 1— (374 4 27",

On peut, dans cette construction, imposer & la suite (#n)ns1 une
croissance arbitrairement rapide. Les inégalité (¢) entrainent immédia-
tement |P;(2,)| >1—6 (1 <j<n) et si x est un &lément de B point
d’accumulation de l’ensemble des #,,7n > 1, on en déduit [Pi(x)] = 1—e
G>1)

On pourrait aussi prouver le théoréme VIIT par un argument de
catégorie de Baire mais le proeédé ci-dessus me semble plus attrayant.

3.3. Applications du théordme VIII. Soit 4 un ensemble discret de
nombres réels (tout point de A est isolé). L’intérét du théordme VIIT
est de montrer que 1’on peut savoir si A est ou non un spectre régulier
dés que I'on connait, & un isomorphisme prés, I’algébre de Banach B(A4).
En effef 4 est exactement ’ensemble des points isolés du spectre de
D’algébre de Banach B(4) et si 2 016(m— 1) = u est une mesure de support

Jed

fini et porté par 4, u définit une forme linéaire sur B(4) dont la norme
est préeisément || ¥'a;6™||,. Ainsi la connaissance, & un isomorphisme
. Aed

prés, de Pespace P.T.(A) et permet de décider si B(A) est le dual de
P.T.(A). ' ‘ )

3.4. PROPOSITION. Une condition suffisante pour qu'une partie A
de R soit un spectre régulier est qu'il ewiste wnm nombre réel a,dt<a<l,
tel que, pour tout caractére faible y sur R, ON PUiISse trouver une mesure u
poriée par R telle que la norme de jt— y dans le dual de P.T. (A) ne dépasse
pas a. -

Raisonnons par I'absurde et utilisons le lemme 3.2 et ses notations.
On aura

KX”“/la PfL}l < Pl 2 < @
Mais [ Ppdu —0 (n— +oco). Dt |P,(y)] < a. Si lon a choisi le

nombre & intervenant au (¢) de 3.2 dans l'intervalle 10, 1—af, on obtient
une contradiction. .

3.5. PROPOSITION. Il existe une constante & > 0 telle que la condition
suivante entraine qu'une partic A de R soit un spectre régulier: & tout carac-
tére faible y sur R on peut associer um  réel el que

sup |y (1) — ™| < 4.
ded
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Pour montrer 3.5, le lemme suivant, dft & Varopoulos ([11], p. 3831,
lemme 1) est utile:

3.6. LEMME. A fout & > 0 on peut associer um 0 de 10, ©[4] et une
fonction f définie sur T, & valeurs complezes, telle que

400 +00 . 5
FE = Y and™,  Mlanl<e o f6) =é"—1

sur [—4, 6]. ) o
Nous employons ce résultat avec ¢ = 4 ce qui définit & dans 3.5.

Voiei alors 1a démongtration de 3.5. Si, pour un feR, slu})\x(l)—e“’ll <

on a, i
suple~®y (A)—1)] < 8.
Aed

Posant 6% = y(A)e~* le lemme donne

e
e‘itlx(l) 1 = Z an(e-inllxn(l))
ou - .
. i
(1) 2= = 3 a,xa(h)

s 3 + 75
avee D |an| < 3, les y, étant des caractéres faibles. Si P(z) = 2211’0,16 f
-—00 E. .
il vient, par simple combinaison linéaire des égalités (1) avee les coeffi-

cients ¢,

00
P()—P) = D anP(a);

ol |P(y)—P ()] <27 ||P|l;, €t L'on peut alors appliquer 3.4 (la mesure
est la masse 1 au point ). .

3.7. TurorbME IX. Si fout caractére faible peut élre approché, wni-
Jormément sur A, par une suite de caractéres forts, le dual de P.T.(A) est
isométriquement B(A) et, & tout ¢ de 10,1[ on peut associer um ensemble
compact K de nombres réels tel que le couple (K, ¢) soit adapté & A.

La démonstration de ce résultat est une adaptation immédiate de
celle du théoréme VIII et de la proposition 3.5.

CoROLLAIRE 1. Un ensemble harmonieuz de nombres réels est um
spectre régulier.

CoROLLAIRE 2. Soit 0 un mombre réel et A Vensemble de toutes les
sommes finies kZ e 0 ol prend les valeurs 0 ow 1. Une condition né-

>0

oessaire et suffisante pour que A soit um specire régulier est que 0 soit un
nombre de Pisot.
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(Nous n’excluons pas 1 et tous les nombres négatifs des nombres
de Pisot).

En effet, si 6 est un nombre de Pisot, A est harmonieux (th. VII)
et donc A est un spectre régulier.

Si § n’est pas un nombre de Pisot,. pour aucun » non nul, la série
é’lsi.n2 (z0") ne converge et 1'on en déduit aussitéh que, pour tout # non
n;

nul, la suite
Pn(®) = cos(z/2)cos (65/2) ... cos(6"xz/2)
tend vers 0. Posons '

Po(z) = pu(w)exp[(iz/2) (14 0-+...+ 6],
Alors P, (z) est bien de la forme Sa, 6%, Sur 10, 4-oo[, les fonetions
Aed

|Py(z)| tendent en décroissant vers 0 ; elles tendent donc uniformément
vers 0 sur tout compact de la forme [, &', 6> 0, ot 4 nlest pas un
spectre régulier.

III. APPLICATIONS

1. Probléme de la synthdse harmonique

1.1. Nous allons nous restreindre aux “ensembles symsétrigues”
de nombres réels définis & partir d’un intervalle [@, b] et d’une suite
(&r)e=1 de nombres réels, appelés rapports de dissection, de la fagon sui-
vante: FE, est la réunion des deux intervalles [a, a4 (b—a)&,] et
[6—(b—a) &, b]; pour construire E, on opére comme pour construire
B, sur chacun des deux intervalles composant E, mais &, est remplacé
par &, et ainsi de suite. Le fermé F est intersection des By, (k> 1). 8i
ér = 1/3, on obtient I’ensemble triadique de Cantor. Soit Az Pensemble
des origines des intervalles composant Ej,.

Soit 8 une distribution, & valeurs complexes, dont le support est
contenu dans E. On dit que S est une pseudomesure si la transformée de
Fourier § de § est une fonction bornée. On pose alors ||§|py = ]lASTI]m
et l'on vérifie aussitét que l'espace vectoriel de toutes les pseudomesures
de support contenu dans # est un espace de Banach pour la norme [181lpae -
Cet espace sera noté PM (E). .

On peut, par transport de structure, définir D’algébre de Banach
A(R) de toutes les transformées de Fourier f des éléments f de L'(R)
(L'(R) est une algébre de Banach quand le produit est le produit de
convolution). '

Les éléments S de PM (F) définissent des formes linéaires continues

sur A(R) par <8,f> = ¢§,f> = JS@f@as.
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1.2. La “synthése parfaite”. Nous dirons que l'ensemble symétrique
Ea ]a: l;ropriété de synthése parfoite si dans la topologie o(PM(E), A(R),
tout &lément § de PM (E) est limite d’une suite (Si)iz1 de pseudomesures
portées par A et définies par

Atlpyn
(1.2.1) 8= D s(w—1) Zf @8 (1)
Aedy,

7 i lles composant Ty, et d(x—1)
1., est 1a longneur commune des interva :
fsx:fj lla masse unité en A; o (PM (), A (R)) est 1a topologie de la convergence
simple sur A (R) des éléments de PM (H)).

1.3. TuforiME X. Soit K une ewtension réelle de degré ’ﬁm' n de Q
et o un nombre réel dams Vintervalle [0, 1[. Ap_’pBZO??/S 8(a) Vensemble cbles
nombres de Pisot de K, de degré %’d dont tous les conjugués (sauf le nombre

- odule inférieur & o. . :
e mﬁzb?rzztmzz Zlbe la synjtchése parfaite est vérifflée par fous les mslembles
symétriques construits & Uaide de wa@zl)orts de d%sseo_tzo'{bs.(fk)kzl tels que,
pour tout b, &' apportienne & S(a) privé d'une partie finie F(a).

1.4. Avant de prouver ce résultat, exa,nﬁnor}s le cas plus particulier
des ensembles symétriques Z(£) & rapport de dissection constant 5.. éLz
théoréme X ne permet pas de montrer quun tel ensgmblg a la propri 6
de synthése parfaite dés que &' estun nombre dAe P1s9t (il fa,udr?,lt pour
cela que ensemble fini F'(a) du théoréme X puisse étre -wde). n est, & rema;‘—
quer cependant que, si &1 nlest pas un nombre de P_zfot, E(&) n a pas da
propriété de synthése parfaite. Appelons en eifed L’f lendomorphlsnsle de
PM(E) défini par la formule 1.2.1. Grice au théoreT:ne'de Bana,(,:‘li- tgn;—
haus, la propriété de synthése parfaite ne peut avoir lieu que §’il existe
une eonstante C telle qne, pour tout %, [[Lz|| < . Soit ula mesure de Lebes-
gue construite sur B(£), ux la mesute portée par 4 et donnant & (?ha.que
point de Ay la masse 2% et soit v, la mesure de. Lebesgu‘e’ congtruite sur
Tensemble symétrique £°H. Nous allons voir gu’ﬂ est pOSSIb}':xde trquir
une suite ()zs; de nombres réels tels que, 5i T’f = vk*[',u,“e g ] la 1111'1]316
de || Ty/lpar soit 0 tandis que | Ly (Tx)llear ﬁ?? égal & 1. Ceci rendhlmpos‘:l e
sup |l Ly < +oo. D'abord Ip(Tw) = ue€®® et [|Lx(Tullpar = llite (3 — telleo
=1

= linls = 1. . ,
Pour évaluer engunite |Tx|py posons
pr(®) = cos(z[2) ... cos(0°w[2).

Nous avons déja montré (cor. 2 du th. IX) que, sur tout compact
de la forme [e,&7'],¢>0, les p, tendent uniformément vers 0. On
a successivement

Wlear = [Tl = (8" 0) e (0— Bl = 13 (8) D (t— &80 -

@ © ' '
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Puisque z tend vers 0 3 Pinfini, on peut choisir les translations &k,
de sorte que lim||Tyllpa = 0.

L.5. Tl suffit, pour prouver le théoréme X, de supposer ¢ = Q et b = 1
car la propriété de synthése parfaite est invariante par les transformations
affines.

Nous allons montrer, en Dremier liew, qu’il existe un ensernble
harmonieux A4, ne dépendant que de K et de a, tel que, pour tout %,
(€15 -+ -5 &)™ 4y soit tme partie de A.

Les points de (&, ..., &)~*4; sont donnds par la formule

h=a(E' =0 a5 —1)50 ... il Fa(s—1)
ot les & (1< J < k) prennent les valeurs 0 ou 1.

Ce sont des entiers algébrigues de K dont les conjugués ne dépassent
Pas (1+4a)(1—a)~! comme le montre le calenl élémentaire. En reprenant
la démeonstration du (a) du théoréme VI, on voit gue la réunion A des
ensembles (&, ..., &)~ A, est un ensemble harmonienx. Soit alors (4,
un couple adapté & 4. Le couple (A& .. .& ) est done adapté & Aj.
Gréce au théoréme IV de [8], Pensemble E a la propriété de synthése
parfaite dés que limA&t... &, +1 < & ce qui, dans notre cas, revient
& lim &, ; < A="e. Mais les éléments de K qui sont des nombres de Pisot
de degré » et dont la valeur absolue ne dépasse pas 4¢* sont en nombre
fini. Quitte & priver S(a) d’une partie finie #(a), on est assurd que
E'e8(a)\P(a) entraine £ < 41 .

2. Encembles des zéros des fonctions presque périodiques

Nous nous intéressons ici aux ensembles B de nombres réely qui
sont exactement Pensemble des zéros d’une fonction d*une variable réelle
uniformément continue et Dresque périodique.

ProPOSITION. Soit K wune extension réelle de degré fini n de Q ef A
Vensemble des nombres de Pisot ou de Salem de degré n appartenant & K.
Alors A est Vemsemble des zéros dune Jonction presque périodique au sens
de Bohr.

(Nous n'excluons pas 1 et tous les nombres négatifs de P’ensemble
des nombres de Pisot ou de Salem). .

Pour montrer ce résultat il suffit de prouver que si ¢ est un nombres
réel n’appartenant pas & 4, alors tn’appartient pas davantage a fermeture
A de 4 dans le compactifié de Bohr R de R; pour cela on déterminera un
entier n, un homomorphisme continu H de R dans T™ tel que H (t) n’appar-
tienne pas & la fermeture de H(A) (dans ™).

Soit 4 I’ensemble des entiers algébriques de K. Nous distinguerons
les trois cas: ¢ n'appartient pas i K, t appartient & K sans appartenir
4 A et enfin ¢ appartient 3 A sans étre un nombre de Pisot ou de Salem.

Studia Mathematica XXXIV.2 : 10
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Si ¢ n’appartient pas & K, il existe un earactére faible y égal 4 1 sur.

K et & —1 en . Sur l’ensemble harmonieux 4 w {t}, y est uniformément
approchable par des ecaractéres continus. 1l existe donc un homomor-
phisme continu H de R dans T tel que H (¢) n’appartienne pas & 1'adhé-
rence de H(A4).

8i ¢ appartient & K sans appartenir & 4, le raisonnement est semblable.
Soit $;,..., S, une bage du Z-module A et Ly, ..., L, les applications
Q-linéaires de K dans @ définies par Ly(sy) = 6(j, k) ol J est le symbole
de Kronecker. Puisque # n’appartient pas & 4, pour un j au moins, I;(f)

n’est pas un entier. Soit y le caractére faible défini sur K par x(4)
= exp(2mily(4)). Alors g est égal & 1 sur /A mais est dlffélent de 1 ent.
On termine comme ci-dessus.

Si ¢ appartient & 4 sans appartenir & 4 la preuve est un peun plus
longue. Soient oy = Id, 03, ..., 0, 1les n Q-isomorphismes de K dans C.
Nous supposons les o; réels si 1 < j < r, et complexes sir; < j < n. Posons
n—r, = 27, et supposons, quitte & changer encore lordre des indices,
que 8i r; <j < r3+7a, 05 6 05, soient complexes conjugués. Définissons
une - application Q-linéaire L de K dans R™' de la facon suivante: §i A
appa.rtlent a4 K,

L(3) = (03(4), ..y 0, (3), Reoy, 11(4), Imoy 1(A), ...

. Reo, 4y (A),Imoy 0, (4)).

Appelons U le compact de R qui est l'ensemble des points
(Bay +vvy @) D018 que |25] <Ly vony |8y | S Ly |8 al*F @B L ooy [@aa|?
+lear <1

La condition, pour un élément 1 de K, d’étre un nombre de Pisot
ou Salem de degré n peut &tre exprimée en led et L(A)eU. Bited et
t¢A, alors L(¢) ¢ U. Pour tout nombre réel ¢ non nul, soit =, ’homomorphi-
sme de K dans T"' défini par 5,(1) = exp(2wicL(1)). Dés que & est
assez petit, ,(f) n'appartient pas & ladhérence de =,(4) dans T™ L.
Mais &, .est uniformément approchable sur l’ensemble harmonieux
A w {t} par des homomorphismes continus H de R dans T"* et il existe
done un tel H ayant la propriété que H (f) n’appartienne pas & I'adhérence
de H(A).

TrtoREME XT. Soit L une entension réelle de degré f@m de Q et A Ven-
semble des nombres de Pisot ou de Salem de L. Alors A est Uensemble des
zéros d'ume fomction presque périodique au sens de Bohr.

En effet il n’y a qu'un nombre fini de corps intermédiaires K compris
entre Q et L. A un tel corps K associons P’ensemble A(K) des éléments
A de A tels que K = Q[A]: A est la réunion finie des A(K) et chaque
A(K) est, grace & la proposition 2.1, ’ensemble des zéros d’une fonction
presque périodique. I1 en est de méme de A.
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