Im STUDIA MATHEMATICA, T. XXXIV. (1970)

Sur Pintégration directe des équations d’évolution
par
T. LEZANSKI (Lublin)

Faisons correspondre % tout nombre réel te{0, 7> un egpace réel
complet X; de Banach, avec la morme | [l;. Pour & >0,0<t<r—e
s0it définie Popération lindaire S(t,e)eX; - X, e- Admettons les hypo—
théses suivantes:

(A) I existe des fonctions réelles oft, s) et y(t),p(t,e) =1, p(t)

croissante et w(0) = 0, telles que 0< WSS S <7, 6 =1~
entraine
n-1
@) [ o, 80 <yplta—t,
=1
(2) 182, e)@llre < @(t, o) llaly  (weXyy 0< e o).

(B) Pour £e<0,7)> il existe un ensemble Zi= X convexe, fermé
et contenant 0, tel que

(3) S, e)weZ;,, § weZ;.

(C) 1 existe un nombre ¢ > 0 tel que pour ®eZy, 8, e > 0 Dinégalité
(4) a lieu:
(4) 18(2, 8+ e)o—B(t-+ 3, &) 8(t, 8)llyyops < O,

Définissons les fonetions abstraites (f. ab.) comme les transformations
de la forme <0, 7>>¢ — &(f)eX,, et posons

D 1
(8) =7 #(0) =Im—{o(t)—8(t—e, e)a(t—e)],

-Dt &0 € .
51 la limite ci-dessus existe au sens fort dans X,. Nous donnerons dans
ce travail les conditions suffisantes pour que les équations

D 5
(6) #(t) = 0 (resp. Em(t) =y(), #(0)=acX,

Dt
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admettent des solutions uniques dans une certaine classe linéaire de
fonctions abstraites. Nous donnerons aussi une application & 1’équation

d
= o(f) = Ado(t),

ot A; sont fermées et linéaires. Nous construirons les solutions de (6)
d*une maniére effective, & P'aide d’un “produit-intégrale”.

Soient se<0, 7y, une division de Vintervalle (s, 7):

08 =1, <t <.

A toute division = on peut faire correspondre une opération linéaire
T, s,1) définie sur X, et & valeurs dans X, telle que
(7 T(m, s, ) = 8, t—b) 8{te_1, Op_1)... 8o, do)0,
si weXy = Xy et & << hepa-
LeMME 1. Pour 0 <s<i<1,0¢X; on @

1T (7, s, t)alle < v (E— 8)lells- ‘

Démonstration. En faisant usage des inégalités (2) et (1) de 'hypo-
thése (A), on obtient

Ll =1, 5i=tf,;+1-——ti.

()

k=1
I (=, 5, Oall < p(t, t—t) [ [ oty 80) lalle < p(t— ) s,

=0

c.q.f.d.

LEMME 2. Awee los notations précédentes on a, pour x<Zy,

(8 (tny 6n)8 (fus Oni) -o. B(to, So)@— S (ty, Sot ...+ On) @ty
< Op(tnyr— o) (fnyr—10).
Démonstration. En vertu de (4) et de (1), on a
18 (tny 0n) B (ta_1s us) - 8(foy o) @— S by, dot+...+ 5n)$“tn+1
< I8 (tny 65 [8 (tnsy On1) -.. B(fyy 80)— 8ty oo+ 0n_s) ]l +
F 18 (tny 8a) 8 (tey Sot+o ot dn_z)@—8(to, do+...+ 6n)wlltn+1
< @(tny ) 1S(En_sy On_1) ... 8y, So)2—8(tyy o+ ...+ 6n_1)wﬂt,,+1+
+C-(8o+ O3+ .+ dn_y)* On,y

d’oll, en désignant par r, le premier membre de (9), et en posant yn
= Oyt 0n = tayi—Tny tn = @(ln; Ja) OD Obbient 1y < an ry_14-Oyn_ydn,
7o = 0. Or, une induction facile donne, vu que y; >0, a; > 1,

T K Oap... oy (8404 60) yn_s

(9)

= O [ [ 9ty 8 (tnsa—10) (tn—t0) < Op(tur—1to) (bny1—1a)?,

T=0

e.q.f.d.
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LeMME 3. Soient 15e{0,dm, <, <. .. <ty =7 une division de

Vintervalle <ly, ©> €f Ont ty = ¥ <57 <. < &, = lnyy une division de

Vintervalle (in,y tnyr>- Posons: & =t —1;, 0 = §§;—sF, 4 = max d;.
Posons enfin, pour m,eZy:

Bng1 = Slny On) ... 8ty d0) @y,

Yng1 = S(sl‘r“ 5:”n_1) - 8(sTy 61)¥Un-
On a alors ‘

l2n— Ynlly, < Cyp(4) 4y (tn—10) (fn—10) -
Démonstration. Remarquons d’abord que les éléments z, et yn
appartiennent, d’aprés (3), hypothése (B), & lensemble Z; , de sorte

que Yinégalité (4), hypothdse {C), est applicable. En remplagant alors
dans (9), lemme 2, t, par 1,, © par 4, et 8; par 6i, on obtient

(10)

[Wn41— 8 (tns On) ?/n“tn_H

. rp—1
= (55,1 Byr) oo 85T, V9w — 8 (T, 3 8F) vl
i=1

< G"/)(tn—;-l_tn) (tﬂ.+.1‘—,t71.)2 = C"P(an)(an)zi )

ayant égard &

1
bn = top—ta = ) 0.
=1

Vu que @11 = S(in, 0s)@, on tire de Pinégalité obﬁenue:

@0 t1— Yngallyy 4y < N¥ni1— 8 (tn, 5n)$n“t,,+1
< Wnsa— 8 (tny 8n) Yl sy 1118 (bny On) (Y — )l 1y
< Cp(85) n+9(tay 0n) 0n—Ynllty sy -
Nous obtenons par induction, en tenant compte du fait que ¥, = @,

et que la fonction y est croissante,
—1

Ed

n—1
plis; ) D)) 8
i=0

k3

1
o!

10— Yalls, < Cmaxy(d)
o

< Op(A)y(Sot---+ 8n 1) (8ot 0nr) 4
< OW(A) 4 "‘P(tn‘tﬁ)‘("’n" to)y

c.q.f.d. :
Tn conservant les notations du lemme 3, définissons par ¢ la division

de lintervalle <%,, ) engendrée par l'union de toutes les divisions oy
des intervalles (i, %s.1p. Considérons les opérations T (m,%,1) et
T(o, 1y, t), définies par (7). Or nous avons, d’apres (7), pour ey,

(11) T (s, ty, 1)1 = 8 (tny 1—G) S (tn_1 1) --- 8{to, 80),

(12) T(0, 1o, )5 = 8(s% t—sH) S (k1) 1) - 8(st) 01)Yn,
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8l b, < 8§ <t < $hp1 < fuya; or, Templagant dans (10) » par n+1, et puis
en y identifiant ¢ avee %,,, on obtient de (10)

LevvEe 4. Soient 0<s< v, une division de Uiniervalle <s, 1), o
wune subdivision de m, A le diamétre de . On a alors pour veZ,

(13) 1L (7, s, )o—T (o, s, Dalu < CAp(4) (t—s)p(t—s).

Soit maintenant =, une suite croissant de divisions (e.-a-d. telles
qQue M.y D @), et telles que A(m,) — 0. Pour z<Z, la sun?e T(7tn, 8,t)2
est alors fondamentale, car, en vertu du lemme 4, inégalité (13), on a

T (72ny 8, Ho—T (7tm, 8, 1) al; < 204 (n‘n)'l/)(A (yrn))(t—— s)p(t—s).

Or, l'espace X; étant complet, la suite 7'(m,,s,f)s converge en
norme | ||y vers un élément que nous désignons par 7(s,?)z. On a alors
par définition
(14) I'(s,t)ye =lmT(m,,s, H)z pour zeZ,.

n “

Il est évident que cette limite de dépend pas de la suite =,, pourva
qu'on ait 4(m,) - 0. En effet, = et n’ étant deux divisions arbitraires,
leur union ¢ est une subdivision de = et de #', de sorte que le lemme 4
donne, pour xeZ;,

IT (%, s, Yo—T (', s, Yally < 20p(4)- A+ (t—s)p(t—s),

ot 4 = max[A(xn), 4(x’)], ce qui prouve notre assertion.

De méme, ’hypothése =, ,; > m, n'est pas essentielle, car, 7z;, my, ..., 7y
étant une suite arbitraire de divisions, on a pour ¢, = union de 7y, ..., @,:
Ony1 > Op 6 A(oy) < A(m,). Enfin, la condition weZ, peut évidemment
&tre remplacée par zelin(Z;), de sorte que

T(s,t)0 =UmT (my, s, t)x  (welin(Z,)).

On a de plus

(15) T (s, 1) eZs — Z;.

En effet, si weZ,, chacun des éléments T(m,, s, t)veZ;, en
de (3), hyp. (B). Or, Z; étant fermé, (14) entraine (15).
Notons encore:
IZ (s, )alle< p(t— ) llals
Pour zeZ, o’est une simple conséquence de (8) et (14) ; le passage
aul cas elin (Z;) est évident. On. a évidemment T'(s, 8)& = @ pour o elin(Z;).
LEvvE b. Pour 0 <s<i<t1—e,®eZ; et =0 on a

I8ty &) T(s, ) o—T(s, 1+ &) llye < Cop(e)e?.

vertu

(16) (welin(Z,), 0 < s < t< 7).

an
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Démonstration. Soit 0 8 =8,<8<...< Sppry =t =4,<1y...
Sty =t+e<tl,.<...<f =7 une division de lintervalle (8,1
contenant les points s, ¢, t+-2 Bn vertu de (3)y T(m,s,t)meZ;, de sorte
que (9) donne

8¢, &) T (7, 8y t)m“'T(”: 8, i+ g)mllt+z
= I8 (ta, 51+---+6‘n)1’(ﬂy 8, ) a— '
=8t n) 8 (tn_1,0n_1) ... 8(ts, 3)T (=, 3, D],
< O’y)(tu+1—t1)(t,,+1~t2)5 = Op(s)et.

Soit maintenant s, une suite de divisions eontenant les points
8;%y14-¢ eb telles que A(m,) 0. Or, (17) étant vraie pour T'(n,, s, t)z
(n=1,2,...), i en est de méme pour T'(s, t)a = im T (a,, s, )z vu
que opération S(f,s) est lindaire et bornée, c.q.f.d.

Définition. Une fonection abstraite %(-), z(t) e X, sera dite unifor-
mément différentiable (un. diff.) si pour tout & > 0 il existe un £(8) tel
que 0 < &< &(6) entraine (pour la définition de D(z/(t)) /Dt voir (5))

| D -
I th(t)_s [2(t)—8(t—¢, e)z(t—&)

< 0.
t

Les f.ab.un. diff. forment évidemment un ensemble linéaire.

Levye 6. 80 w(-) est une f.aboun. diff. of si D(o(t))|Dt = 0 pour
1, <E< Ly, alors
(18) ”‘”(tz)”vfz < y(ta—1y) ”*’U(tl)”tl'

Démonstration. Soit § >0 arbitraire; choisissons un nombre
naturel # suffisamment grand pour que 0 < £ n 7 (t,—1;) entraine

i
}’% [8(t—e¢, s)u(t—e)—a(t)] ” < 4.
13

Posons & =t 4 (i/n)(ta—11), 1 =1, 2, ey Wy O = 81— =
(1/n)(ts—1;). On obtiendra alors de (2) et (1)

o (8640l — 0 (50, 83) (80)lle; < [0 (8e41)llogy — 18 (81 85) @ (82)ly,,

ERa

< ”S('gi) 612)“;(81)*“‘”(3114.1)”81;_‘_1 < 40 =

d’otr Ton tire par induction

(ta—11) 8,

. -1

oo (a)lle, = llw(sn)lls,, <n @ (81, O}l (bl + (n— 1)~ (f,— ) &
=0

<yp(h—1y) o (t)lley+ (Ba—11) 8,
ce qui prouve (18), ¢ étant arbitrairement petit, c.q.f.d.
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TrforiyE 1. Soient 0 < 8 < 7, aclin(Zy). Alorsla f. ab. »(t) = T(s, )a
est ume solution de Uéquation
D
—%
Dt
unique dans la classe des f. ab. uniformément différentiables.

Démonstration. Soit dabord aeZg; alors T(s,t)aeZ;, de sorte
que le lemme 5 est applicable. Alors (17) montre que

@ =0, s<i<z, w(s)=a,

D .
(19) ﬁT(s,t)a =0

et que, de plus, T(s, ) a est une £ ab. un. diff., ce qui prouve la premiére
partie du théoréme. I unicité découle immédiatement de (18), lemme 6.
Le passage de Z, & lin(Z,) est évident, c.q.f.d.

THEOREME 2. Soient 0 <1, <t <t <7, @elin(Zy). On a alors
(20) Tty 1) T (E1 to)w = T'(ty, 1) ®.

Démonstration. Posons z(t) = T(iy, t)®, y(s) = T(ts, s)x(t;). On
a alors .

D D
Ew(t) =0, Ey(s) =0,

Y () = T(ty, 1) (L) = 2(s),
de sorte que le théoréme 1 donne y(?) = z(f) pour f, <t < g, c.-b-d.
T(ty, 0T (4, to)w = T (8, D).
Le passage au cas im(Z, ) est évident, c.q.f.d.
TrtoREME 3. Soient 1,40, >, y(t)eZy (t20). Si la dérivée
#*y() = lim = Ty (4 )=y ()

existe- dans X; en morme || ||y, alors D(T (B i)y(t))/Dt existe aussi et on @

D
21 o7 L, )y () = T (b, Bt y(f).

Démonstration. En vertu de (20) on a pour ¢ >0
1
U: [8(t—e, &) T(ty,t—2)y (t— &) —T (8 8)y ()] —T (41, %) {i[y(t—f)—y(t)]}u

&

= H—t— [S(t—e,e)—T(t—e, 1)1 ({ty, t—e)y(t—¢)

< Cyle)e.
¢

e ©
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On obtient cette inégalité de la formule (17), lemme 5, en y posant
T, t—e)y(f—e) pour @ et t—e pour f. Le lemme 5 est applicable,
ear y(f)eZ; entraine, en vertu de (16), que

Tty t—e)y(t—e)eZy ..

L’inégalité obtenue établit notre conelusion, vu que 7'(%,,%) est
bornée en vertu de (15), c.q.f.d.

Définition. Une . ab. z(:): #(f)eX; sera dite uniformément T-con-
tinue (un. T-con.), si pour fout 6 > 0 il existe un & > 0 tel qne 0 C e < &
entraine
(22) llw(t-+ &) —T(¢, 1+ )2 (D)l < -

Définissons M comme ’ensemble des fonetions ab. #(-) un. Z-con.,
telles que x(f)eZ; pour 0 <t << v. Soit y(-)eM. En vertu du lemme 7
1a f. ab. z(s) = T(s, t)y(s) considérée, pour ¢ fixé comme fonction de la
variable s, a ses valeurs dans espace fixé X;, et elle y est continue en

t

norme | |;;, de sorte que Dintégrale [ T(s,t)y(s)ds existe.
[ i

TatorEME 4. St la f.ab. y(-)eMM, alors la f.ab. fT(s,t)y(s)ds est
un. diff., et on a 0

12
D
(23) o [ 2, tysds =y .
0

Démonstration. Soit 6> 0;y(:) étant supposée un. T-con., ‘il

‘existe un nombre & > 0 tel qu'on a, pour t—e << 8 <%,

IT(s, Dy () —y@®l <278 (0<e< D).

Posons &; = mi.n(z?, (20np(r))*la). Or, comme Phypothése y(-)eM
entraine y(s)eZs, on a, en vertu de (18), T'(s,?—e)y(s)eZ; ., de sorte
qu'on tire de (17), lemme 5, en y posant T'(s, t—e)y(s) au lieu de =, l'iné-
galité suivante, vraie pour 0 < &< &;:

H%{ff(s,ny(s)ds—sa—e’e):f—sm’t_e)“s)ds}"mﬂt

1 t—8 '
<= [T (t—2, D= S(i—e, &)1 T(s, t—e)y(5)ds]| +
€ A I3
t
+H-1~ [ s, v —ywias
Et—s L

8 . 8
<el(t—e) Op(e)ei+ 5 < 0p(r)at o <9,

ce qui prouve la coneclusion, ¢.q.f.d.
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THEOREME 5. Soient y(:)eI, aeZ,. Alors la f. ab.

13
alt) = [ T(s, )y (s)ds+T(0, 1)

0

est une solution de Déguation
: D
(24) 2700 =y, @(0) =a,

unique dans la classe des fonctions uniformément différentiables.

Démonstration. La premiére partie de notre conclusion découle
du théoréme 4; I'unicité est une conséquence du lemme 6, vu que la
f.ab. 2(-) définie plus haut est uniformément différentiable, en vertu
du théoréme 4 et du lemme 5, c.q.f.d.

Nous donnerons une application de la théorie développée ci-dessus
& Déquation d(x(2))/dt = A (t).

Soient X un espace réel de Banach avec la norme | ||, M un sous-
ensemble linéaire dense de- X, 4; une famille d’opérations linéaires,
4;: M ~ X, chacune d’elles définie sur M et fermée dans M, remplissantes
les conditions suivantes: pour 0 <e<<eona (I—edy)(M) =X

(25) II—edpa] > (L+ae) o] (0< e<?),
26) 0 Aw—dl < pli—s| Al (we M),

ol a et x sont des constantes positives. On déduit de (26) ’existence

de A;, 4, > 0 telles que
27) Al Asol < Aol < Aol 4ol (0<t< T, 0e ).

Les hypothéses énumérées ici sont suffisantes pour l'existence de
exp(ed;), pour & > 0, 1 fixé. On a de plus, en vertu de (25)
(28) _ loxp (sA)a] < ¢™ .
Posons pour 0<<i<7,e6>0:
(29) 8(t, 2) = exp(edy),
(30) it e) =™, p(t) = ¢,
(31) weZ; = {we M| dya] < 6"+ Z, — 7} = fermeture Z}.
Montrons que les hypothéses (A), (B) et (O) sont satisfaites. Véri-
fions (A). Or (1) découle de (30), (2) équivaut & (28). Afin de vérifier (B)

il suffit de montrer que 8(t,¢)eZf —Z;, vu que S(t,¢) est lindaire,
bornée. Or, soit weZ;, c.-a-d. we M, [ 4| < e, et soit &> 0. Nous

©
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avong .
Mo 8(2, e)all = [|Ar,cexp (s4y)al| < (L+ ps) || 4 exp (e4y) 2]
= (1 pe)llexp (eds) Al < (1+ pe) (14 az) | 4y
LIt o qtd.
Nous avons profité de (26) et du fait que exp(4)eZ(4) - P(4).
Pour démontrer (C) nous aurons besoin de quelques lemmes.
LEMME 7. Il existe un nombre K, >0 tel que, pour ¢ > 0 (re M),
(32) I(I—edy) ™'~ (I—eds) ™2 < K, [t —s| o ]| dea].
En effet, on a pour e M
(T —ed)™ = (I—edy) " al| = [(T—ed,) " e(As— A (I— eAy)a]
< e(1+ ae)- [[(Ae—Ag) (I— s4)) g
<e(ltae)plt—s| |4 (I—ed;) a)
= e(L+as) ult—s| [(T— s 4" 4ya]
< A+ ar)?ult—sle |l 4;2).
Levwe 8. 8i les opérations linéaires a, B: D(A) = 9(B) = M sont
fermées et satisfont auw inégaliiés

(33)  MI—ed)I<(1+as), [I—aB)|<(l+ae) (e>0),

(34) I(I—ed)™' —(I—eB)™al| < Ke[4a| (ze M),
alors on a, pour ze M,
(35) llexp (A)z— exp(B)a|| < Ke®- (¢*—1) o™ | Az]].

Démonstration. Posons pour n naturel, fixd, i — 1L,2,...,mn,
Ty =Yoo= (xecM), .
@ = (I—n"t4) "z,
¥ = (I—n" B)~x.
On a (voir [1], p. 269.)
limw, = exp(d)s, limy, = exp(B)z.
De plus,
4zl = |(I—n"4)"" Ada| < (1+ an™)" | 42| < 6|4
Par conséquent
i1 = Yo pall = (I —n"" A) 23— (T—n~" B) gy
< T —n7"A4) — (-0 By @l + [(T— 0 B) ™ (2~ yy)|
< En~ [ Al 4 (14 an™) la— 4
< En”'of||da]|+ (14 on ) lw— g,
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d’ot1 Pon tire par induection
lltn— 9ll < Ka™*- 6 [(1+an™')*—1][ A2
En effet, en posant pour linstant
g = fmi—yd, ©=KEn e Aal,
on obtient de ce qui a été dit que &, < nE+D et & = [[@y—Yoll = 0,
d’olL Pon tire par induction que
Ea < AFntnt ) =80 =D (=17
= Ke*-o ' [(1+an™")"—1][|4a],
d’ott Pon obtient (35) par un passage & limite, c.q.f.d. On voit aussitot
de (25) et (32) que les hypothéses (33) et (34) du lemme 8 restent valables,
§i Pon y remplace, avee ¢ et s fixés, 0 < d <7, A, B, a, K respectivement
par 64;, 84,, ad, K {t—s|, o K, est la constante du lemme 7. Alors,
- Pinégalité (35) convenablement modifiée fournit .
llexp (84)2— exp (64s)al < K [t—s|6”[6” —1](ad) " 18.44]
< K, ft—sle(¢®—1)6 o || A
< K6 [t—s| 8|\ deal,

Aot Pon obtient, en posant K, = K¢, et en remplacant & par e

7 = (L+aen),

(36) llexp (e43) @ — exp(e.dg) @l < Kyejt—s| || ‘ (we IM).
11 suffit maintenant pour démontrer (C) de poser, pour la constante
C figurant dans (4), ¢ = K6 e,
Soient ¢, 6 >0, xeZy; on a en vertu de la définition de S(t, ) eb z;
18(t, 6+e)w—8(t+ 6, 8) S(t; 6)@llerore
= ||[exp (6+ &) A;— exp(edsys) Jexp (3442
= [|[exp (e4) —exp (edsys)Jexp (844 2]
< Kyed||drexp (84 ol < K,e6| A
< K, et ed = (e,

Les hypothéses sont ainsi- vérifides.

T ensuit quen posant z(f) = T(0,1)my, ol ze M, et T(0,1) est
définie par (14) (cette formule est valable, vu que M = lin(Z,)), on obtient
de (17), lemme 5,

c.q.f.d.

lim—t— [8(¢, e)w(t) —x(t+e)] =0,

20
c.-a-d., dans notre cas,

(37) lim%[exp(sAt)x(t)—w(t—l— £)] = 0.
240
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Si x(t)e2(4s) = M, on obtient alors

(38) 13;1%[00@-%8)—50@)] = A;2(7),

vu qu'on a
.1
lgf?—;[eXp(aAt)w_m] = A;x pour zeD(4y).

Remarquons que confermément & (14) lé, f. ab. (T(0, t)a, est dans
notre cas la limite d’expressions de la forme

n
” exD (fiy1—14) Ay 2
=0

(comp. [2]), ol #; << #;,q.
Pour assurer Vinclusion T'(0, f)we M si xe M, admettons les hypo-
theses supplémentaires suivantes:

(39) 2(A}) = const = M,
(40) (A} —Ad)a]l < =[t—s] | ATl
On tire de (40) et de (26):

avec une constante » > 0.

(41) [4e(di— ) all < Aft—s| [|432ll, ol 4 = pt=.
Admettons les nouvelles définitions:
(42) Xy=MO0<i<7), |ol= o)+ |4sl,

(43) @(t ) = 6, (1) = o,
weZi =we M, ot [Aul;< e,

On définit' Z; comme la frermeture deZ; en norme || [|;.

Comme auparavant, S(f, &) = exp(sds). Vérifions que les hypotheses
(A), (B) et (C) sont remplies. Remarquons d’abord que M = 2(4;) est
complet en norme || |;; cela découle du fait que 4, est supposée fermée
en norme || ||. De plus, ’ensemble M, est dense dans M en norme || ||,
car, 5i e M, = 2(4}), on a )

' (I—n"'A) e M,,

et

I(I—n"" 4~ o~ al.

= “(I""i’b—l.At)_lﬂO'— 97“’{- H(I—— %ClAt)—IAtm—A.wa — 0

Il est évident que A;ze M si we M,, et que 4;, considérée sur M,,
est fermée en norme || |l;. De plus, on a, pour & >0,

(I—ed)™"(M,) = M,

(%—)DO).

et .
(44) I(T— a4y~ alle < (L4 ae) ke,
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en vertu de (25). Il -découle des propriétés de Popération 4, démontrées

ci-dessus qu'on a, pour &> 0,

(46) lexp (el < e* [l

(46) (T —en~"4)~" (2) — exp(sd) ()] — 0
Cela posé, vérifions (A). Or, on a, pour e M, = X, en vertu de (26),

18 (2, &}lleye = llexp (ed) @i+ || Azy s (exp (eds) |
< 6%l + (L+ pe)[| A exp (a4 ) ]
< 6ol + (L4 pe) | exp (ed ) A,
< Ml Al = o, o) o,  e.qf.d
Pour vérifier (B), il suffit qu’on ait S(t, &) <Z; — Z},., vu que 8, s)

est linéaire et bornée en norme || f;,, en vertu de (A). Soit alors zeZ,
c-d-d. we M, eb |4l < Y. On a, daprés (40) et (26),

[4e1e8(ts 8)allire = | Aryo exp(ed)) @+ (|43, . exp(sdy)a]
< (14 ae) |4, exp (sds) ]|+ (1 + xe) || A7 exp (e4y) a]
< (L ae) (L4 (x+ ) o) || o + | AT 2]}
= (14 ae) (L4 2e) | deall < o+9%[| dya], < o=+HIE+D),
Comme, de plus,
- 8(t, &) = exp(eds)e M, — M,
Thypothése (B) est ainsi remplie. Pour vérifier (C), montrons
LeMuE 9. 11 ewiste wn nombre K, > 0 tel quw'on o, pour & > 0,ze M,,
(47) LT —e4) ™" — (T — e4,) ™ 2lly < K, [i— s e ]| A2
Démonstration. En nous appuyant sur (40) et (41), nous avons

M [(T—edy) ™ —(T— eds)T2f| = || Ay (I— edy) Ve (ds— Ay (I—ed,) 2|
& (14 as)- |4y (ds— A) (I— e d,) 4|
e(1+ae)dt—s| |AF(I—cds) 2|
(1+ae)*[t—s| [ 45] - 22
el(1+4 az)*[t—s| (14 x|t—s|) [ A}z
eA(1+ an)*(14-w7) [1—s| || 432

= Kyeli—s| || 472,
si Pon pose K, = (I+a7)? (1+%7)2 Or, on obtient facilement la con-

clusion (47) de 1inégalité démontrée ci-dessus, et de (32), lemme 7, en
posant Ky = max(K,, K,), c.q.f.d. :

A
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LevMe 10. IU ewiste wn nombre e > 0 tel gwon a, pour ze My,
(48) llexp (s4:)2— exp (e4,)2lly < Kge [t— 5] | ds2ll. .
Démonstration. Posons pour # naturel, ¢ = 0, IL,..,n

& = (I—en"A)M2), = (T—en""4,)7(2).
1l existe alors unk nombre K; >0 tel que

(49) eyl < K|l Asalle-
En effet, on a

Mull = 14T —en™ 4,7 ()| 4 43T — en2 4,)~(2)]
< A+ pli—s) [ 4s(T—en" A~ (2)]|+
+ (L2 lt—s)) AT —en~ " A) (@)}
< (14 22) (L aen™ )" {|| 4, 2] + | 4321}
< 6™ (14 A0)2{|| 42l - | Ad2]} < K- [l Aeele,
si Pon pose K; = ¢*(14ar)%, A = p+ .
En s’appuyant sur (44), (47) lemme 9, et (49), on montre
e — Yipalls = NI —em™" Ag)~ () — (T — en™ " A.) ™ () s
S MIT—en™ " Ay — (T— en™ " A, 1yl +
F I —en™ Ay (ms— )l
< Eoon™ [t—s| [\ Aa(yallle+ (14 ae)lz— 9l
< K Esen™i—s| Asel+ (L+ a) lo—yill,

£

1

d’ott 'on tire par induction:
e —alle < E K5t —s| [(1+ aen™)"— 10" || 4s2l;
< EE sl 100 Al < Kelt—s] sl
en posant K¢ = K, K¢ 1l suffit alors de poser. ¢ = K;- 6”6+, pour

vérifier (4), hypothése (C). En effet, soient weZ;, c.-a-d. ze My, |42
< 6, 5, ¢ > 0. Nous avons, en vertu de (48) et (45)

18(t, 6+ ¢&)w— S(t+ 8, &) S(t, 6) x|
B = llexp (3 &) Asw— exp (e Ay, ) exp(6.4s)
= [[[exp(e4)— exp(edy,s)]exp (64, ol
< Eqed||4sexp (84 ol
= Kqe8|lexp (84, Ayl < Egede™ || 4,y
< Ee86C 6% < Kol 668 = (e,

Studia Mathematica XXXIV.2 11
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Ainsi les hypothéses (A), (B) et (C) sont vérifiées. Il s’ensuit, en
vertu de (18), que si m,elin(Z;) = M., alors :

T(0, ) woelin(Zy) = U nZ; = U nZi = M,
n=1 N=1

la fermeture étant prise en norme | [l;. On a alors T(0,t)e M, > M;
mais, comme Dopération T (0, t) satisfait d’aprés (16) &

170, Hyall < (L) |wll - pour zeX, = M,

ona T(0,t)we M; si we M, I'ensemble M, étant dense dans M en norme
|l ;- Nous avons ainsi démontré le

TafOREME 6. Soient X wun espace de Banach, M un sous-ensemble
linéaire, dense dams X; Ay une famille dopérations linéaires, fermées, dé-
findes sur M, D(4;) = M (0 << 7), satisfaisant aun conditions sutvantes:

1° pour & >0 DVimverse (I—edy)™" est partout définie et on a
(I —ede) "l < (1+ae) il 5

2° | Ay(w)— As(@)]] < p|t—s| [ As(2)]] avee u = const. o

Alors il existe uné famille d’opérations linéaires T(0,1t) partout dé-
finies et bornées dams leur ensemble, telles qu'on a, powr mge M -

1 .
lim — [exp (eds) T (0, t)y— T(0, 1+ &)we] == 0.
elo & : .

Si, de plus, les opérations A? ont un domaine commun M,, et si
3° || AF (&) —AZ ()| < % |t—s]| |47 (z)|| powr xe M,, alors T(0,t)zge M,
chagque fois que z,e M, de sorte que Pon a pour mge M

1
L = [7(0, i-+¢)a—1(0, )] = A.T(0, 1),.
e}o0

"Il g'en suit que x(¢) = T(0, )z, est la solution du probléme de
Cauchy,

d
—al) = 4ialt), @ye M = D(4),

unique, grice au théoréme 1, dans la classe de fonctions uniformément
" différentiables, ec.-4-d. remplissant la condition suivante:
Pour tout é > 0 il existe un ¢ > 0 tel que 0 < & < ¢ entraine

lle™* [exp (e di) @ (t) — w(t+6)lls <
conformément & la définition de la p. 8, et-vu que

D d ‘
Ew(t) = —Em(t)‘—Atw(t) =0.

v

icm°
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La notion de “produit-intégrale” a été considérée par d’autres auteurs,
comme Birkhoff [1] et Kato qui & démontré dans [2] 1a eonvei'gence du
produit

0
[ e tra—t) Az,  (max iy, ,—t] —0)
J=n-1

pour tout 2,¢X, mais sous des hypothéses plus fortes que 1° et 2° du
théoréme 6 de ce travail.
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