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it follows that ([]§k|)k is uniformly bounded away from zere in U. Hence
B is bounded away from zero in U and can be continued analytically
aCcross . :

If B, is any other Blaschke produet for E with respect to (a,),, then
B|B, and B,|B are both in H*(dm). Then B[B, is an inner function that
is bounded away from zero on R and hence it can be continued analytically

across all of X. Thus B/B, is an invertible element in A(X) and must

be a trivial inner function. }

Having shown the existence and uniqueness of Blaschke produects
for finite Riemann surfaces, we would only remark that ‘‘singular
functions”’ and ‘‘outer functions” can also be defined in this case and

the factorization of bounded analytic functions into Blaschke products, .

singular functions and outer functions accomplished in the usual manner,
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Uber die Limitierbarkeit unbeschriinkter Doppelfolgen

von

MICHAEL STIEGLITZ (Stuttgart)

1. Einleitung. 8. Mazur und W. Orlicz haben im Jahr 1933 ([5], S. 33)
folgenden interessanten Satz fiir Einfachfolgen mitgeteilt:

Limitiert eine permanente (zweidimensionale) Matrix eine beschrinkte
divergente Folge, so auch eine unbeschrinkte. (Einen Beweis findet
man zB. bei Darevsky [1], 8. 98). Wie Zeller 1951 ([8], S. 482]) und
Mazur-Orliez 1954 ([6], S. 151) zeigten, gilt der obige Satz auch fiir kon-
vergenztreue Matrizen.

EBs fragt sich, inwieweit dieses Ergebris auch in der Limitierungs-
theorie der Doppelfolgen Giiltigkeit hat, wenn man der- Untersuchung
vierdimensionale reguldr-konvergenzirewe Mairizen zugrunde legt (*). Dabei
wird unter einer reguliir-konvergenztreuen Matrix eine Matrix verstanden,
die jede regulir-konvergente Doppelfolge — das sind (im Pringsheimschen
Sinn) konvergente Doppelfolgen mit konvergenten Zeilen und Spalten —
wieder in eine reguléir-konvergente Doppelfolge transformiert. Fiir
diese Klasse von Matrizen gilt der dem obigen Ergebnis fiir Einfachfolgen
entsprechende Satz:

Transformiert eine regulir-konvergenztreue Matrix eine beschrinkte,
nicht regulér-konvergente Doppelfolge in eine regulér-konvergente Doppel-
folge, so auch eine unbeschrinkte.

2. Definitionen und Hilfssiitze. Im folgenden werden Doppelfolgen
komplexer Zahlen x,, (g, v = 0,1,...) mit # = (z,) bezeichnet und zur
Abkiirzung

@, = lima,,, ©,=Ilmz,, o =lmnz, (@»=20,1,...)
P00 H—>00 B, ¥->00
sowie
llo] = sup |w.l
0<<p,v<oo

() Von einer wortlichen Ubertragung des obigen Satzes, d. h. von einer Ubertra-
gung auf vierdimensionale konvergensireue Matrizen kann abgesehen werden, da eine
(im Pringsheimschen Sinn) konvergente Doppelfolge unbeschrinkt sein kann. Ohne
Beweis sei bemerkt, da eine konvergenztrene Matrix nichf notwendig reguldr-konver-
genztreu ist, und umgekehrt.
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gesetzt. Weiter ist 4 = (Gmnm)ocm,n,pr<co €ine vierdimensionale komplexe
Matrix und

#,A
»
Amn(z) = Z Cmngy Dpwy

Pt}

Am’n(m) = lim Afrfn(m)y A({U) = (Aﬂm(m))
#,4-300
(mymy %, 4 =0,1,..).

Mit Hilfe dieser Abkiirzungen werden acht lineare Doppelfolgenriume
definiert, nimlich

S ={z}, B={zel: |zl <oo}, BC={veB: x,_ existiert},

BC = {weBC: w,,2,(n=0,1,..)existiert}, RON = {geRC: o = 0},

BOA = {weS: A(x) existiert, A(2)eRC}, D = R0A4A ~ B,

ROA" = {weROA: (A7 (0))oanico e BC (mym = 0,1, ... fost)}.

Bezeichnet man die durch die Norm |z definierte Topologie iiber
einer Menge mit T, so sind (B;7.), (RC; T,) und (RCN; T,) Banach-
réume.

Im AnschluB an Zeller [8], 8. 464, werden die Begriffe F- und
FDE-Raum wie folgt definiert:

Definition 1 (F-Raum). In dem linearen Raum X = (X;p,) sei
ein Konvergenzbegriff mit Hilfe von abzihlbar vielen Halbnormen P ()
(eX;%k=0,1,...) dadurch definiert, daB eine Folge von Elementen
X Cauchy-Folge heiBlt, wenn

lim @~y =0 (k=0,1,..)

ist, und konvergent (gegen x) heiBt, wenn es ein weX gibt mit

l]il}m(afl—w) =0 (k=0,1,...).

(X5 pr) wird F-Raum genannt, wenn

(a) aus pr(®) =0 (k=0,1,...) # =0 folgb und

(b) (X; pz) vollstindig ist.

Definition 2 (FDK-Raum). Ist X < S und stimmt die Bedeutung
YOn %;+#, und fz (¢ komplex) in X und & iiberein, so heiBt der F-Raum
(X; p) FDE-Raum, wenn aus o' — o (X5 pre)

lmal, = @, (4,9 =0,1,..)
s .

folgt.

iom°
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Demnach ist (8; |x,|) ein FDK-Raum. Auch
(ROA*; T,)
= (RO4Y; Bl (uy» = 0,1, ---)Zﬂs’g}g IA#u(m)[ (m,n=0,1,...), |4(=z)])

ist nach Jirimée [4], 8. 4, ein FDK-Raum. Nach Zeller [8], S. 469, gilt
fiir FDE-Réume der

Hrrrssarz 1. Ist X ein linearer Unterraum des FDE-Raums (Y3 pr)
und yeX micht Beriihrpunkt von X, dann gibi es ein auf (Y; py) lineares
stetiges Funktional f mit f(z) = 0 (zeX) und fly) =1. -

Nach Wilansky [7], 8. 202, wird ein FH-Raum wie folgt definiert:

Definition 3 (FH-Raum). Sei H ein linearer Hausdorffraum und
X c H ein linearer metrischer vollstindiger Raum. Dann wird X als
FH-Rauwm bezeichnet, wenn die Topologie von X stirker ist als die von H.

Da (8; |#,]) ein linearer Hausdorffraum ist und sich jeder FDK-Raum
metrisieren. 148t (z.B. durch die Fréchet-Kombination seiner Halb-
normen), ist jeder FDK-Raum ein FH-Raum beziiglich (8; |z,,|). Daraus
folgt nach Wilansky [7], S. 203, der

Hirrssatz 2. Sind X und Y zwet FDE-Raume mit X = Y, so st
die Topologie von X stirker als die von Y.

Die regulir-konvergenztreuen Matrizen lassen sich nach Hamilton
([2]1 8. 42, Nrn. 5, 7,8, 9; S. 46, Nrn. 31, 32, 33; 8. 57, Nr. .132) folgen-
dermafen charakterisieren: .

HrivrssaTz 3. Bine Matriz A ist genoaw dann regulir-konvergenztreu,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

. 0 .
o)) sup Z [ @] << 003
oKm, n<co #y=0

fiir alle mym, u,v = 0,1, ... evistieren die Gremzwerte

im G, m @, Im Gumpu,
M—s00 n—s0a M, N300
oo [s=] [=3

Hm § ammw; hm E anm;wy hm 2 afmmwy
m—o0 ;0 M—s00 jmp) n—>00 =0

o0 o0 [~
lim. § Dy lim § Gmnpy s lim _S- Ay 5
L M—300 iy n00 570

00

Lim 2 L S—

o o
lim. y Gy, lim y a

¥773) mnpy y

L r P m, R0 41570

m,n—>00 4= 1,020 520

Beispiel 1. Jede aus zwei konvergenztreuen Matrizen durch Fakto-
risierung gebildete Matrix ist regulir-konvergenztreu.
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3. Limitierbarkeit unbeschrinkter Doppelfolgen. Nach diesen Vor-
bereitungen 148t sich der folgende Satz beweisen:

SaTz 1. Bs sei A éine regulir-konvergenztreue Matriz. Dann gelten
die beiden folgenden Aussagen:

1. Ist

]Jm 5’ Gy — Z llm u,,m,,,, # 0

[t 1v=0 p,r=0

2(4) =

und existiort ein 1< D\RC, so emistiert auch ein ze ROA™B.

9. Ist yx(A) =0, so emistiert e¢in z<RCA™\B.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an Zeller [8], S. 482, und kann
daher kurz gefat werden. Die Annahme ROA™ < B wird in vier Schritten
zum Widerspruch gefithrt.

(a) Darstellung der linearen (RCA™; T,)-stetigen Funktionale auf D.
Wegen (1) ist D = RCA ~ B = ROA* ~ B. Jedes lineare stetige Funk-
tional f auf (RCA*; T,) 148t sich nach Jirimge [4], 8. B, in der Form

(2)
f(o) = 2 a/szl;tv'f' 2 Bonn A (20) -+ ZﬁmAm.(m)‘l“ Zw:l;’nA.n(m)‘l‘ B4, (z)

#,y=0

(wer04”, Sl <00, S 1l < 00, > Bl < o0 Zlﬁnl < oo}

B,y=0 m,n=0 M=0
darstellen. Wegen z¢D = B, A(z)eRC < B und Hilfssatz 3 konnen die

Grenzwert- und Summenbildungen auf der rechten Seite von (2) ver-
tauscht werden und man erhilt

(3) fla) = Z Val o Ty, 1= B a1+ D1 a1) A
) *,4=0
(#eD;pa =3 65 D 18ul <oo;

=3t V=l B,y=0

;w = -+ 2 ﬁnmamn,uu"" Zﬂmhma'mnyv’l“ 2 Bu llmamnnv)

m,n=0 m=0 N=0
Daher ist £ir die Doppelfolge

1 (u=roderv=vr)
RC> ¢ = (r=0,1,...),
0  (sonst),

r—1

f(e)—'yor'l‘)"ro 'Vrr‘('lg hm (2 2) L)

By Hyv=0

icm
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also
4) limf(e") = By (4).
(b) Ist y(A) # 0, so ist RC T,-dicht in D. Angenommen, es existiers

ein yeD, das nicht 7T,-Beriihrpunkt von RC ist. Dann gibt es wegen
Hilfssatz 1 ein lineares stetiges Funlktional f auf (ROA™; T,) mit

(8) fl@)y=0

und f(y) = 1. Andererseits aus (5) und (4) folgt g = 0. Daher ist fiir die
Doppelfolge

(zeRO)

. 1 (p=kv=21)
RC>¢" = (k1 =0,1,...),

0 . (sonst),
f@) =pa =0 (k,1=0,1,...),

also wegen (3) inshesondere f(y) = 0.

(e) Ist y(4) =0, so RON T,-dicht in EC. Aus der Annahme des
Gegenteils folgt wie unter (b) die Existenz eines y<RC und eines linearen
stetigen Funktionals f auf (RCA™; T,) mit

(6) fz) =0 (2<RON)

und f(y) = 1. Andererseifs ist die Doppelfolge
(9—€)eRON (r=1,2,..),

also wegen. (6) und (4)
(7) fle®) = 0.

Nach Hill-Hamilton ([3], 8. 159) gibt es zu jedem y<RC eine Folge
y" eRC mit
T l-gjmyr =Y,

wobei zur Abkiirzung

) ¥ = Wy (=) D gy ) (T — )+
p=0 y=0
+ ) G Yu— Yot Y. (7 — T — @ ) oy 6
Hy=0
(r=0,1,..)

gesetzt ist. Wegen RC < ROA™ und Hilfssatz 2 ist
Ty-limy" =y.
T—00
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Zugammen mit (6) und (7) folgt daraus f(y) = 0, da bis auf e® alle
Doppelfolgen, die auf der rechten Seite von (8) summiert werden, aus
RCN sind.

(d) Nachweis des Widerspruchs. Aus der Annahme ROA* < B und
Hilfssatz 2 folgt im Fall y(4) 0, daB RC in D T,-dicht ist, und im
Fall y(4) = 0, daB RCN in RC T,-dicht ist. Das widerspricht der Tatssche,
daB (RO;T,) und (RCN;T,) Banachriume sind und ein zeD\RC
existiert.

Wenn man davon absieht, daB im Fall y(4) = 0 die Existenz eineg
#eDNEC gar nicht gefordert wird, dann 148t sich wegen ROA* = RCA.
das Ergebnis von Satz 1 durch den folgenden Satz 2 noch einfacher, wenn
auch weniger allgemein formulieren:

Sarz 2. Transformiert eine regulir-komvergenzireue vierdimensionale
Matriz eine beschrinkle, nicht regulir-Tonvergente Doppelfolge in eine
regulir-konvergente Doppelfolge, so auch eine unbeschrinlkte.
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Spektraleigenschaften
eindimensionaler Differentialoperatoren héherer Ordnung

von

E. MULLER-PFEIFFER (Jena, DDR)

Der zugrunde liegende Hilbertraum igt I,(—oco, +o0), die Menge
der im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbaren (komplexwerti-
gen) Funktionen, die auf der x-Achse definiert sind. Es wird das konti-
nuierliche Spektrum (1) von selbstadjungierten Differentialoperatoren
untersucht, die von dem Differentialausdruck

1) Myl = (=1 [pey™ ™M+ (— 1) [py" VI P4y, w1,

erzeugt werden. Von den Koeffizienten p, == pr(®) wird vorausgesetzt,
daB es reelle Funktionen sind und daB sie resp. lokal zu den Sobolewschen
Riumen W2 *(—oo, 4-c0) gehoren [10],

%) Pu(@) e With(—o00, +o0).

Dann ist 1[y]eL,(—o0, +o0), wenn g(z) zu C3(—oo, +oo) gehort,
d.h. wenn y(x) beliebig oft differenzierbar ist und einen kompakten
Tréger besitzt. Durch

A4y =1[y], D(4) = OF(—oo, +o0),

wird ein Operator definiert, dessen Definitionsbereich D(4) im Hilbert-
raum Ly(—oo, +oo) dicht liegh; A ist symmetrisch. Alle selbstadjun-
gierten Erweiterungen von A besitzen bekanntlich das gleiche kon-
tinuierliche Spektrum ([8], 8. 203).

Die vorliegenden Untersuchungen befassen sich mit der Frage,
welchen Binflul das Verhalten der Koeffizienten px(z) auf die Lokali-
sierung des kontinuierlichen Spektrums einer selbstadjungierten Erweite-
rung A von A hat. Dazu werden folgende zusdtzlichen Voraussetzungen
ither die Koeffizienten gemacht:

1. po(z) = ¢y > 0.

(4) Als Kkontinuierliches Spektrum wird die Menge der Haiufungspunkte des Spek-
trums verstanden.
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