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m STUDIA MATHEMATICA, T. XXXVI, (1970)

Ensemble de non-synthése wmiforme dans les algtbres A,(G)
par )

N. LOHOTUE (Grenoble et ORSAY)

Introduction. On a rassemblé ci-dessous quelques définitions utiles
& la compréhension du texte.

G désigne un groupe abélien localement compact, non discret, muni
d'une mesure de Haar do. I' est le groupe dual de @ muni de la mesure
de Haar normalisée dy. I”(@) est I’espace de Banach classique associé
au couple (@, dz), p > 1. )

Un convoluteur de L7(G) est un opérateur de LP(@) dans IP (@) qui
commute avee les translations. A wun convoluteur T on sait associer
([31, p. 4) un &lément T dit multiplicateur de &F IP (@), tel que pour toute
fonction f de I” (@) N L* (&) on ait T( f) = 7. f ( f étant la transformée
de Fourier de f).

On note OV,(@) Ialgébre de Banach des convoluteurs de I?(Q)
(la norme ||T||CV,(G) d’un élément T de CV,(@) étant sa norme d’opé-
rateur).

On dit qu’une fonction f, définie sur &, 4 valeurs corplexes, appartient
& A,(@), si elle s’exprime de la fagon suivante (* est le symbole de con-
volution):

Voed, flo) = f fo% gs(2)

(f;e I’ (@), g;« 12 (@), q étant P’exposant conjugué de p), avec

5 Wl x oz < o=-

On munit A4,(@) de la norme suivante:
Hf”Ap(G) = Inof { ,12 fill oy X ”!Ii”rﬂ(a)}-
f=,°§fi»y;
1 ) i
4,(G) est alors une algébre de Banach pour le produit ponctuel

(Th. C. Herz, voir [1]). Son dual est isomorphe et isométrique & OV, (&)
(Th. A. Figa-Talamanca, voir [2]). 8i T est un convoluteur, la forme
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linéaire associée est définie comme suit:

Vf e dp (@) (f = ;”fi*gi), L f> = 5’ T(£) % 6,(0).-

On montre que 4,(@) est l'algébre de Banach des transformées de
Fourier des éléments de L*(I") munie de la norme provenant de L(I),
et qu’elle est incluse dans A4, (&) pour tout p (voir [1]).

Dans cet article on se propose de mettre en évidence un sous-ensemble
fermé du groupe G qui n’est de synthése pour aucune algéhre A4, (@),
p #1.

Pour résoudre le probléme on va montrer qu’il existe une fonction
f de A,(@) qui engendre dans chaque A,(@) un idéal fermé non auto-
adjoint.

On établira ce résultat pour un groupe compact infini et on le géné-
ralisera & l'aide du théoréeme de structure.

I. TutorEME. Si G est un groupe abélien compact infini, alors il existe
une fonction f de A,(G) qui engendre dans chaque A,(G) un idéal fermé
non auto-adjoint.

Démonstration. On va utiliser la construction de P. Malliavin
[4] et ses variantes classiques.

On désigne par 2 le produit dénombrable d’intervalles [0, 1]; les
coordonnées d’un point w de 2 sont w,, wa, wgy ..y Wy, ...

On note do la mesure sur 2 produit des mesures de Lebesgue sur
chaque intervalle, ¢,(w) une suite de variables aléatoires, gaussiennes,
normales, indépendantes sur 1’espace de probabilité Q.

D’aprés [5], 7.7, on peut choisir une suite (y,) d’éléments de I" telle
que les trois conditions ci-dessous soient vérifides.

1° La fonction en la variable z

F@,0) = 3 Epu(0)Rec@, nd>+1i 3 kg (0)Rew, ),
k pair k impair B
appartient presque siirement & A,(G). (Cette condition est d’ailleurs
toujours satisfaite.)

20 Soient a,(u,v, w) (4, v)eR?) définis par

2”’7("“: v, 0)<&, y> = H BExp (_@% g (w)Relz, ’}’ls>)- X

yel’ k pair

. D

x [ EXP(-—@—Z-G—Z-qﬂk(w).Re(m, yk>)
k impair

et

3 Bu, v, 0) = > la, (1, v, @)%,
yel'
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alors il existe une constante 8 > 0 dépendant de {y,} telle que
[ B(w, v, w)dw < 2Bxp{— 8(jul*+ o)}
2

30 Soit ¥, (y’) la fonction définie par

¥y =1{2(u-—iv)ay,(u, v, w)e" "M gs d;

alors presque sfirement on a

g’weLm(r)’ V‘}’EI’, Z;Wm()’l)]i(—y‘i"}", (l)) =0
y'e.

et 3 ¥,(y")f(—y', ») 5 0 avec une probabilité positive.
pel
On veut montrer que la fonction ¥, appartient presque strement
& I*(I") pour tout s > 2. Soit 0 < e<< §'. Bi

I= 2f Blu, v, o)Bxp{e(ju]"?+ ")} dudvde,
R

par application du théoréme de Fubini et en tenant compte de @
I<2 [ Bxpi(s— 8) (|ulP+ [} dudo < oo,
#

done
[ Blu, v, ) Bxp {e(jul+ o] ")} dudo ®
R

est presque sfrement finie. ‘
Soit 2 < s< 4. A cause de (@, lapplication répétée de I'inégalité
de Holder montre comme dans [B], 7.8.6, que la série 2 |, ()" est

yel’
presque sirement convergente. A

Soit w, tel que ¥, appartienne 4 L(I") pour tout s > 2, f(z, w,)
appartienne & 4,(G) et tel que @ soit vérifice.

Soient par ailleurs 1<p <2, § =2p[/(2—p); Pu e LI); Py
=¥, %85, 6; tant la masse de Dirac de I'élément neutre de I'. Du faif
que 63 <L (") (r = 1) et d’aprés [6], '{’mu est un multiplicateur de # IP (G).

Tl en est de méme pour tout p > 2, voir [2].

D'autre part, d’aprés @ eb [3], p- 8, si T'n,, est le convoluteur associé
& ¥,, alors pour tout yel”

(v 1> = 3 a0 (—y+7) =03
y'e.
oy > = 3 Wop (=71 (¥) #0-
7'5
Par conséquent, f n'est pas dans I'idéal fermé de ,—1,,(G)'engendré

par f.
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II. TeEOREME. St G est un groupe abélien localement compact non
discret, la, conclusion du théoréme précédent est encore valable.

Démonstration. D’aprés le théoréme de structure, ([5], 2.4.1),
I'=R"xT, (n>0,I, contenant un sous-groupe compact et ouvert).

(a) Si » > 0 alors I' contient un sous-groupe discret I';. Désignons
par ¥, et f, les fonctions assocides & I, par le théoréme I. Soit W un
voisinage compact, symétrique de 1’élément neuntre 0 de I' tel que
2W Nl = 0.Soient X, 1a fonction caractéristique de W, d¥; la mesure
associde & ¥y, df; 1a mesure associée & f;. Posons f = dfxX,,, ¥ = d¥ * X,,.
On vérifie facilement que ¥YeIL*(I"), Vs > 2 et que feL'(I'). Par ailleurs
si f ) = f(—9) on voit aisément, d’aprés le choix de ¥, et f, que
Psf=0 et que T*f(@) # 0.

11 existe par conséquent une fonction continue & support compact
% telle que Wfxh(0) £ 0 ot Wxf+h =0.

Comme hel(I), Vr>1, d'aprés V, ¥xh est un multiplicateur de
FI?(@) pour tout p > 1.

Par a,i]leuzfs f =f; f n'est donc pas dans Vidéal fermé de A, (&)
engendré par f

(b) 8i » = 0, alors I" contient un sous-groupe compact et ouvert Iy,
dont la mesure m([l,) est par conséquent finie, non nulle.

Soient ¥ Lapplication naturelle de I" dans I'[T,, ¥,, f; les fonctions
appartenant 1'une & L°(I'/I%,) Pautre & 4,(F) obtenues par le théoréme I.

Posons ¥ = W,o0k;f =f.0k.

D’aprés [5], 2.7.3, on voit immédiatement que, d*une part ¥eL* (I,
felX(I') et d’autre part,

Paf(0) = mes (') x (P ) (kD)) 0,

P (v) = mes(Iy) X (P f ») k() = 0.

Un raisonnement analogue & celui fait 4 la fin de (a) montre que f
n’est pas dans l'idéal fermé de A4,(@) engendré par f_ .

ITI. CorOLLATIRE. Tout groupe G contient un sous-ensemble . fermé
qui nest de synthése pour aucune algébre A,(G) (p 1),

1 suffit de prendre f '(0), f étant donnde par le théoréme IT. f ~1(0)
ne sera de synthése pour aucune algébre 4,(¢) puisque F n’est pas dans
lidéal fermé de A4,(&) engendré par f.

Les ‘ensembles de synthése uniforme X, sont étroitement lids aux

élé}nents f de A,(&) tel que f(0) = B, plus précisément on a lo régultat
suivant: -
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IV. TatorEME. Si B est un fermé G, et si E est de synthése uniforme,
3l emiste une fonction h de A,(Q) telle que h™(0) = E et que powr tout p
Pidéal de A, (G) constitué des fonctions qui s annulent sur B est engendré par h.

Démonstration. ¥ étant de synthése uniforme il suffit de construire
une fonction % de A,(§) telle que 2~1(0) = . Comme F est G5, son
complémentaire B’ est un ouvert ¥,: B = {J K, K, compact et K,, = F'.
Comme K, ~ B est vide il existe un voisinage W, de K, et un voisinage
V, de E tel que W, ~ V, = @; alors d’aprés [5], 2.6.2, il existe une
fonction h, de A,(@) telle que h, =1 sur K,, h, =0 en dehors de W,
et 0<<h, <1.

Soit

Ly = Zmz-”—ﬂ—-

T Wnllyier”

2, converge vers un élément i de 4,(G).

D’aprés le choix des k,, B < A71(0).

Soit par ailleurs a¢F, alors il existe n, tel que aeK,, par le choix
des by, by, (o) =1 et comme 0 <h, <1 on a h(a) 5 0 et par conséquent
»0) = E.

Remarque. On peut utiliser la construction ci-dessus conjointement
avee la courbe de Eymard [1] pour mettre en évidence une fonetion A’

telle que .
Hh,”Ap(R") < W lapyrmy sin=3etp<<pi< 2.
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