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Sei Z (X, Y) die Menge der stetigen linearen Abbildungen des Banach~
raumes X in den Banachraum Y. Fir eine Abbildung Te<Z(X, ¥y
bezeichnen wir mit N (T) den Nullraum und mit R(Z) den Bildraum.
T heiBt Fredholmoperator, wenn dim N (T) < co und codim R(T) < co.
@(X, Y) sei die Menge der Fredholmoperatoren aus Z(X, X).

1. TeEmorREM. Sei T(2) -eine analytische Operatorfunktion auf dem
Gebiet G = OF mit Werten in der Menge der Fredholmoperatoren ¢(X, ¥).
TFerner sei T(2) an einer Stalle 2’ G invertierbar. Damn ist T7(2) eine auf
G meromorphe Funktion (T'(z) T™*(2) =TIy, T 2)T(2) = Ix). Im Falle
eimer komplexen Variablen hat T~ (2) als Haugpiteile Operatoren von endlichem.
Rang; @. k. fir jedes z,cG ewistiert eine Laurententwicklung

@) = Tule—a)
k>Eylzg)>—
wobei dim R(T) < oo fiir k< 0.

Die ersten Untersuchungen in dieser Richtung gehen auf Tamarkin
[10] fiir den Fall von Integralgleichungen guriick. Daran schliefen sich
Arbeiten von Atkinson [1] Gohberg und Sz. Nagy und P. H. Miller an
(vgl. [6] und [8]). Der klagsische Satz von F. Riesz, daf (I—2K)™" fir
einen kompalkten Operator K eine auf der komplexen Ebene im obigen.
Sinne meromorphe Funktion ist, wurde in einer Reihe von Arbeiten von.
Ruston, Pietsch und Taylor bei linearer Abhingigkeit (T(2) = I—2z4
ep(X, X) auf einem Gebiet @) verallgemeinert. Im letzten Jahr wurden -
von Haf, Steinberg, Ribaric und Vidav [8] und dem Verfasser [4] weitere
Fortschritte erzielt. Mit den Methoden von [4] und einer Tdee in [8]
gelang es dann Theorem 1 zu beweisen (vgl. [5]).

Theorem 1 158t sich auf analytische Familien vom Typ 4. (Kato
[7], ¢h. 7, p. 379) anwenden. Dies sind abgeschlossene Operatoren, die
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analytisch von einem Parameter abhingen und einen gemeinsamen Defini-
tionsbereich haben. Insbesondere bezieht sich Theorem 1 auf elliptische
Differentialoperatoren, die analytisch von Parametern abhingen, denn
bei geeigneter Randbedingung handelt es sich dabei um Fredholmopera-
toren.

Wir sagen ein Operator 4% (X) =% (X, X) erfillt beide Ketten-
bedingungen, wenn sowohl die Nullraumkette N (47) als auch die Bild-
raumkette R(A’) stabil werden. Mit ¢® (Fredholm-Riesz) bezeichnen
wir die Menge der Fredholmoperatoren aus & (X) mit beiden Kettenbedin-
gungen.

2. TeroREM. Sei T'(2) eine kommutative (T'(e))T(2,) = T(2)T(2.))
analytische Operalorfunktion auf dem Gebiet G < CV, die Werte in der
Menge p(X) der Fredholmoperatoren von % (X) habe; ferner existiere T~ (2')
fiir ein 2'€@. Dann gilt T (2)eg® fiir alle z<G.

Eis ist sehr einfach, die Meromorphie von 7! (z) ans Theorem 2 herzu-
leiten. Ohne die Annabme der Kommutativitit ist Theorem 2 im
allgemeinen falsch. .

Um Theorem 2 zu beweisen, beniitzt man die Tatsache, daB ein
Operator TeZ(X) genau dann in ¢%-liegh, wenn ein A% (X) existiert
mit AT =TA =I—K, wobei K ein kompalkter Operator ist. Daraus
folgt unmittelbar

3. LEMMA. Sei A eine mamimale kommutative Teilalgebra der Banach-
algebra Z(X) und A& das abgeschlossene: zweiseitige Ideal der kompakien
Operatoren; ferner sei q,q: M — M|M N A Qer kanonische Homomorphismus.
Dann gilt

M= 04 (@ (A A N X)),

wenn G(M|M N A) die Gruppe der invertierbaren Flemente der Banach-
algebra MM O A ist. ’

Dies entspricht der Charakterisierung von Atkinson fiir Fredholm-
-operatoren. Daraus gewinnt man sefort einen Spektralabbildungssatz. Fir
og(T) = {leo(T): AI— T ¢¢®} (o(T) sei das Spektrum von T gilt or(f(T))
= f(uR(T)), wenn f eine auf dem Spektrum von T lokalholomorphe
Funktion ist. Bine entsprechende Aussage gewinnt man ebengo fiir lokal-
holomorphe Funktionen f auf dem gemeinsamen Spekfrum o(Tyy...,T,)
kommutierender Operatoren T;: f(T,, ..., T.) ist genau dann ein Element
VOJ&L Eo:],) wenn f aut o(gy(T), ..., L¢(T)) keine Nullstelle hat (vgl. 2]
un .

4. BEMERKUNG: Die Menge M(G,;¢) der auf einem Gebiet @ = C
meromr{rphew: Funkiionen mit Werten in ¢(z), die Jeweils an einer Stelle
wvon G invertierbar sind und lokale Laurententwioklungen wie in Theorem 1
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haben (Tyep), bilden eine multiplikative Gruppe, d.h. die Inversenbildung
fihrt- aus dieser Klasse nicht heraus.

Wir gehen nun zur Berechnung des Index von Fredholmoperatoren
{iber: ind T' = dim N (T) — codim. R(T).

5. BEMBREUNG. Fiir Fredholmoperatoren auf Hilbertraumen gils

nd7 = Spwr [imA(AT—T*T)"*— (AI—TT%)7)
A0
1 * pn—1 #y —1
- Spur [mf((u—r Ty ' — (AL —TT") )cu],

wobei der Grenzwert A —0 in der Normiopologie von % (H) ewistiert und
v ein geniigend Kleiner Kreis wm den Nullpunki ist.

(Die ‘Spur eines Operators 4 der Spurklasse ist Y (Ae, ¢) fir ein
k

vollsténdiges Orthonormalsystem {¢,} des Hibertraumes H.)

Wir untersuchen nun den Index von Fredholmoperatoren in Verbin-
dung mit einem Funktionalkalkiil ¢, das heiBit p sei ein Homomorphismus
einer Funktionenalgebra & (2) in % (X) bzw. in eine Banachalgebra & mit
(1) = I. Man betrachte z.B. den analytischen Funktionalkalkil von
Gelfand und Dunford oder den Kalkiil von Schilow-Arens-Waelbroeck
(vgl. [2]). Der Index von Fredholmoperatoren ist invariant modulo dem
Tdeal 2 der kompakten Operatoren vonZ (X); nach der Charakterisiernng

- von Atkinson kann man ihn deshalb iiber die Gruppe I" der invertierbaren

Elemente von &/ faktorisieren: ind = q-%, dabei ist ¢: & —Z /A der
kanonische Homomorphismus und i: I'—>3 der vom Index induzierte
Homomorphismus in die ganzen Zahlen.

6. BEMERKUNG. Sei i: I'— 3 ein Homomorphismus der Gruppe I' der’
invertierbaren Blemente einer Bamachalgebra % in (auf) eine Gruppe 3,
wobei fiir kein vom Binselement in 3 verschiedenes Hlement a zu jeder na-
tiirlichen Zall n eine n-te Wurzel o ewistiert, d.h. af =& bew. fiir eine
abelsche Gruppe 3 na = a (freie abelsche Gruppen haben diese Higenschaft).
Dann ist der Homomorphismus i auf jeder Zusammenhamgskomponente
von I' konstant. i

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf i(z) auf einer Umgebung des
PBinselementes von I' gleich dem Binselement von 3 ist. Fiir [lz—el] <1
existiert ein ye# mit @ = expy, folglich wire (i(exp(y/fn))"’ = i(x) fir
jede natiirliche Zahl n, womit sich ergibt, daB i(¢) das Einselement von
3 sein muB. '

Da man den iiblichen Index fiir Fredholmoperatoren iiber die Gruppe
I" der Restklassenalgebra 3/ faktorisieren kann, setzen wir im folgenden
voraus, daf i ein lokalkonstanter Homomophismus der.Gruppe I der
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invertierbaren Elemente einer Banachalgebra % mit Finselement ¢ in
(auf) eine Gruppe 3 ist. Ferner sei #(£2) eine Banachalgebra stetiger
Funktionen auf dem kompakten Raum £ (nicht notwendig Sup-Norm-
Algebra) und y:#(2) > % ein stetiger Homomorphismus mit (1) = e H
auflerdem sei ¥(#) die Gruppe der invertierbaren Elemente von % (R).
Wir erhalten dann eine Folge von Homomorphismen (i = {-n)

9F) 5T 5 a0 5 3,

wobei zy(I") die Gruppe der Zusammenhangskomponenten von I' ist.

Mit Hilfe eines tiefliegenden Ergebnisses von Arens und Royden
(191, 8. 290-295) ergibt sich eine Mdoglichkeit, den Index i(p(f) fir
fe% (%) zu berechnen. : ‘

7. LEMmA. Ist fe%(F) und log feF (Q) (d.h. insbesondere eindeutig),.

P

dann gilt i(yp(f)) = eg(=0 falls 3 eine additive Gruppe). .
Die Idee des folgenden Ergebnisses geht auf eine einfache Formel
zur Indexberechnung in [2], §8, zuriick.

8. THEOREM. Fir den Rowm A der mazimalen Ideale von % (0) gelte
4 =..Q. Ferner seien ay, ..., a, kommutierende Hlemente der Banachalgebra
Z mit dem gemeinsamen Spektrum o(ay, ..., a,), das in der rational konvesen
Menge Q = C (vgl. [2], S. 336) enthalten sei. Wenn p: F(2) — B eine
If’ortsetzqfng des Kalliils von Waelbroeck (vgl. [2]) ist, d.h. fiir die Koordina-
tenﬁfnktwnen % gilt w(e) = a;, dann ¢ibt es zu jeder Fumktion fe%(F)
endlich viele Primpolynome p, und ganze Zahlen oy, so daf

‘ iy () = [ [ilpela, ..., a,)
erfillt ist; bew. o

ifw(f) = kZ @ i(De (@, ...y @)

Jalls 3 eine additive Gruppe ist.

 Durch eine geeignete Anwendung des Satzes von Arens und Royden
[2], 8. 290-295, ergibt sich, daB in jeder Zusammenhangskomponente
von 9(#) wenigstens eine rationale Funktion liegt, auf die man dann
Primfaktorzerlegung anwenden lann. ’

‘ Da ](ide kompakte Teilmenge der komplexen Ebene rational konvex
1%13 unfl fur "= 1 die Primpolynome iiber C die Gestalt (z— ¢) haben
laBt.sleh in diesem Fall eine sehr einfache Formel angeben. Mit (a;
bezeichnen wir das Komplement des Spektrums o(a). Sei ¢

an(a) = {Acg(a): i(de—a) = he3)}
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dann gilt fiir eine rationale Funktion re% (&)

ifp o) = [Th (= 3 au)

wenn a;, die Anzahl der Nullstellen bzw. Pole von # in g, (a) ist.
Dies folgt unmittelbar aus ’

_ [1(z— ;)%
N H(Z— )"®

wenn man bei Anwendung von ¢ die Variable z durch a ersetzt (vgl. [2], §8)-
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