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Die Tdealtheorie im Operatorenring des unendlichdimensionalen
separablen Hilbertraumes wurde durch J. W. Calkin begriindet (vgl. [2]).
Schon dieser Spezialfall zeigh, daf ey eine unitbersehbare Menge von
Operatorenidealen gibt. Wenn wan die Betrachtungen auf beliebige
Banachriume ausdehnt, wird die Situation noch wesentlich komplizierter.
s igt deshalb nicht verwunderlich, daB bis jetzt noch keine abgerundete
Theorie der Operatorenideale iiber Banachriumen existiert. Trotzdem —
oder gerade deshalb — soll im folgenden fiber einige Grundziige dieser
Theorie berichtet worden. Dabei handelt es sich im wesentlichen um
Untersuchungen {iber spezielle Ideale, deren Operatoren durch giinstige
Eigenschaften. ausgezeichnet sind. Das gilt ganz besonders fiir Verall-
gemeinerungen der §,-Operatoren, die bisher nur in Hilbertrumen definiert
wurden.

1. Operatoremideale. Im folgenden ist L die Klasse aller beschrinkten
linearen Operatoren zwischen beliebigen Banachriumen, und mit L(HE, )
wird die Menge derjenigen Operatoren T'eL bezeichnet, die den Ba-
nachrawn. F in den Banachraum F abbilden.

Tine Klasse A von beschriinkten linearen Operatoren heiBt Ideal,
wenn fiir die Mengen.

A, 1) = A ~ L(Z, F)
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(A) Aus 8, TeA(H, ) folgt 8-+TeA(H, ).

(I) Aus Ted(H, ") und SeL(¥F, ) folgt ST <A(E, ).

(T) Aus TeL(H,F) und SeA(F,G) folgt 8T A(H, Q). _

Tine Abbildung «, die jedem Operator T eines Ideals 4 eix}e nicht
negative Zahl «(T) zuordnet, nennt man Quasinorm, wenn sie die nach-
stehenden Higenschaften besitzt:

(0) Aus «(T) = 0 folgt ' = 0.

(NA) Fir 8, TeA(D,F) gilt a(8+T)< Q[é(s)-i-“(l’)]-
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(NL,) Firr T<A(B, F) und SeL(F, &) gilt «(ST) < [|8]| « (7).
(NL) Fiiv T<L(B, F) und S¢A(F, @) gilt «(ST) < a(8)|T].
Besteht sogar die Ungleichung e (S TP < a(8)°+ (T mit0 < p<1,
dann kann ¢ = 27~ gesetzt werden, und man bezeichnet a als p-Norm
(0 <p<1) bzw. Norm (p =1).

Ein Operatorenideal 4, auf dem eine Quasinorm bzw. p-Norm bzw.
Norm « gegeben ist, heiBt Quasinormideal br. p-Normideal bzw. Norm-

ideal [A4, «]. Bin Quasinormideal [4, «] ist vollstindig, wenn die einzelnen
Komponenten A(E, ) vollstandig sind.

2. Einige spezielle Operatorenideale. Die bisherigen Untersuchungen
haben gezeigt, daB man keine befriedigende Ubersicht iiber alle moglichen
Operatorenideale gewinnen kann. Bine allgemeine Theorie muB deshalb

- mit einer schwicheren Zielstellung aufgebaut werden, und es liegt
nahe, daB man sich zuerst mit einigen speziellen Operatorenidealen
beschiftigt.

K = Ideal der kompalkten Operatoren (vgl. [37): Bin Operator TeL (B,F)
heifit kompakt, wenn er jede beschriinkte Teilmenge von B in eine relativ
kompalkte Teilmenge von F iiberfihrt.

.V = Ideal der vollstetigen Operatoren (vgl. [3] und [9]): Ein Operator
T'eL(E,F) heiBt vollstetig, wenn er jede schwach konvergente TFolge
aus F in eine normkonvergente Folge aus I' abbildet.

Z = Ideal der streng singuliren Operatoren (vgl. [6] und [10]): Ein
Operator TeL(#, F) heilt streng singuldr, wenn es keinen unendlich-
dimensionalen Teilraum I von B gibt, auf dem mit einer positiven
Konstanten o die Ungleichung ||T2]| > o llz|| besteht.

W = Ideal der schwach kompakten Operatoren (vgl. [3]): Ein Operator
TeL(H, F) heiBt schwach kompakt, wenn er jede beschrinkte Teilmenge
von X in eine relativ schwach kompalkte Teilmenge von ¥ abbildet.

Die bisher angefiihrten Ideale sind vollstéindig, wenn man auf ihnen
die Operatorennorm Il verwendet. Wir geben nun noch einige Opera-
torenideale an, deren Norm auf andere Weise. definiert wird.

N = Ideal der nuklearen Operatoren (vgl. [7] und [27]): Bin Operator
TeL(E, ) heiBt nuklear, wenn er sich in der Form

Tm = Z <w7 a’n>f’/n
1

darstellen 148t; so daB fiir die Linearformen a,¢B' und die Elemente
YneF die Ungleichung

Dl lyall < oo

icm°®
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gilt. Wird das Tnfimum .
v(T) = int X' |la,)! [y,
1

iber alle moglichen. Darstellungen gebildet, so ist [V, v] ein volstindiges
ideal. .

NOTI]FIH»-.-« Ideal der integralen Operatoren (vgl. [T ]'und [277): Em Op-e?tl?tr

TeL('E' I heifdt integral, wenn eine nicht negative Konstante ¢ ejls Ll_e ,

80O a8 %\'lr alle endliche Systeme von Elementen @, ..., #,¢% und Line

arformen by, ..., byel die Ungleichung

< gsup|| 2 Cany @y <y, bY): all <1, il < 1

M
N Ty, B>
‘%( Wiy Oy

besteht. Mit

ist in vollstindiges Normideal. o
R 01;1] al de;" absolut-p-summierenden Operatoren (vgl. [20]). .Em

hor Tel | it - ierend, wenn es eine mnicht
Operator TeL(H, I') heiBt absolut-y'sunun nd, O O o
negative Konstante o gibt, so daB fiir jedes endliche System

ten @y, ..., t, el die Ungleichung
k3 n 1/7)
TV < osup Y Koy, adIP
{ 2 e} < esup. {% 0> 017}

besteht., Mit .
m,(T) = infp

i sbindiges Normideal.
ist [M,, =] ein vollstindiges
is [ﬁ?ngjmeal der 1,-faktorisierbaren Operatore?z L 3]
TeL(I?], ) heiBt {,-takborisierbar, wenn er "sl;ﬁh Vsisd g
wit A eL(, 1,) und ¥eL(l,, F) schreiben laBt.

1. 237]): Ein Operator
(vgl. [23]) o

9, (1) = inf 4[| Y]

i i ein voll-
iber alle moglichen Fakborisierungen gebildet, so ist [Fyy ¢,]
stindiges Normideal.

‘ N . Zu
3. §,-Operatoren in Banachriumen. Rin m’ngressii‘u(;rn glérgag%em_
vie].en. 1’1‘Yi‘)'blémen ergibt sich, wenn man. naehN];olizzlzl » Ed e O
torenideale S, (H, H) sucht. Die durch J -V T o Opara-
(vgl fB] (61 [?12111:1(1 [267) nur in Hilbertraq11}exltlﬂ ;;gg fihrion S Opora.
. » LAy L4 o )
' i h charakterisiert, '
toren. sind bekanntlich dadurc ‘alcte e el in dor
g:tlxonorlnalfolgerl (¢,) und (f,) sowie ener Zahlenfolge (7,)e€ly
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Form

0

Tw = Yz, (2, 6,)f,

1

sehreiben lassen. Durch den Ansatz

a,(T) = {57 JTnI”’}”p
1

erhdlt man avf S,(H, H) eine p-Norm (0 < P <1)(vgl [12] und [257)
bzw. Norm (1< p < oo). Im Fall p = oo, wird 1, durch ¢, ersetzt, und
es gilt

% (T) = ||IT]| = sup|r,|.

Die vielfdltigen Fortsetzungsmoglichkeiten fiir die Operatorenideale
8, (H, H) sollen durch die folgenden Beispiele illustriert werden:

(1) Die Operatorenideale X, ¥, Z und F, (1 <p < oo, p = 2) dfad
Fortsetzungen von S, (H, H) (vgl. [6] und [23]).

(2) Die Operatorenideale F,, F,, und Im,(1 <p < oo) sind Fort-
setzungen von S,(H, H) (vgl. [8], [11] und [18].)

(3) Die Operatorenideale N und I sind Fortsetzungen von S,(H, H)
(vgl. [7] und [27]).

4. Die maximale Fortsetzung von S,(H, H). Wir betrachten die
Mengen S7**(H, F) aller Operatoren TeL(E, F) mit der folgenden Eigen-
schaft:

Fir XeL(H,B) und BeL(F, H) gilt stets BTXeS,(H, H). Dann
ergibt sich durch den Angatz

% (I) = sup{s,(BTX): | X| <1, |B| <1}

eine p-Norm (0 < p < 1) bzw. Norm (1< p < oo), fiir die ST vollsténdig
ist. AuBerdem zeigt sich, daB man mit 87 die groBte Fortsetzung von
S,(H, H) zu einem Operatorenideal gewonnen hat. ’
Fir 1< p < co gehdrt ein Operator T genau dann zu SJ(H, If),
wenn eine nicht negative Konstante o existiert, so daB fiir alle endlichen

Systeme von Elementen ), -y @yl und Linearformen b, ..., b,<F"
die Ungleichung

')’b‘ n K
(¢t 07" g e )" (310 01"

besteht. Dabei gilt

\

PN (T) = infg,
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Bezeichnet map, ein. Operatorenideal A als eigentlich, wenn fitr jec}en
Banachraum B aus A(H, B) = L(E, B) s‘ngts dim E < oo folgt', 80 s.md
die Operatorenideale Sy fiir p < 2 eigenflich und fiw p>> 2 unel.ge.nthcl}.
Der zweite Teil dieser Behauptung folgt aus der Tatsache, daf die 1dent:;
schen Abbildungen aller Banachriume von Typ ., und £, zu S
gehoren (vel. [8] und [11]).

. Die minimale Fortsetzung von S,(H, H). Wir betrachten die
Men?enn»;;‘;,‘*“(ﬂ ,J) aller Operatoren TeL(E, ), die sich als Prodult
= YS8A von drei Operatoren A eL(H, H), 8<S,(H, H) und YeL(H, F)
darstellen lassen, und sebzen
(1) = int[|A[|e,(S)[ X1,

wobel das Tnfimum iiber alle mdglichen Faktorisie.rungen gebil(}et wird, |
Dann ist [ST, o5 ein vollstAndiges Quasinormideal, und wir hg;oeri
damit die kleinste Fortsetzung von S,(H, H) zu einem Operatorenidea

efunden. ) o
) Bin Operator T gehort genau dann zu Szin (g, F) wenn er sich in

der Form

o
Ty = Zrn«”ﬂ ) Y
1
darstellen. 1aBt, so daB die folgenden Ungleichungen gelten:

[ o] . ,
il Y% < oo filr beF
;‘ (@, ayd[* < oo fir wek, él‘jxyn, N ,

el < .
1

Weil [NV, v] das kleinste vollstiandige Norn'lideal ist, f‘011-,gt daiJ:s S(}:xi
Beziehung N’ct: Spi fir 0<p < 0, dap es keine Norm gibt, ,,
zu einem vollgténdigen Normideal macht.

& Fortsetzung von S, (H, H). Wir betrachten

6. Die infmale normiert die sich mit Opera-

die Mengen S3™(H, F) aller Operatoren T'eL(H, ),
toren T, eSy"™ (B, F) in der Form

darstellen lassen, so daB die Ungleichung

b o
2«;“‘”(1’“)”<°° fir 0 <p <1
1
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bzw.

(o2}
Dlamn(r,) < oo fir 1<p< oo
1

besteht. Setzt man auBerdem

00

(T = int{ Y B (7,7} fiw 0 <p <1
1
bzw.

”;nrm(T) = inf {2 a';;‘m(_Tn)} fiir 1 < P < oo,
1

wobei das Infimum iiber alle nmoglichen Darstellungen gebildet wird,
so ist [S37™, o] die kleinste Fortsetzung von S,(H, H) zu einem
vollstdndigen p-Normideal (0 < p < 1) bzw. Normideal (1< p < o).

Fiir 0 <p <1 ergeben sich die p-nuklearen Operatoren (vgl. [7]),
denn ein Operator T' gehort genau dann zu Sp°™ (¥, F), wenn er sich in
der Form

00

Tw = 27n<w7 ) Yn

1
darstellen 148t, so daB die Ungleichungen

=)

DlwlP<oo, o<1 wnd |gl<1
1

bestehen. Dabei gilt
o-x;]arm(T) = inf {2 |Tnlp}1/p,
1

wobei das Infimum {iber alle méglichen Darstellungen gebildet wird.

7. Interpolationsideale. Die Operatorenideale S, (H, H) mit 1 < p < co
konnen durch verschiedene Interpolationsmethoden aus den Operatoren-
idealen 8,(H, H) wnd L(H, H) erzeugt werden (vgl. [5], [24] und [28]).
Zur Konstruktion einer einheitlichen Fortsetzung der Operatorenideale
8,(H, H) benttigh man deshalb nur eine Fortsetzung von S,(H, H).
Die dazwischen liegenden Operatorenideale S, ergeben sich dann durch
Interpolation.

Als ausgezeichnete Fortsetzungen von -S,(H, H) bieten sich die
Ideale N und I an. Wir setzen deshalb

8¢ = [, I], und ST = (L, 1), mit 6 =1/p
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(vel. [1] und [177). Fally die zugrunde liegenden Banachriume die metrische
Aﬁproximationsoigonschzm”:t beritzen, bestehen die Ideale

(L,N], und (L,N), mit0=1/p

aus denjenigen. Operatoren, die sich in S5 baw. SJ°* durch ausgeartete
Operatoren approximieren. lassen.

8. Approximationsideale. Wir betrachten die Mengen S;*™(E,F)
aller Operatoren T el (H, H), so daB fir die Approximationszahlen (vgl.

[21])
a(T) = inf{|T—A4]: dim B(4) < u}

die Ungleichung
oo
DIy < oo
1

besteht, und setzen

00
(L) = { 3 a2}
1
Dann ist das vollstéindige Quasinormideal [S™™, s3'™] eine Fort-
setzung von. S, (M, H). ' .
Werden anstelle der Approximationszahlen die Durchmesser (im

_ Sinne von Kolmogorov oder Gelfand, vgl. [13], [14] und. [16]) der Menge

{Tw; |z|| < 1} verwendet, so erhilt man ebenfalls vollstindige Quasinorm-
ideale, die Fortsetzungen von S,(H,H) sind.

9. Zwischenbemerkung. Die angefiihrten Beispiele zeige‘n, dal,?) es sehr
viele sinnvolle Fortsetzungen der Operatorenideale S,(H, H) gibt. Von
einer “guten Fortsetzung” muf man deshalb zusétzlich verla;ngen‘, daB
bei ihr moglichst alle vorteilhaften Eigenschaften fler Ausgangsn.ie:.xle
erhalten, bleiben. Aus diesem Grunde besprechen wir im folgenden einige
spezielle Wigenschaften von Operatorenidealen.

10. Symunetrische Operatorenideale. Ein Opeggto?enideal A heiI.St;
symmetrisch, wenn die Aunssagen Ped und T'e A dquivalent sind. Ein
Klassischey Beispiel ist das Ideal K der kompakten Operatoren (Satz
i iﬁl;ﬂﬂﬁ(;gie von Operatoren in Hilbertriumen sind symmetrisch.

Im allgemeinen Fall gibt es dagegen atuch unsyrmne?trische Opera.zoren-

ideale: V, Z, M, und F, (p # 2). Die von uns beschriebenen Operatoren-

ideale SW S"‘”‘"m Smex, S;j‘,“m, S};""” und SPP' sind vermutlich alle sym-
P 0 H »

metrisch, falls die zugrunde liegenden Banachriume die metrische Appro- -
ximationseigenschaft besitzen.

Studia Mathematica XXX VIIX
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11. Multiplikationseigenschaften. Sind 4, B und C drei Operatoren-
ideale, so schreiben wir AoB < C, falls aus SeA(F, () und T<B(E, )
stets 8T < C (B, G) folgt. Als Beispiele fithren wir die folgenden Beziehungen
an (vgl [7] und [19]): Vo W< K und Wo I < N.

Besonders interessant sind Multiplikationsaussagen fiir einparametrige
Scharen von Operatorenidealen A,(0 < p < c0):

A,04,c 4,. mit 1/r =1/p+1/q.

Diese Bezichung gilt fiiv die Scharen ST und S¥™ (vgl. [21]).
Im Fall #>1 ist sie auch fiir S2™, S §Pe¢ (wahrgcheinlich) und
1, richtig (vgl. [20] und [24]). Die Operatorenideale S7** besitzen dage-
gen die angegebene Multiplikationseigenschaft nicht. Es wére denkbar,
daB die schwichere Aussage

QX o GEX o gWAX it 1)p = 1/p+1[g—1/2

gilt. Das gleiche Multiplikationsgesetz wird von A. Grothendieck (vgl. [7])
auch fiir die Operatorenideale S;*™ mit 0 < p <1 vermutet (unwahr-
scheinlich).

Fiir die Theorie der nuklearen lokalkonvexen Ridume ist es wichtig,
ob zu einem Operatorenideal A eine natiirliche Zahl n mit 4" < N
existiert. In diesem Fall bezeichnet man A als N-potent. Man kann sich
leicht einige Beispiele (Sp°™, ST, H,,...) und Gegenbeispiele (S7*%,
F,,...) iiberlegen. Ungeklirt ist die Situation fiir SP** mit 1 < p < 2.

12. Adjungierte Operatorenideale. Fiir jedes Operatorenideal A setzen
wir '

A* (B, F) = {TeL(B, F): ST<I(B, ) fir ScA(F, B)}.
Dabei ist I das Ideal der integralen Operatoren, und die Banachriume

E und F sollen die metrische Approximationseigenschaft besitzen. Auf
diese Weise erhalten wir das zu A adjungierte Operatorenideal A* mit

AocA* I und A*odcl.

Fiir ein vollstindiges Normideal [4, «] wird auch 4* durch Einfiih-
rung der Norm

a*(T) = sup {:(8T): S A(F, B) mit «(8) <1}

zu einem vollstindigen Normideal
Fir die Ideale S,(H,H) und 1< p < oo gilb

[Sy(H, H), ;] =[Sy (H, H), 0] mit-1/p+1/p" =1.
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Von einer guton Fortretzung sollbe man deshalb das gleiche Ver-
nalten fordern. Dieser Hachverhalt ist jedoch fiir die Ideale Spex, g
wd S nicht erfitllt, weil die Beziehungen .

( S':y(n)'ml‘n)* = ( S;;orm)* — Sﬁn,amc .

gelten. So bleibt zu hoffen, daB man fir die Interpolationsideale sgae
oder S;ﬂ"“ eine positive Antwort findet, denn auch die Approximationsideale
SR geniigen. der angegebenen Bedingung nicht. .

Tin Operatovenideal A heiBt selbstadjungiert, wenn die Beziehung
A = A* besteht, Alle selbstadjungierten Operatorenideale sind. Fort-
gotzungen von. Sy (M, H). Al Beigpiel fihren wir M, an (vgl. [19]).

13. Verteilung von Eigenwerten. Wir betrachten die Mengen R(H, E)
derjenigen. Operatoren. TeL(B, I, tir de alle Opemtoren‘ Iz— 8T .mlt
SeL(F, ) einen endlichdimensionalen Nullraum und einen endlulch-
codimensionalen abgeschlossenen Bildraum besitzen. R ist das grofte
Tdeal, das nur aus Riesz-Operatoren besteht.

Mit SS8 (H, F') bezeichnen wir die Menge aller Operatoren T <R (H, F),
fiie die mit SeL(F, B) die Ungleichung

D (ST)P < oo

4

gilt, Dabei werden die RBigenwerte A; des Operators ST<L(E, E) ent-
sprechend ihrer algebraischen Vielfachheit ‘

dim ) {u: (\Ty— 8T)'@ = 0}  fiw A #0

M0
ezihlt. ‘ o
¢ Bis jetzt ist noch nicht gekliirt, ob die Klassen S5¢ Operatorenideale

mit den Quasinormen

() = sup {( 3 1A STIP) 7 181 < 1}
q

gind, Tmmerhin gilt (vgl. [5]) ‘
Sy (H, H) = 8,(H, H) ud  oE(T) = o (T).
Da die nicht mehr verbesserungslahigen Beziehungen
1jp—1j2 fir 0<p<1,

goom < SO it 1fg =1 1/2 fiir 1<p <2,
»
p tir a<p< oo
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i i I i i tinsti 10T t o ’ i omal ie fii nachideal
bestehen, kann man nur im Beveich der Quasinormideale gitnstigere A, Pioteelh und T. Triebol, Interpolationstheorie fir B won

.. . . . Lo 24] 1 satoren. Studi 6 . 95-109.
Aussagen iiber die Verteilung der Ligenwerte erwarten. Als Beispiel [24] heschrdnlion linearen Operaloren, Studia Mlat"h- 3Zl 7(112683;@% w*;fmw ompalier
erwihnen wir die Inklusionen SP™ S3E. Fiir die Approximationsidealo [25] § J. Rotfeld, Jf({m07‘Zf7*’7'!/]0’2j‘;bf1’;lg*?lf:;’ﬁ”n‘aml (‘; ;;g’;)ws 9596,

i i i ’ o ket analysi . ) 8.
Sp™* sind noch keine genauen Ergebnisse bekann, Operatoren, Trunktionalanaly

[26] R.Sechatten, Norm ideals of completely continuous operators, Berlin-Gottingen-
Ieidelberg 1960,
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